J. Mazurek: Kvantitativni metody, OPF SU Karvina
CVICENI <. 9: L'Hospitalovo pravidlo, diferencial funkce a prabéh funkce

L "Hospitalovo pravidlo

Derivace funkce umoziiuje vypocet limit, které vedou na neurcité vyrazy typu 0/0 nebo
nekonecno/nekonecno (tzv. L"Hospitalovo pravidlo):
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1. Vypoctéte nasledujici limity uzitim L Hospitalova pravidla:
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Diferencial funkce

Diferencidl funkce umoziuje piiblizn€ vyjadiit zménu funkce y = f(x), jestlize se x zméni o dx.
Diferencidl se vypocte jako df = f'(x)dx, nebo v jiném znaceni jako dy = y'dx.

2. Vyjadiete diferencial funkce y = x* +2x+5 a vypoététe hodnotu diferencidlu pro x =2, dx = 0,1.

3. Vyjadiete diferencial funkce y = x’ —x a vypoctéte hodnotu diferencidlu pro x = 1, dx = 0,2.

Prubéh funkce
Pfi ur€ovani pribeéhu funkce obvykle postupujeme podle nasledujici osnovy:

1. D(f), sudost, lichost, periodi¢nost.

2. Limity (jednostranné) v bodech nespojitosti a v nevlastnich bodech.
3. Priseciky s osami x a y, znaménka funkénich hodnot.

4. Prvni derivace, jeji nulové body.

5. Lokalni extrémy a intervaly monotonnosti.

6. Druha derivace a jeji nulové body.

7. Inflexni body, konkavnost, konvexnost.

8. Asymptoty.
9. Omezenost funkce, H(f).
10. Graf funkce.

4. Uréete pribéh funkce fi a) y=x" —6x” +9x ., b) y =

Samostatné cviceni:
1. Vypoctéte nasledujici limity uzitim L Hospitalova pravidla:
2
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2. Vyjadfete diferencil funkce y = 2x” + x —3 a vypoététe hodnotu diferencialu pro x = 3, dx = 0,1.
3. Uréete pribéh funkce £ y = x* —2x7.
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Uplné feseni ulohy &. 4 a)

1. ProtoZe fje mocninna, je D(f) = R. (Pfipominame, ze defini¢ni obor neni roven R jen u
funkei obsahujicich nezndmou ve jmenovateli, pod odmocninou, v logaritmu, a u funkci arcsin
a arccos. Dané funkce nepatii do zddné zminéné kategorie).

Ovéiime sudost funkce: musi platit rovnost f(x) = f(—x) pro vSechna x z defini¢niho oboru,

a tedy:
X —6x" +9x = (—x)’ —6(=x) +9(—x),

v 7 2 2
coz upravime takto: x° —6x° +9x =—x" —6x" —9x.
Vidime, ze prava strana se nerovna levé (nejsou stejnd znaménka), funkce sudé neni.
Podobn¢ ovéiime lichost funkce: musi platit f(x) =—f(—x) pro vSechna x z defini¢niho

oboru, coz znamen4, Ze vSechny ¢leny na levé a pravé strané rovnice musi mit opacné
znaménko. Vyuzijeme vysledek z piredeslého odstavce:

¥ —6x" +9x=-x"—6x" —9x.

Clen u 6x nemé opaéné znaménko, proto funkce neni licha.

Periodick4 funkce fneni, periodické jsou pouze goniometrické funkce.

2. Body nespojitosti funkce nemad, proto spocteme limity pouze v nevlastnich bodech, tedy v
too:

lim x* —6x* +9x =+, lim x° —6x* +9x = —0
X—>+00 X—>—0

Y7 ow

Pfi vypoétu t&chto limit jsem vyuzili faktu, Ze o vysledku rozhodne nejvétsi ¢len, tedy x°,
ktery pro x rostouci do plus nekonecna roste rovnéz do plus nekonecna, zatimco u druhé
limity pro x jdouci do minus nekoneéna je x* zaporné.

3. Prseciky grafu funkce s osami x a y uréujeme tak, Ze nejprve polozime x = 0, a dopocitdme
z predpisu funkce y (tim ur¢ime prasecik s osou y), a pak polozime y = 0 a dopocitame x
(prasecik s osou x):

x = 0: dosazenim vyjde okamzité y = 0. Mame tedy prvni prisecik P [0,0]. Graf funkce
prochazi pocatkem soustavy soufadnic.

y = 0: dosazenim ziskdme rovnici tfetiho stupné 0 = x” —6x” +9x , kterou musime vyfesit.
Nejprve vytkneme x a upravime:

0=x(x"-6x+9)= x(x—3)2

Z posledniho tvaru rovnice obdrzime kofeny: x, =0 a x,; =3 . NaSli jsme tedy priseciky

s osou x: P> [0,0] a P3 [3,0]. AvSak pruseciky P a P> splyvaji. Mame tedy jen dva rizné
priseciky. Jak uvidime vzapéti, bod Ps [3,0] nebude prisecikem, ale pouze dotykovym bodem
grafu funkce a osy x.

Jesté musime urcit znaménka funkénich hodnot pro zadanou funkci: nulové body

x =0a x =3 naneseme na ¢iselnou osu, kterd se tim rozdéli na tf1 intervaly. Z kazdého
intervalu vybereme jedno libovolné ¢islo, pomoci kterého zjistime znaménko dané funkce:

V intervalu (—o,0) vybereme napiiklad x =-10, dosadime do predpisu funkce
y=x"—6x"+9x=x(x— 3)2 a vyjde zaporna hodnota (~1690). Nad interval (—o0,0) napiSeme
znaménko “—. U intervalt (0, 3) a (3,%) zjistime znaménko “+*“. Mzeme tak ucinit zavér,
ze pro kladna x nabyva dana funkce kladnych hodnot, pro zaporna x je funkce zaporna a pro x
=0 je rovnéz y = 0. Proto musi byt bod P3 [3,0] dotykovy bod, a ne priisecik.

4. Prvni derivace funkce f© y'=3x> —12x+9.
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Nulové body prvni derivace, coz jsou ,,body podezielé z extrému®, najdeme feSenim
: 4 : 2 > w7 r o1 ..
kvadratické rovnice 0=3x"-12x+9: x, =1 a x, =3 (feSime pomoci diskriminantu nebo

rozkladem na sou¢in kofenovych &initeli: 0=3x>—12x+9=3 (x - l) (x - 3).
5.Body x, =1 a x, =3 naneseme na ¢iselnou osu, ¢imz ziskame tfi intervaly (bez nulovych

bodl): (—x,1), (1,3) a (3,2), viz Obr. 3.4. Nyni rozhodneme o znaménku prvni derivace

v kazdém intervalu tak, Ze zvolime libovolné ¢islo z daného intervalu  a dosadime ho do 1.
derivace. Postupné¢ obdrzime znaménka “+ “—“ a “+*“. Vime, ze pokud je prvni derivace

v né¢jakém intervalu kladnd, pak je dané funkce na tomto intervalu rostouci. Proto nad
intervaly se znaménkem “+* nacrtneme Sipku smérem vzhiiru. Obdobné nad intervaly se
znaménkem “—* nacrtneme Sipku smérem dolii, coz symbolizuje, ze dana funkce na tomto
intervalu klesa, viz Obr. 3.4.

1 3

Obr. 3.4. Znaménka prvni derivace.

Z ,sipkového* schématu okamzité vidime, ze v bod¢ x =1 ma funkce maximum, zatimco

v bodé¢ x =3 je minimum. Dal$i extrémy funkce nema.

Pro monoténnost plati:

Pro x €(1,3) je funkce klesajici,

Pro x € (—o0,1) U(l,) je funkce rostouci.

6. Druha derivace: y'=6x—12, nulovy bod druhé derivace: x=2.

7. Nulovy bod druhé derivace, tedy x =2, mufe byt inflexnim bodem dané funkce, pokud se
v ném méni konvexnost na konkavnost nebo obracené. To ovéfime pomoci znaménka druhé
derivace: na ¢iselné ose op¢t vyznacime nulovy bod x =2, ¢imZ dostaneme dva intervaly:
(=0,2) a (2,0), viz Obr. 3.5. V prvnim intervalu zvolime naptiklad x =0, druha derivace
vyjde zaporna (—12). Nad interval zapiSeme “—“. U druhého intervalu zvolime naptiklad

x =10, druha derivace vyjde kladnd (+48). Nad interval zapiSeme “+*“. Protoze v bod¢ x =2
se méni znaménko druhé derivace, je tento bod inflexnim bodem. V intervalu (—,2) je

funkce konkavni, v intervalu (2,00) konvexni (podivejte se na graf této funkce nize!).

2

Obr. 3.5. Znaménka druhé derivace.

8. Asymptoty:
Svislou asymptotu ur¢ime z defini¢niho oboru: protoze D(f) = R, svisld asymptota neexistuje.

Sikmou asymptotu vypoéteme ze vztahti (3.1) a (3.2). Protoze je dana funkce spojita, staci
vypocitat limity do plus nekone¢na. V naSem ptipad¢ obdrzime:
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3 g2
a=lim LX) -y X 2O X lim (x* —6x+9) =+

x>t x X—>F00 X x—>too
Pokud nam vyjde koeficient a nebo b nekonecny, znamena to, ze Sikma asymptota neexistuje.
Koeficient » uzZ nemusime pocitat.
9. Funkce neni omezena,a H(f)=R.

10. Graf viz Obrazek 3.6. m

Poznamka: graf funkce je lepsi kreslit pribézné. Vzdy, kdyz o funkci néco zjistime (naptiklad polohu lokalniho
maxima), je vhodné si tento fakt zakreslit do grafu, nebot’ tak ziskame lepsi pfedstavu o dané funkci jiz béhem uréovani
pribéhu funkce.
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Obr. 3.6. Graf funkce y = x° —6x” +9x .
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3.) Urcete prubeh funkce:
a) y=x"-2x"

[1.D(f)=R. suda. 2. lim x* —2x" =+oo_. 3. prusetiky s osami: [0.0] a [t«ff.OJ.

funkce je kladna: x;(—m.—ﬁ)u(ﬁ.m). zaporna: («JEJ 0\5)

4.y'=4x" —4x, 5. max: [0.0]. min: [-1.-1] a [1.-1]. rostouci: re( 1.0)u lco .

L . , 1
klesajici: xe (—eo—1)u(0.1). 6. y'=12x>—4. 7. inflexni body x= \[ konvexni:
2

N 1 . th .
YE [_m'_\'ls] [\J— 00] konkavni: xe \I_‘ \l ] 8. asymptoty nejsou.
9. H(f)= {— 1.-=). omezena zdola]
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