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UVODEM

Tento text je urCen studentim navazujiciho magisterského stupné studia na Slezské uni-
verzité, Obchodné podnikatelské fakult¢ v Karviné. Jakozto studijni opora je urcen piede-
v§im studentim kombinované formy studia, mohou jej vSak stejn€ dobfe vyuzit i studenti
prezenéni formy. Autor predpoklada, Ze ¢tenai — student ma z piedchoziho studia znalosti
ze zékladnich kurzii matematiky a statistiky (kvantitativnich metod) a téz absolvoval za-
klady z opera¢niho vyzkumu (operacni analyzy). S t€émito prerekvizitami je studium tohoto
textu prirozené jednodussi, nebot’ nékterd témata se ¢asteéné prekryvaji, avSak autoii se
snazili i o to, aby text byl samonosny, tedy aby mu bylo mozno porozumét bez piedchoziho
studia uvedenych predméti. K feSeni prikladii uvnitt textu je systematicky vyuzivan stan-
dardni program MS Excel. Mimo uvedenou teorii se proto ¢tenaf nauci pouzivat Excel-
Regitel k feseni konkrétnich uloh. To mu umozni 1épe pochopit podstatu matematického
modelovani a také ekonomickou interpretaci dosazenych vysledk.
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RYCHLY NAHLED STUDIJNi OPORY

Tento text nazvany Ekonomicko-matematické metody (EMM) se zabyva matematickym
modelovanim v ekonomii. Za¢ina trochou historie tohoto oboru a na ptikladu maximalizace
zisku pii omezenych vyrobnich zdrojich a omezeném odbytu ukazuje moznosti matematic-
kého modelovani s vyuzitim pocitacii. Nejprve je souhrnné piedstaven matematicky aparat
EMM, jmenovité funkce jedné a vice realnych proménnych, dale operace s maticemi i vek-
tory, a to 1 s vyuzitim Excelu, podrobnéji se vénujeme optimalizaénim problémim a extré-
mum funkei.

V dalsi ¢asti publikace se systematicky vénujeme tzv. matematickému programovani.
Nejprve je to teorie nelinedrniho programovani zaméfena na konvexni a konkavni funkce,
dale jsou to strucné zéklady linearniho programovani (LP) aplikované na praktické ulohy
optimalni alokace zdrojii, dopravni a pfifazovaci problém. Jednokriterialni matematické
programovani se dale rozsifuje na vicekriterialni a cilové programovani (VKP). Zde se vé-
nujeme obecné nelinearni tloze VKP, poté vysetiujeme ulohy linedrniho VKP, které te-
Sime metodami minimaxového a cilového pfistupu. Specialni pozornost je vénovana téz
modeliim analyzy obalu dat (DEA), jakozto specialni aplikaci LP s cilem stanoveni ekono-
mické efektivnosti skupiny homogennich produkénich jednotek. Poslednim tématem této
¢asti jsou matematické metody optimalizace portfolia. Nejprve je piedstaven klasicky sto-
chasticky model portfolia (PF) jako uloha dvojkriteridlniho nelinearniho matematického
programovani, poté se zabyvame Sharpeho, Markowitzovym a indexovymi modely PF.

Posledni ¢ast publikace je vénovana EMM s vyuzitim grafli. Nejprve jsou uvedeny
struéné zaklady teorie grafli, poté se fesi znadmé optimalizacni llohy na grafech: iloha na-
lezeni minimalni kostry ohodnoceného grafu, nejkratsi cesta v grafu a tiloha nalezeni ma-
ximalniho toku v grafu. V posledni kapitole se pak vénujeme casové analyze projektti mo-
delovanych sitovymi grafy. Jsou popsany a na feSenych piikladech ilustrovany metody
CPM, PERT a GERT. V celém textu se k feSeni piikladi systematicky vyuziva znamy
program MS Excel a zejména jeho doplnék Regitel.

Text je urCen predevsim studentim vysSSich ro¢nikti magisterského a navazujiciho
magisterského studia viech studijnich programil a jejich studijnich oborii na VS ekonomic-
kého zaméteni. Predpokladem uspéSného studia je absolvovani zdkladnich bakalatrskych
pfedméth matematiky a statistiky, vyhodou je absolvovani zakladniho pfedmétu operac-
niho vyzkumu nebo jemu odpovidajiciho pfedmétu s jinym nazvem.

Charakteristickou vlastnosti tohoto textu je aktivni pouzivani Excelu. V soucasné dobé
je Excel povazovan za zakladni pracovni néstroj kazdého vysokoSkolsky vzdélaného eko-
noma. Funk¢nost Excelu se neomezuje jen na zakladni aritmetické operace, ale je rozSifena
o dalsi specidlni funkce matematicko-statistického charakteru a analytické nastroje, které
umoziuji hlubsi analyzy datovych soubort. Za nejsofistikovanéjsi analyticky néstroj EX-
celu je mozné povazovat Resitel (Solver); ten umoziuje fesit i optimalizaéni ulohy, jejichz
feSeni poskytuje ndvod komplikovanych rozhodnuti ve slozitych systémech. Jednim s hlav-
nich cilii tohoto textu je naucit ¢tendfe — studenta vyuzivat Excel na kvalitativné vyssi
tirovni véetn& vyuziti Regitele. V textu nalezne Gtenaf feSené tlohy s podrobnym navodem
jejich feSeni pomoci Excelu a na dalSich tlohach si pak mtze sdm zkontrolovat zvladnuti
jak teoretického zakladu, tak také praktického pouziti Excelu k feseni problému.
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Ekonomicko-matematické modelovani

1 EKONOMICKO-MATEMATICKE MODELOVANI

[@l[memrmneoxserory ]

V této kapitole se dozvite zdkladni informace o historii matematického modelovani v
ekonomii. Na ptikladu ulohy maximalizace zisku pfi omezenych vyrobnich zdrojich a/nebo
omezeném odbytu bude sestaven matematicky model, ktery bude dale rozsifen v podmin-
kach rizika a neurcitosti.

Hewewrrory ]

Po prostudovéani této kapitoly budete umét:

e Stru¢nou historii matematického modelovani v ekonomii.
e Definovat zakladni prvky vyrobniho programu.
e Graficky vyfesit jednoduchy vyrobni program.

_

Vyrobni program, celkovy zisk, zdroje, pfipustny vyrobni program, optimalni vyrobni
program.

1.1 Trocha historie o matematickém modelovani v ekonomii

Matematika se do ekonomie zacala prosazovat ve 30. letech minulého stoleti. Zfejmée
pod vlivem uspésného pouziti matematiky ve fyzice se vice a vice zacinala uplatiovat i v
jinych oblastech védy, avSak ke skutecnému boomu doslo az s nastupem pocitacii. Bylo to
v padesatych letech a tehdy se matematika zacala vice uplatiovat jak pfi hledani optimal-
nich rozhodnuti na nizsi a stfedni ridici trovni, tak na Grovni rozhodnuti makroekonomic-
kych systémi.

Problematika pouziti matematiky v hospodafstvi je v§ak mnohem star$i. Uvadi se, viz
napt. [5], Ze staroegyptsky tzv. Rhind-Ahmesiv papyrus ze 17. stol. pf. n. 1. obsahuje
nékteré hospodarskeé tlohy, které 1ze pii troSe tolerance povazovat za matematické aplikace
v ekonomii.

V novovéEké historii se 1ze setkat s matematickym modelovanim jiz v klasickych pracich
o politické ekonomii, napt. v dile Political arithmetics od anglického filosofa W. Pettyho
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(1623 — 1687). Ten kladl pfi studiu narodniho hospodaistvi diiraz na méfeni veli¢in a mo-
delovani zakladnich vztahti mezi nimi. AZ mnohem pozd¢ji Svycarsky ekonom L. Walras
(1834 — 1910) jako prvni pouzival matematicky aparat jako nedilnou souc¢ast svych ekono-
mickychivah o marginalni teorii uzitku a v teorii ekonomické rovnovahy. Zak L. Walrase
- V. Pareto (1848 — 1923) dovedl pouzivani matematiky v ekonomii k dne$nim standardim
zejména ve svém piispévku Economie mathématique v dile Encyklopédie des sciences
mathematiques pures et appliqueés. S jeho jménem se dnes setkavame zejména u pojmu
paretovské optimality ve vicekriteridlnim rozhodovani (viz kap. 6) a u tzv. paretova prin-
cipu.

Norsky védec R. Frisch (1895 — 1973) zalozil jiz v roce 1930 Ekonometrickou spolec-
nost a od r. 1933 zacal vychazet ¢asopis Econometrica, kde se zformovalo védni odvétvi
ekonometrie, ktera za svoji hlavni napln povazuje matematicko — statistickou verifikaci
ekonomickych vztahti, v Sir§im pojeti zavadéni matematickych metod do ekonomie, viz
[5]. V roce 1939 vysla publikace W. Leontieffa, ktera se stala zdkladem tzv. Strukturni
analyzy. Piiblizné ve stejnou dobu L. Kantorovi¢ vydal préci, kterd obsahovala zéklady
linearniho programovani. V roce 1944 vysla klasicka kniha J. Von Neumanna a O. Mor-
gensterna Teorie her a ekonomického chovani, jez polozila zéklady stejnojmennému
oboru. Zasluhou simplexového algoritmu G. Danziga se naplno rozvinuly moznosti linear-
niho programovani, na které navézala teorie nelinearniho programovani, vicekriterial-
niho a cilového programovani, také celo¢iselného programovani a kone¢né¢ dynamic-
kého programovani, jehoz principy zformuloval v roce 1957 R. Bellman. V tu dobu se
konstituuje mezioborova disciplina nazvana operacni vyzkum (pozd¢ji nazyvany téz ope-
racni analyza). Vznikaji teoric hromadné obsluhy, teorie optimalizace zasob, sit'ova
analyza a dal$i. Zac¢ina vychazet cela fada védeckych ¢asopisi, které se vénuji jednotlivym
oblastem opera¢niho vyzkumu. Matematické prostfedky a jazyk matematiky zdomaciuji i
na strankach uc¢ebnic ekonomie (Samuelson — Nordhaus). V ekonomii se podobné jako ve
fyzice uz komunikace prostfednictvim vzorcii nepovazuje za aplikaci matematiky.

Uplatnovani matematiky v ekonomii pasobi také zpétné na rozvoj novych matematic-
kych odvétvi. Prikladem je vznik teorie fuzzy mnoZin, kterd respektuje skutecnost, Zze v
oblasti spole¢enskych véd nékteré pojmy nelze piesné vymezit, a presto se s nimi bézné
pracuje. Je obtizné stanovit, kde kon¢i ¢istd matematika a zacind aplikovana matematika,
coz plati téz o aplikacich matematiky v ekonomii. SouZiti matematiky a ekonomie je pro-
sp&sné pro oba v&dni obory. Ekonomie je pfivadéna k exaktnim a kvantitativnim vyjadie-
nim ekonomickych zavislosti (zdkonitosti), na druhou stranu matematika je obohacovana
o zcela nové oblasti zkoumani mimo tradi¢ni oblasti fyziky a techniky.

1.2 Maximalizace zisku pri omezenych vyrobnich zdrojicha
omezeném odbytu

V této subkapitole se zamyslite nad typickou ulohou nalezeni optimalniho (tj. nejlep-
S§iho) vyrobniho programu podniku. Budete pfitom mit na paméti zdkladni axiom podni-
kani.

Axiom: Maximalizace zisku je hlavni cil podnikani.

11
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1.2.1 VYROBNi PROGRAM
Vyrobni program je pfedstavovan dvéma skupinami prvku:
e Vyrobkovy seznam: n vyrobkil, pro jednoduchost je pojmenujeme piirozenymi
Cisly: 1,2, ...,n.
e Objem vyroby jednotlivych vyrobkt: mnozstvi, kusy (X1, X2, ..., Xn) pfedem neznamy
rozsah vyroby, tvofi n-tice ¢isel, tj. vektor X = (X1, X2, ..., Xn).
1.2.2 JEDNOTLIVE ZISKY A CELKOVY ZISK
Uvazujeme tyto veli¢iny:
Ci - zisk z vyroby jednotky vyrobkui=1,2,...,n,
CiXi - zisk z vyroby Xi vyrobku i,

CiX1 + CoX2 + ... + CnXn - celkovy zisk celého vyrobniho programu X = (X1, X, ..., Xn).

1.2.3 OMEZENE ZDROJE

Maéme seznam omezenych zdroji: m zdroji ,,pojmenovanych® (pro jednoduchost) pfi-
rozenymi Cisly: 1,2, ..., m.

Dale mame disponibilni mnoZstvi téchto zdroji v mnozstvich: by, by, ..., bm. Eventualné
mizeme uvazovat volny nakup zdrojt z celkové omezené ¢astky.
1.2.4 TECHNOLOGICKE (STRUKTURNI) KOEFICIENTY

Pro danou technologii vyroby uvazujeme:

ajj - technologicky koeficient pfedstavujici mnozstvi zdroje " i " potiebného k vyrobé
jednotky vyrobku " j ",

aij Xj - mnozstvi zdroje " 1 " potfebného k vyrobé X; jednotek vyrobku " j ",

aiL X1 + a2 X2 + ... + ain Xn - mnozstvi zdroje "i" potifebného k vyrobé vyrobniho pro-
gramu X = (X1, X2, ..., Xn).
1.2.5 OMEZENi ODBYTU

Daéle uvazujeme:

hi - horni omezeni odbytu vyrobku "i",

0 <xj < hj - objem vyroby vyrobku " j " nesmi ptekrocit odbytové moznosti.

12
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1.2.6 PRIPUSTNE VYROBNi PROGRAMY (PVP)

Je pfirozené, ze PVP X = (X1, X2, ..., Xn) spliiuje nasledujici podminky disponibilnich
zdrojt:

Qi1 X1 + ai2 X2 + ... + ain Xn < bi,
a dale podminky odbytovych moznosti:

0<x;<hjj=1,2,...,n.

1.2.7 OPTIMALNiI VYROBNi PROGRAM

Optimalni vyrobni program je takovy piipustny vyrobni program X = (X1, X2, ..., Xn),
ktery maximalizuje celkovy zisk:

CiXg + C2X2 + ... + CnXn
Pro nalezeni OVP musite tedy shromazdit:

vyrobkovy seznam
jednotkové zisky
disponibilni mnozstvi zdroju
technologické koeficienty
omezeni odbytu

1.2.8 OPTIMALIZACE VYROBNIHO PROGRAMU

Hledame maximalni celkovy zisk, tj.

CiX1 + C2X2 + ... + CaiXn — MAX; (1-1)
za omezeni
anXp+aigXet+ ... tanXn<bi, i=12,..,m, (1-2)
0<xj<h; j=12,...,n. (1-3)
Resenim této Glohy ziskame optimalni vyrobni plan X = (X1, X2, ..., Xn), ktery maximali-

zuje celkovy zisk z vyroby za existujicich technologickych a odbytovych omezeni.

Takto zformulovanou obecnou tlohu si oziejmite na konkrétni uloze.

pesevioonars 3]

Vyrobce tzv. ,,racio® pokrmu planuje vyrobu dvou typti smési. Na jejich vyrobu ma na
jedno planovaci obdobi k dispozici ryzi s kapacitou 270 tun, pSenici v mnozstvi 100 tun a
ovesné vlocky o kapacité 60 tun. Pii vyrobé dvou typt smési je tieba dodrzovat slozeni
danych smési podle nasledujici tabulky.
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Surovina Racio smés Kapacita
Smés| [Smés | | Surovin
Ryze 90% 30% 270
PEenice 50% 100
VioEky 10% 20% 60

Na zéklad¢ vSech nakladl souvisejicich s vyrobou a dle predpokladané prodejni ceny
obou smési byl vykalkulovén zisk 2000 K¢ za 1 tunu smési typu I a 3000 K¢/t smési typu
II. Jak ma firma naplanovat vyrobu, aby byl celkovy zisk maximalni?

ReSeni:

Nejprve prevedeme ekonomicky model na matematicky:

Facio smés Kapacita surovin
Surovina typ I tvp 11 [t]
Ryie 20% 30% 270
Pienice 0% 100
Vietky 10% 20% 60

2 procesy:
1.vyroba smési typu I v mnozstvi X1 > 0;
2.vyroba smési typu Il v mnozstvi X2 > 0;

3 Cinitelé (zdroje):
ryze, psenice, ovesné vlocky.

Efektivnost procesii:
1 tuna smési typu I pfinasi zisk 2000 K¢,

vvvvv

z = 2000x1 + 3000x2
je zisk z produkce x1 tun smési typu I, a zaroven Xz tun smési typu I1.

Omezujici podminky:

0,9x1+0,3x2 <270 ryze,
0,5x2<100 pSenice,

0,1x1+0,2x2 <60 vlocky.

Strukturni (technologické) koeficienty jsou koeficienty na levych stranach nerovnosti.
Kapacitni koeficienty jsou koeficienty pravych stran nerovnosti.

Podminky nezapornosti:
X1>0,X2>0

Matematicky model LP:
2 procesy, 3 zdroje (Cinitele):

z = 2000x; + 3000x2 — MAX;

za podminek

14
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0,9x1+0,3x2<270

0,5x2<100

0,1 x1+0,2x2<60

X1>0,%X2>0

NEKTERA PRIPUSTNA A NEPRiPUSTNA RESENi ULOHY LP:

Reseni Proménné Zbytek (+), nedostatek (-) |Hodnota

surovin ucelove
X, X Ryze |Psenice |Viogky|MUnkee

1 0 0 270 100 60 0

x? 100 100 150 50 30 500000

33 300 0 0 100 30 600000

3 0 300 180 -50 900000

30 200 200 30 0 1000000

Jaké je optimalni feSeni tlohy, tj. takové X1 a Xo, které davaji maximalni zisk?

Grafické znazornéni podminky: 0,9 X1 + 0,3 x2<270, (x1 > 0, X2> 0)

1000
q00
800
oo
BO0
500
400
300
200
100

o

200

400

E00

so0

Grafické znazornéni podminky: 0,5 X2 < 100, (x1 >0, Xx2> 0)
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1000
800
00
Fao
00
S00
400
300
200
100

[

200 400 &00 a00

Grafické znazornéni podminky: 0,1 X1 + 0,2 x2< 60, (X1 > 0, X2> 0)

1000 -
900
800 o
roo 4
00
200 A
400
a0
200
100

]

0 200 4a0 00 ena

Grafické znazornéni mnoziny vSech pripustnych reSeni:
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1000 -
a00 -
a00 -
700 -
BO0 -
200 -

400 +
300 -

200
100

0 200 400 BO0 ol

Grafické feSeni tlohy LP: x; = 240 x = 180 z = 1 020 000

1.3 Model v podminkach rizika a neurg¢itosti

V ptikladu z pfedchozi kapitoly jsme uvazovali se ziskem 2000,- K¢ z jedné tuny smési
typu 1, resp. ziskem 3000,- K¢ z jedné tuny smési typu II. Ve skutecnosti je velikost zisku
zéavisla na mnoha dalSich okolnostech, které v modelu neuvazujeme a nemame nad nimi
kontrolu, napf. pohyby ceny surovin na svétovych trzich apod. Tyto okolnosti zplisobuji,
ze skutecny zisk se mize od uvazovaného lisit. Proto je vhodné jednotkové zisky povazovat
za nahodné veli¢iny s diskrétnim nebo spojitym rozdélenim pravdépodobnosti. V takovém
ptipadé pak i celkovy zisk z produkce bude rovnéZ nahodna veli¢ina. Pfipomeiime si, Ze
nahodna veli¢ina je mnozina hodnot spolu s pfislusnymi pravdépodobnostmi jejich mozné
realizace. Tak napf.

1 tuna smési typu I piindsi ocekavany (primérny) zisk:
1500 K¢ s pravdépodobnosti 0,2
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2000 K¢ s pravdépodobnosti 0,6
2500 K¢ s pravdépodobnosti 0,2

Ocekévany (primérny) zisk (stfedni hodnota):
E(jednotkovy zisk1) = 1500.0,2 +2000.0,6 + 2500.0,2 = 2000 K¢

1 tuna smési typu Il pfinasi ocekavany (primérny) zisk:
2000 K¢ s pravdépodobnosti 0,2
3000 K¢ s pravdépodobnosti 0,6
4000 K¢ s pravdépodobnosti 0,2

Ocekévany (primérny) zisk (stfedni hodnota):
E(jednotkovy zisk2) =2000.0,2 + 3000.0,6 + 4000.0,2 = 3000 K¢

Strukturni, resp. kapacitni koeficienty mohou byt rovnéz rizikové (tj. ndhodné veli¢iny).
Optimaliza¢ni tlohy s nahodnymi koeficienty se fes$i pomoci metod stochastického mate-
matického programovani.

7]

e Charakterizujte vyrobni program podniku pomoci jeho hlavnich prvki a uved'te, jak
1ze tyto prvky modelovat pomoci matematickych prostiedkd.
e Napiste vysledny matematicky model.

El[smortnaprory ]

V této tivodni kapitole jste se dozveédéli zakladni informace o matematickém modelo-
vani v ekonomii. Na piikladu nalezeni optimalniho vyrobniho planu podniku jste si demon-
strovali postup tvorby matematického modelu, jak je to obvyklé v oboru nazyvaném mate-
matickém programovani. Na ptikladu vyroby dvou typt smési byl symbolicky i graficky
vyfesSen problém stanoveni optimalniho vyrobniho planu. Dal$i moZnosti rozsifeni modelu
spociva v zahrnuti podminek rizika a neurcitosti do modelu, coz fesi obor stochastické ma-
tematické programovani nebo fuzzy matematické programovani.
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2 MATEMATICKY APARAT EMM

owrmmesaemoy ][]

Tato kapitola je pomérn¢ kratka a mé pomocny charakter. Je vénovana zakladnim ma-
tematickym pojmim, které se vyskytuji v oblasti optimaliza¢nich metod, totiz funkcim
jedné a vice redlnych proménnych. Déle se naucite prakticky zachazet s maticemi a vektory
s vyuzitim vlozenych funkci Excelu a kone¢né fesit soustavy linedrnich rovnic pomoci Ex-
celu. Pozor, rozliSujte pojem funkce redlné proménné jako matematicky pojem (zobrazeni
z néjaké mnoZziny do mnoZiny redlnych ¢isel) a funkce v MS Excelu, coZ je SW realizace

matematického pojmu funkce pro nékteré konkrétni pripady.

orrorory [

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e Zapsat funkci jedné i vice realnych proménnych.
e Zakladni operace s maticemi a vektory.
e Vyfesit jednoduchou maticovou rovnici v Excelu.

|
Funkce, vektor, matice, sou¢in matic, inverzni matice.

2.1 Funkce

Funkce jedné realné proménné:

Rozumné pouzivani jazyka matematiky v ekonomické oblasti obvykle vyzaduje kom-
promis mezi pozadavkem piesnosti a potfebami srozumitelnosti. Jestlize veli€ina y zavisi
na veli¢ing X, fikame, Ze ,, Y je funkci X ““ a tento fakt zapisujeme: y = f(x) ,

kde
y - je zavisle proménna,

X - je nezavisle proménna.

Piiklad 1: HV = f(ZP)

19



Matematicky apardat EMM

,,Hruba vyroba* je funkci ,,zakladnich prostfedk*. Zde chceme zdiiraznit, ze studujeme
objem hrubé vyroby (tj. mnozstvi méfené v penéznich jednotkach) jako funkci objemu z4-
kladnich prostfedka (méfenych rovnéz v penéznich jednotkach).

Funkce vice proménnych:
oV je funkci x1, X2, .o, Xn ‘ool zapis: Y = f(X1, X2, ..., Xn)
kde
Yy - je zavisle proménna,
Xi -jsou nezavisle proménné.

Piiklad 2: TC =f(K, L, r, w)

,,Celkové naklady* jsou funkeci ,,mnozstvi kapitalu K a prace L, mzdové sazby w a uroku
(ndjemného) re, konkrétné plati napt. vztah:

TC=rK+w.L,
pficemz r je Grok (ndjemné) a W je mzdova sazba.

2.2 Matice a vektory

Vhodnym prostiedkem pro vyjadfovani ekonomickych zdvislosti je maticova symbo-
lika (n€kdy se pouziva termin vektorova symbolika).

Matice A je obdélnikové schéma realnych ¢isel z R uspotadanych v m fadcich a n sloup-
cich. V tomto ptipadé fikame, ze matice A je typu mxn. Prvek matice A umistény v i-tém
fadku a j-tém sloupci oznacujeme ajj. Matici zapisujeme takto:

4y dp L
a'\ a'\'\ - w a'\
| Lok LR
A=| . . . (2-1)
By Dy e Dy |

Matice A se nazyva &tvercova, jestlize je m = n. Radky a sloupce matice A se nazyvaji
vektory. Ve specialnim piipadé se matice A mize skladat pouze z jednotlivého fadkového
vektoru, nebo z jednotlivého sloupcového vektoru, v tom piipadé staci jediny index prvku
matice. Naptiklad A = (ay, ..., an) je Fadkovy vektor. Jsou-li rovnéZ vSechna aii =0 pro i =
1, 2, ..., n, pak A se nazyva nulova matice a je oznacovana 0. Jednotkova nebo-li iden-
ticka matice E je matice, pro kterou plati aj=1proi=j,a;=0proiaj.

Transponovand matice k matici A se oznacuje symbolem AT a vznikne pfemisténim
prvku v i,j pozici matice A na prvek v pozici j,i, to znamena, Ze vzajemné vyménime fadky
a sloupce matice A zrcadlové kolem hlavni diagonaly a tak ziskame AT. Dvé& matice jsou
shodné, jestlize se jejich odpovidajici prvky rovnaji. Definujeme dale symetrickou matici
jako matici, pro kterou plati A = AT, tj. aij = aji pro viechna i a j. Necht’ A= {a;; }, B = {bjj}
jsou matice typu mxn. Matice A je nezaporna (pisSeme A > 0), jestlize ajj= 0 pro vSechna i
=1,2,..,mj=1, 2, .., n. Matice A je kladna (piSeme A > 0), jestlize ajj> 0 pro vSechna
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i aj. Definujeme rovnéz A > B, jestliZe plati ajj> bjj pro vSechnai=1,2, .. m,j=1,2, ..,
n. Matice C = {cij} je sou¢tem matic A a B, tj. C = A + B, jestliZe plati cij = ajj + bjj pro
vSechnai=1,2,..,m j=1, 2, .., n. Pro soucet matic stejného typu plati znamé komuta-
tivni, asociativni a distributivni zédkony, stejné jako pro secitani redlnych ¢isel. Skalarni
nasobek matice A = {ajj} je matice jejiz vSechny prvky jsou rovny soucinu kazdého prvku
z A s konstantou a I R, tj. aA={aaij}.

Necht’ A = {ajj} je matice typu mxn, B = {bj} je matice typu nxr. Matice C= {cik}, typu
mxr, je sou¢inem matic A a B, tj. C = A.B, jestlize plati:

n
Ciy = Z CH (2-2)
-1

provSechnai=1,2,..,m, k=12, ...

Prvek vysledné matice C, vzniklé sou¢inem matic A a B v i-tém fadku a k-tém sloupci
je ,,skalarnim,, sou¢inem dvou vektoru: i-t¢ho fadku matice A a k-tého sloupce matice B,
viz obrazek 2.2. niZe. Pro sou¢in matic odpovidajiciho typu (pocet sloupcti matice A je
stejny, jako pocet fadki matice B) plati zndmé asociativni a distributivni zdkony stejné jako
pro nasobeni redlnych ¢isel.

Nasobeni matic i sl.

F-ty s,

BT . - '- ety

C =A4.B . (o). () = (md) ©

Obrazek 2.1: Schéma nasobeni matic

Historicky vznikly matice ze seznamu koeficientli jako zjednodusujici metoda feSeni
systému linearnich rovnic:

anXxy +a]2.x2 +...+alnx” :b]
02|x| +azzx2 +...+a2nxn :bz

(2-3)

Ay Xy + Ay Xy .t a,, X, = b
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Prace s takovym systémem je jednodussi, jestlize koeficienty, ajj jsou oddéleny od ne-
znamych X;. Potom systém (2-3) lze zapsat takto:

I . U [ by
Ay e Qop || X2 | b, (2-4)
Al A2 Dyn || Xn bm

Oznacime-li vektor X = (X1, X2, ..., Xn)" jako sloupcovy vektor a stejné tak b = (by, by, ...,
bm)T, miizeme systém linearnich rovnic (2-4), oznaéovany jako nehomogenni systém m
linearnich rovnic o n neznamych, zapsat jednoduse takto:

Ax=h. (2-5)

Inverzni matice A ke &tvercové matici A typu nxn ma vlastnost: AA= AA = E,
Pomoci inverzni matice miizeme ziskat feSeni systému (2-5) ve tvaru:

x = A, (2-6)

Pro b = 0, pak nenulové feseni homogenni soustavy Ax = 0 existuje, pravé kdyz neexis-
tuje A%, jinak Xx =A0 = 0 je jedinym fesenim. Matice A neexistuje, pravé kdyz determi-
nant A je roven nule. To plati pro étvercovou matici. Samoziejmé neexistuje matice A k
obdélnikové matici, ktera neni ¢tvercova!

31 L1+22+33
61|2|=|41+52+63|=|32
9113 71+82+93 50

~ R =
o o

Dl[sesemsawonnze ]

L2 371 3 L1+22+33 13+22+31 14 10
4 5 6|2 2(=]41+52+63 43+52+61|=|32 28
78 9|3 1 71+82+93 73+82+91] |50 46

Ellsesemsoionnzs ]

Ekvivalentni soustavy: AX = Db
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1 4 7][x] [10
25 8| x|=|11
36 9| x| |12

x4, +7x; =10

2x,+5x,+8x;=11

Jx, +6.x,+9x;=12
l.xl + 4.XQ + 7.X3 10

2.xl + SXQ + SX3 — 11

3.x1 + 6‘x2 + 9X3 12

pesevioomze 3]

Pomoci maticovych funkci v Excelu feste soustavu rovnic:

x+5x,+7x; =10
2x;+6.x, +9.x;=11

3x,+4x, +8x;=12
ReSeni:

Ekvivalentni soustava v maticovém tvaru vypada takto:

15 7~] [10
2 6 9x =11
304 8|l |12

Ve worksheetu v Excelu si ptipravite data:
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G2 - =

\ Domd  VioZfeni RozloZeni strdnky Vzorce Data Revize Zobrazeni @ - =T x
Al - (> fe| A v
A B | ¢ | b | E F | 6 | Hig

1 |a | x=A"b b

2 1] 5 7

3 2 ] 9 =

4 3 4 8 =

5 =

6 AT

7

8

9

10

11

12

13

M4 | Listl o List2 o List3 ¥ ' '

Fiipraven | 5T N = +

Oznagite pole, kde ma byt ulozena inverzni matice A k matici soustavy A, tj. pole
A7:C9. Déle vlozite funkci pro vypocet inverzni matice v menu: fx (VoZit funkci) — Ma-
tematické — INVERZE: otevie se zadavaci okno

Pole  A2:C4 = {1;5;712;6;913;4;8}

= {-4:4;-0,999999999999999|-3,56656. .
Vrati inverzni matid k matid, ktera je uloZena v oblasti definované jako matice,

Pole je dselnd matice se stejnym poctem fadkd a sloupcd. MdZe to byt oblast
bunék nebo maticova konstanta.

Vysledek = -4

Mapovéda k této funkd

V okné Argumenty funkce vlozime pole, kde je ulozena matice A, tj. A2:C4, potvrdime
OK za soucasného stisku klaves Shift+Ctrl ! V poli A7:C9 pro inverzni matici se objevi
vysledek:
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(A = 9 £ icrosoft Exc =

= Domd  VioZfeni RozloZeni strdnky Vzorce Data Revize Zobrazeni @ - = XI
Al - (- fe| A ¥
A B C D E F G Hm

1 |a | x=A"b b

2 1| 5 7

3 2 6 3 =

4 3 4 8 =

B =

6 A

7 -4 4 -1

g -3,66667| 4,333333| -1,66667

9 3,333333| -3,66667| 1,333333

10

11

12

13

M 4 » M| Listl List2 . List3 ¥ I I

Ffipraven | ER/[Ol & =) +

Nakonec vyfe§ime soustavu rovnic s pomoci maticového feseni: X = Alb.

Nejprve oznacime buniky pro vektor feSeni X, tj. pole E2:E4. Pak vloZite funkci pro vy-
pocet soudinu matic: fx (VloZit funkci) —Matematické — SOUCIN.MATIC: otevie se
zadavaci okno Argumenty funkce:

SOUCIN.MATIC

Polel |A7:C3 = {-44-0,999999999999999|-3,66666...
Pole2 |G2:G4 {10]11]12}

1-3|-8,99999999999999 |9}
Vrati soudin dvou matic, matic se stejnym poctem fadki jako matice argumentu Polel a stejnym poctem sloupct jako
matice argumentu Pole2,

Pole2 je prvnimatice &sel, kterou cheete nasobit. Pofet sloupad musi byt stejny
jako podet radkl matice argumentu Pole2,

Vysledek = -3

Mapovéda k této funke

V okné Argumenty funkce vloZime pole, kde jsou ulozeny matice A a b pro soudin, tj.
AT7:C9 a G2:G4, pak potvrdime OK za soucasného stisku klaves Shift+Ctrl ! V poli
E2:E4 pro neznamy vektor X se objevi vysledek:
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(O

o Domd  VioZfeni RozloZeni strdnky Vzorce Data Revize Zobrazeni @ - =T x
E2 - (- fe [{=SOUCIN.MATIC(AT:C9;G2:G4]} ¥
A | B | ¢ | o | E | F | 6 | Hp

1 A x=A"b b

2 1 5 Fi

3 2 6 E) - 9 =

4 3 4 8 -J =

. =

6 At

7 -4 a4 -1

&  -3,066607| 4,333333| -1.666067

9 3,333333| -3,66667| 1,333333

10

11

12

13

M4 | Listl o List2 o List3 ¥ ' '

Primér -2,666666667 Poiet3  Soufet 5 |[EE O M e = &

Resenim soustavy je tedy vektor X = (X1, X2, X3) = (-8, -9, 9).

Zkousku spravnosti vysledku proved’te maticovym nasobenim ptivodni matice A a vek-
toru x. Je vysledny soucin matic, tedy vektor, roven vektoru pravych stran soustavy b?

7]

Co je to funkce?

Co je to Ctvercova matice?

Jak se vypocita inverzni matice?

Za jakych podminek 1ze vynasobit dvé matice?

El[swmortaprory ]

Tato kapitola byla pomérn¢ kratka a méla pomocny charakter. Byla vénovana zakladnim
matematickym pojmim, které se vyskytuji v oblasti optimaliza¢nich metod, totiz funkcim
jedné a vice redlnych proménnych. Dale jste se naucili prakticky zachazet s maticemi
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a vektory pomoci vlozenych funkci Excelu, coz vam umoznilo feSit soustavy linearnich
rovnic pomoci Excelu.
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3 OPTIMALIZACNi PROBLEMY, EXTREMY FUNKCE

[@l[memymneomapmory ]

Naplni této kapitoly bude seznameni s problematikou optimalizac¢nich problému - tzv.
matematickym programovanim. Hlavnimi problémy, kterymi se budete zabyvat, je formu-
lace uloh a nalezeni ekvivalentnich tvart téchto uloh, dale definice ptfipustného feseni a
optimalniho feSeni ulohy matematického programovani. Tento problém ma dvé roviny: ro-
vinu lokdlnich extrém, kterd je snadnéji fesitelna a rovinu globalnich extrémi, ktera je
obtiznéji feSitelna. Déle se dozvite o nékterych nutnych a/nebo postacujicich podminkach
zajistujicich existenci takovych feseni. Budete ptitom vychazet ze znalosti, které jste zis-
kali v zakladnim kurzu matematiky o pribézich funkci, vyuZijete zejména zakladnich
pojmu diferencialniho poctu: limita a derivace, ptipadné parcidlni derivace funkce vice pro-
ménnych. Konecné, se naucite fesit jednoduché tlohy matematického programovani po-
moci Excelu — Resitele.

Hlewewrmory ]

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e Zapsat obecnou ulohu matematického programovani.
e Nalézt vSechny lokalni a globalni extrémy funkce v Excelu.
e Vypocitat Hessian funkce.

_

Matematické programovani, linearni programovani, extrém funkce, Hessian, parcialni
derivace.

3.1 Optimaliza€ni ulohy

Ukolem matematického modelovani v ekonomii byvé ¢asto nalezeni optimalnich roz-
hodnuti, pfi¢emz matematickym protéjSkem pojmu optimality je pojem extrému funkce.
Tim rozumime bud’ maximum funkce, nebo jeji minimum. Jde naptiklad o nalezeni opti-
malniho vyrobniho planu poskytujiciho maximalni zisk, jak bylo jiz zminéno v ptedchozi
kapitole. Jinou tilohou, s niz se budete v nésledujicim textu zabyvat je nalezeni planu pte-
vozu urcité komodity od dodavatelti k odbérateltim, ktery by minimalizoval funkci pie-
pravnich nakladu.
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Je-li funkce f definovana na mnozin¢ X, zna¢ime maximalni hodnotu, které f na X nabyva
symbolem

max f(x)

xeX

Obvykle nés nezajima pouze maximalni hodnota funkce (napt. hodnota zisku) ale spiSe
ten prvek mnoziny X, v némz je maximalni hodnota dosazena (napft. jednotlivé polozky
vyrobniho planu). Takovy prvek nazveme optimalnim FeSenim optimalizacni tlohy a
oznac¢ime symbolem

argmax f(x)
xeX

Obdobné vyznamy maji symboly
min f(x)

xeX

argmin f(x)
xeX

V tomto piipadé se jedna o minimalni hodnotu funkce f(x) a ,,prvek® mnoziny X, v némz
se minimum realizuje, tj. optimalni feSeni. Pracujeme-li s funkcemi, je tfeba rozliSovat
funkci jako pravidlo, které pfifazuje jedné veli¢iné hodnotu jiné veli¢iny, od funkéni hod-
noty, tedy ¢isla pfifazené konkrétni hodnoté nezavisle proménné. Proto ze zapisu f(X) neni
ziejmé, mame-li na mysli pravidlo nebo hodnotu pro dané X. Proto je n¢kdy lepsi se dohod-
nout na znacéeni funkce pouze symbolem f a symbolem f(x) rozumét funkéni hodnotu pro
X. S takovym zapisem jsou vSak také potize: je-1i napf. f(x) = sin X, pak bychom podle pravé
uvedené dohody méli psat f = sin, coz je ovSem v odborné literatuie nezvyklé. Navic je
nekdy nutné oznacit, co je proménna funkce, a to nase dohoda neumoznuje.

Pro uleh¢eni orientace v textu budeme pii pouzivani matematické symboliky dodrzovat
tyto zasady:

e mnoziny budeme oznacovat velkymi pismeny, napt. X, M, Y, Z, apod.,

e matice, resp. vektory budeme oznacovat tu¢nymi velkymi, resp. malymi pismeny,
tedy napt. A, B, resp. X, y, apod.,

e pro funkce, jejich prvni 1 druhé derivace apod. budeme pouzivat symboliku zndmou

2
ze zékladnich kurzi matematiky, tedy napt. f(X), /"(X), f*"(X), g—f , (31_: , apod.
X X

pesednonss 3

Maximalizujte funkci f(x) danou nize uvedenym piedpisem.

r

Reseni:
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)y =2- (-1, X = [0, 3]

max/(x) =2, argmaxf(x) =1
xeX xeX

2 Six)

0 1 ‘3

Uvazujme nyni obdobnou ulohu, kde opét X = [0, 3]:

f(x) =2-(x-0,9)? pro x < [0, 0,9]
=2 prox e (0,9, 3]
Potom, viz obrazek nize, je

min f(x) = 1,19, argmin f(x) = 0, max f(x) = 2, argmax f(x) = [0,9, 3].

3.2 Matematické programovani

Specialni ptipad optimalizacnich tloh se vzil pod ndzvem matematické programo-
vani. Dne$ni vyznam slova ,,programovani* se vaze jednoznacné k programovani pocitaci,
matematické programovani se vSak konstituovalo jeste¢ tésné pied ndstupem pocitacu
v padesatych letech minulého stoleti a slovo ,,programovani* v ném ma spise vyznam ,,pla-
novani“, ptipadné ,,projektovani. Specidlnim pfipadem matematického programovani je
vam jiZz znamé linearni programovani. Pokud néktera z vystupujicich funkci neni lineérni,
hovofime o nelinearnim programovani.

Castou ulohou fidici praxe je nalezeni optimélni varianty z mnoziny variant vymezené
soustavou podminek. Takovou ulohou jste se zabyvali v predeslé kapitole: byla to tiloha
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optimalniho vyrobniho planovani, ktera patii do linearniho programovani. U¢innost fi-
zeného ekonomického systému je v ni méfena hodnotou ukazatele, ktery je chapan jako
hlavni charakteristika stavu systému. V piedchozi kapitole byl timto ukazatelem zisk. Op-
timalni variantou je potom takova varianta, kterd extremalizuje (tj. maximalizuje nebo mi-
nimalizuje) hodnotu tohoto ukazatele. Pti pouziti vhodného kddovani je mozné popsat kaz-
dou variantu pomoci uspofadané n-tice ¢isel, tj. vektorem X = (X1, X2, ..., Xn). Podminky,
které musi varianta spliiovat, aby byla piipustna, je mozné symbolicky zapsat pomoci
funkci g1, g2, ..., gm. Ulohu matematického programovani lze proto symbolicky vyjadfit
takto:

f(x1, X2, ..., Xn) > MAX (MIN); (3-1)
za podminek

01(X1, X2, ..., Xn) < by,
g2(X1, X2, ..., Xn) < b,
(3-2)

X1<0,%x2<0, .., x<0. (3-3)

O podminkach (3-3) je hovoti jako o podminkach nezapornosti. Prvnich m omezuji-
cich podminek (3-2) jsou tzv. vlastni omezeni. Funkce f v (3-1) se nazyva ucelova (cilova)
funkce. Mnozina vSech X = (X1, X2, ..., Xn) spliiujicich omezeni (3-2) a (3-3) se nazyva mno-
zinou pripustnych FeSeni. Jesté pfipomenme, Ze piipustné feseni X*, v némz funkce f na-
byva svého maxima (minima) nazyvame optimalnim FeSenim tlohy (3-1) — (3-3).

Uloha matematického programovani, kde viechny funkce f, a gi v uloze (3-1) — (3-3)
jsou linearni, tj. jsou ve tvaru (1-1), (1-2), se nazyva ulohou linearniho programovani
(LP).

V teorii linedrniho programovani se vystaci s pomérné jednoduchym aparatem linearni
algebry a rovnéz vypocty tloh LP se obejdou bez slozitych vypocetnich postupt. Teorie
LP proto tvoii zdkladni soucast teorie matematického programovani. V dnesni dob¢ tvofi
tyto vypocetni postupy soucasti béZzné pouzivanych SW systémil, napt. v popularnim MS
Excel je LP souéasti polozky ReSitel (Solver). Podrobnéji se budete zabyvat LP v kapitole
5, tam se rovnéZz naudite fesit ilohy LP pomoci Resitele v Excelu.

Ptedpoklady vedouci k modelu LP jsou ovSem casto znaéné zjednodusujici, coz v
mnoha piipadech neumoznuje vystihnout podstatu modelovaného jevu. Tak napt. jednot-
kovy zisk ¢j v ucelové funkce (1-1) jsme povaZzovali za nezavisly na rozsahu vyroby Xj. V
piipadé, kdy vSak uvazujeme i s rozsahem vyroby Xj =0, tedy ze se vyrobek viibec nevyrabi,
je tento predpoklad zna¢né nerealisticky. Obvykle je tomu tak, Ze s ristem produkce jed-
notkovy zisk rovnéz roste, naptiklad linearné, tedy

cj = djx; + bj, kde dj > 0.

Ugelova funkce vyjadiujici celkovy zisk je potom nelinearni, konkrétné méa kvadratic-
kou formu

f(x) =X (dixj + bj)x;, (3-4)
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pak 1 ptislusnd maximaliza¢ni tloha s ucelovou funkci (3-4) a linearnimi omezenimi (1-
2), (1-3), je ulohou nelinearniho (konkrétné kvadratického) programovani.

Nasledujici optimaliza¢ni tloha je ptikladem tlohy nelinearniho matematického progra-
movani ve tvaru (3-1) az (3-3):

(x1)*+ (x2)°* = MAX;
za podminek

X1+ 3x2 <10,
X1+ X2< 6,
X12>20,%x2>0.

Resenim této ulohy pomoci Excelu-Resitele se budeme zabyvat na konci kapitoly. Ne-
linearni tvar ucelové funkce se projevuje druhou mocninou proménné X a tfeti mocninou
proménné Xz, omezujici podminky jsou linedrni.

3.3 Ekvivalentni tvary uloh matematického programovani

Z hlediska nalezeni feSeni optimaliza¢ni ulohy nezalezi na tom, zda se jedna o ulohu
maximalizacni nebo minimaliza¢ni. To vyplyva z jednoduchého vztahu
min f(x) = - max -f(x) ,
ktery znamena, ze minimalni hodnota néjaké funkce f na jist¢ mnoziné X je rovna minus
maximalni hodnot¢ z funkce minus f na téze mnoziné X. Jinak fe¢eno a vyjadieno:
x* = arg min f(x) = arg max (- f(x)).
Tento fakt je ziejmy také z nasledujiciho obrazku.

1 Jix)

L J

Fx)

L

Lze se tedy omezit pouze na tlohy s maximalizaci ucelové funkce. Dalsi ekvivalentni
upravy se vztahuji k vlastnim omezenim optimaliza¢ni tilohy.

Nejprve si uvédomte, ze kazda nerovnice se znaménkem nerovnosti ,,>” mtize byt pie-
vedenim levé strany na pravou (se soucasnou zménou znaménka) a obracené z levé na pra-
vou, zménéna na nerovnici se znaménkem nerovnosti ,,<”. Tedy naptiklad nerovnice

9(X1, X2, ..., Xn) 2 b,
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je totéz, co nerovnice
- 0(X1, X2, ..., Xn) < - b.

Pokud se tedy pfi sestavovani modelu vyskytnou omezujici podminky typu ,,>”, 1ze je
snadno pievést na omezujici podminky typu ,,<”, tedy na tlohu (3-1) — (3-3).

Dale si v§imneme omezujici podminky typu rovnice. Takové omezeni Ize zaménit na
dvojici omezujicich podminek typu nerovnice, napi. rovnici

g(xa, X2, ..., Xn) = b,

lze zaménit za 2 nerovnice s riznymi typy nerovnosti

g(X1, X2, ..., Xn) = b ag(xy, x2, ..., Xn) < b,

anebo také za 2 nerovnice se stejnymi typy nerovnosti, napf.
-g(X1, X2, ..., Xn) < -b a g(x1, X2, ..., Xn) < b.

Nerovnici mizeme také zaménit za rovnici a podminku nezapornosti pomoci tzv. pri-
datné proménné. Tedy namisto

g(X1, X2, ..., Xn) < b,
muzeme uvazovat dvé omezeni
g(X1, X2, ..., Xn) + Xn+1= b, Xn+1> 0.

Uvedené ekvivalentni Gipravy umoziuji zabyvat se pii feSeni uloh matematického pro-
gramovani pouze jedinym typem formulace ulohy, na ktery 1ze kazdou ulohu vZdy pievést.
Tento typ se v odborné literatuie nazyva standardni tvar ulohy matematického progra-
movani. Timto tvarem je obvykle maximalizac¢ni loha s omezenimi typu ,,<”” a omezenimi
nezapornosti, tj. tloha (3-1) - (3-3).

3.4 Lokalni a globalni extrémy

Ulohy matematického programovani (MP) Ize rozdélit na dva typy. Postup feseni v za-
sad€ vzdy spocivéa v tom, Ze z jakéhokoliv vychoziho piipustného nebo i neptipustného
feseni ulohy (3-1) — (3-3) postupnymi kroky ziskavame nova piipustna feseni tilohy (3-1)
— (3-3), ptitom zlepsujeme hodnotu ucelové funkce.

U prvniho typu ulohy MP ziskdvame z jakéhokoliv vychoziho ptipustného nebo
1 neptipustného feseni tlohy postupnymi kroky nova ptipustna feSeni, pti¢emz zlepSujeme
hodnotu Gc¢elové funkce, az nakonec obdrzime optimalni feSeni Glohy (3-1) — (3-3).

U druhého typu tlohy MP rovnéz ziskavame nova piipustna feSeni, zlepSujeme hod-
notu Gcelové funkce, avSak optimalni feSeni ulohy (3-1) — (3-3) nemusime vzdy obdrzet.
Zavisi to na tom, jaké vychozi ptipustné feSeni jsme zvolili.

Tyto vlastnosti ulohy MP uzce souvisi s existenci tzv. lokalnich extrémii, které bud’
jsou nebo nejsou soucasné extrémy globalnimi. Pfesnéji to vyjadii nasledujici definice, kte-
rou ilustruje nize uvedeny obrazek 3.1.
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g

Rekneme, Ze Xo € X je prvkem (nebo téz bodem) lokalniho maxima funkce f na mno-
zing€ X, jestlize existuje okoli U bodu Xo takové, Ze pro vSechna X € X z tohoto okoli plati
f(x) < f(x°). Funkéni hodnotu f(x°) nazyvame lokalni maximum funkce f na X.

Rekneme, ze X" € X je prvkem globalniho maxima funkce f na mnozing X, jestliZe pro

viechna X e X plati f(x) < f(x"). Funkéni hodnotu f(X") nazyvame globalni maximum funkce
fna X.

Ulohy MP prvniho typu splituji tu vlastnost, Ze kazdy bod lokalniho maxima je zarovei
bodem globalniho maxima. Ulohami tohoto typu jsou napf. tlohy kenvexniho programo-
vani a také ulohy linearniho programovani. Témi se budete zabyvat v nasledujicich ka-
pitolach.

Ulohy MP druhého typu se vyznacuji tim, Ze n&ktera lokalni maxima nejsou sou¢asné
globalni, viz napt. X° v nasledujicim obrazku je bodem lokalniho maxima (nebot’ existuje
ptislusné okoli U z definice 3-1). Bodem globalniho maxima na mnozing X je vSak bod x*.

Namisto hledani ,,bodu lokalniho/globalniho maxima f(x)* ¢asto zkracené (a poné¢kud
neptesné) fikame, ze hledame ,,lokalni maximum f(X)“. Mame pfitom vs$ak na mysli, ze
hledame prvek, v némz se realizuje maximalni hodnota ucelové funkce, tj. argmax f(x).

Analogicky Ize definovat pojem lokalni minimum a globalni minimum funkce f(x) na X.

¢

1)

Obrazek 3.1: Lokalni a globalni extrémy funkce f(x)
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3.5 Existence reseni

Nejprve se budeme zabyvat otazkou, za jakych podminek existuje optimalni feSeni
ulohy MP, tedy tlohy (3-1) — (3-3). Odpovéd’ dava nasledujici matematicky teorém (véta).

V]

Je-li celova funkce f v tloze (3-1) — (3-3) spojita na neprazdné mnoziné X dané sousta-
vou nerovnic (3-2) a (3-3) a mnozina piipustnych feseni X je pfitom uzaviena a omezena
mnozina, potom existuje alesponi jedno optimalni feseni tlohy MP (3-1) — (3-3).

Vyznam vySe uvedené véty se da pretlumodit také takto: Spojita funkce f nabyva na
uzaviené omezené mnozin€ X svého maxima (i minima). Pfitom funkce je spojita na mno-
zin€ X, je-li spojita v kazdém bodé¢ této mnoziny, tedy jestlize se limita funkce v kazdém
bod¢ této mnoziny rovna funkéni hodnoté v tomto bode¢:

Vx, € X lim f(x)= f(x,)

Spojitost funkce si lze predstavit jako souvislost grafu funkce, kdy graf funkce neni
nikde ,,roztrzen”, viz obrazek nize.

Obrazek 3.2: Spojita funkce

Ptiklad nespojité funkce s ,,roztrzenym* grafem je na nasledujicim obrazku

N

+ . >

Obrazek 3.3: Nespojita funkce
Mnozina X je uzavi‘ena, jestlize obsahuje i svoji hranici, napf. v rovin€ to mize byt kruh

vcetné jeho obvodové kruznice. Naproti tomu kruh bez své hranice — obvodové kruznice —
neni uzaviend mnozina a tvofi tzv. otevirenou mnoZzinu.
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Mnozina je omezena, jestliZe se vejde do néjakého kruhu (presnéji: vicerozmérné koule
o kone¢ném poloméru).

Ptikladem omezené mnoziny v roviné je ¢tverec, ptikladem neomezené mnoziny v ro-
ving je polopiimka nebo cely prvni kvadrant.

Ze zakladniho kurzu matematiky si jisté¢ pamatujete vySetfovani prubehu funkce jedné
realné proménné. UCili jste se, Ze maximum (minimum) se obvykle nabyva v téch bodech,
kde je derivace rovna nule. Jinak fec¢eno, tecna ke grafu funkce je v tomto bod€ rovnobézna
s osou X. Tento poznatek nyni rozsifime také pro funkce n proménnych.

V]

Necht f je funkce n proménnych X1, X2, ..., Xn definovana na mnoziné X a Xo = (X10, X20,
...y Xn0) je bodem lokalniho maxima (nebo lokalniho minima) funkce f na X. Jestlize pro
né¢jakou proménnou X;j existuje parcialni derivace

21G0)
ox .

J

potom je tato parcialni derivace nulova, tj.

ﬁ;xj

ore

V bodé lokélniho extrému x°je tedy kazda parcialni derivace nulova, tedy také gradient,
coz je vektor vSech parcidlnich derivaci, ktery znac¢ime takto:

0, " ae”)
V() =( T o )

je nulovy vektor.

Dale jste se pii vySetfovani prubéhu funkce f jedné proménné dozvédeli, ze tam, kde je
(prvni) derivace nulova a zaroven je tam druha derivace zaporna, nabyva funkce f svého
lokalniho maxima. Pokud je druhéd derivace kladnd, nabyva tam funkce svého lokalniho
minima, pokud je vSak nulova, jedna se o tzv. inflexni bod a funkce tam nemusi nabyvat
zadny lokélni extrém. Také tento poznatek roz§ifime na funkce vice proménnych. Budeme
k tomu potiebovat pojem Hessianu, tj. matice druhych parcidlnich derivaci.

g

Necht f je funkce n proménnych X1, X2, ..., Xn definovana na mnoziné X a necht’ Xo = (X1o,
X20, ..., Xno) € X. Matice druhych parcialnich derivaci H v bod¢ Xo se nazyva Hessovou
matici (Hessianem) funkce f v bodé Xo a oznacuje se takto
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2’ f(x")
=)

Hlavnimi subdeterminanty ¢tvercové matice H typu (nxn) nazyvame determinanty
vSech takovych matic, které vzniknou z H tim, Ze z H vypustime libovolné sloupce i1, iz,

..., Ik @ zaroven vypustime fadky Iy, iz, ..., Ik .

Poznamka: Hlavnich subdeterminanti matice H je tedy tolik, kolik je zpiisobt vypus-
téni sloupci (a fadku), tj. 2" — 1. Hlavnim subdeterminantem je také determinant samotného
Hessianu H, kdy se nevypusti zadny fadek ani sloupec. Na druhou stranu vypusténi vSech
fadku 1 sloupcii v matici H neuvaZujeme, proto je pocet vSech hlavnich subdeterminantt
matice H snizen o 1.

Nyni se dostavame ke slibenému tvrzeni o existenci lokalniho extrému tlohy MP. Nej-
prve formulujeme znamé tvrzeni pro funkce jedné realné proménné. Poté zformulujeme
roz§ifeni této véty pro funkce vice proménnych.

N

Jestlize funkce f(x) definovana na mnoziné X — R ma spojitou prvou a druhou derivaci
v okoli x°eX, derivace f'(x°) = 0 a zaroven druha derivace f"'(x°) > 0, potom x’c X je bodem
lokalniho minima funkce f(x). Pokud je zarovef druha derivace f*(x%) < 0, potom x° X je
bodem lokalniho maxima funkce f(x).

veass V]

Jestlize funkce n proménnych X1, X2, ..., Xn definovana na mnoziné X ma spojité prvni a
druhé parcialni derivace v okoli X0 = (x1%, x2°, ..., xa°)eX, gradient Vf(x°) = 0 a zaroven
viechny hlavni subdeterminanty Hessianu H = {V?f(x°)} jsou kladné (tj. > 0),

potom x%=(x1%, x2°, ..., Xn®) € X je bodem lokalniho minima funkce f(x1, Xz, ..., Xn ). Pokud
jsou zaroven a v§echny hlavni subdeterminanty Hessianu H = {Vf(x%)} zaporné (tj. < 0),
potom x°e X je bodem lokalniho maxima funkce f(x1, X2, ..., Xn).
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B T

Naleznéte Hessian funkce f tf proménnych v bodé x°=(1, 1, 1), piitom:
J(x,x),x)= xfl +4xzzx32 +2x34

Dale vypocitejte vSechny hlavni subdeterminanty!

ReSeni:

Nejprve vypocitame gradient Vf(X1, X2, X3), tj. vektor vSech 3 parcialnich derivaci:

43
V(X X, X3) =] 8%,%5
8XZ X5 +8X3

Dale vypocitame matici druhych parcidlnich derivaci, tj. parcidlnich derivaci funkci
v gradientu a nakonec dosadime bod x°= (1, 1, 1):

[ 22r P Af
2
@CI @Cl dc2 @Cl 0}"3

e e ! 127 0 0 12 0 0
=S / LA I 8x3 16x,0; |=|0 8 16

2
A BG83 +24x) | |0 16 32
A

Hlavnich subdeterminantt je celkem 2% — 1 = 7. Determinant matice 1. fadu, tj. matice
typu (1x1) (4. s 1 prvkem) je roven pfimo tomuto prvku. Znamym Sarrusovym pravidlem
pro vypocet determinantt 2. a 3. fadu vypocitate hodnoty dalSich hlavnich subdeterminati:

12, 8, 32, 96, 0, 384, 0.

El[sesemsoronnse ]

Naleznéte vSechny lokalni i globalni extrémy funkce fx)=2-(x-1)?prox e [0, 3].
Pouzijte ptitom Excel — Resitel.

Reseni:

Nejprve zobrazime graf funkce f(x). V uvazovaném intervalu [0 , 3] vytvotime délici
body ve sloupci se zahlavim X, v poli A3:A33 s diferenci d =0,1. V téchto délicich bodech
zjistime hodnoty uvazované funkce, tak, Ze v levém krajnim bodé x° = 0 vypoéitame
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funk¢ni hodnotu podle vzorce =2-(A3-1)"2 zapsaného v bunice B3 a poté vzorec nakopi-
rujeme roztazenim do celého pole B3:B33 se zahlavim f(x). Dva vytvofené sloupce zobra-
zime ve spojnicovém tvaru bodového grafu, viz Obr. 3.5.

Z grafu je zfejmé, ze globalni maximum nabyva funkce v bodé x* = 1, globalni minimum
nabyva funkce v bodé x** = 3, v bodé x° = 0 nabyva funkce lokalni minimum, které viak
neni globalnim minimem.

Piiprava k pouziti Excelu-Regitele se nachazi v poli D2:E3, viz Obr. 3.5. Uéelova funkce
ma adresu E3 a je v ni vzorec na vypocet funkéni hodnoty: =2 - (D3 — 1)*2. Proménna X je
ozna&ena zelenou barvou, mé adresu D3. V hlavni nabidce zvolime Data — Resitel... ote-
vie se okno Parametry Resitele, viz Obr. 3.4.

Parametry Regitele X
Ucelova funkce: SES3 5.5
Hiedat: (@) Max O Min (O Hodnota:

Proménne modelu:
$DS3 2.7

Omezujici podminky:

$D53 <=3

SDS3»=0 Plidat

Zménit

Odstranit

Vynulovat vie

Nacist nebo ulozit

[] Mastavit podminky nezapornosti

Vyberte metodu reseni: Gradientni metoda b Moznaosti

Ly

Metoda fedeni

Simplexovou metodu zvolte pro linearni optimalizacni problémy, Gradientni metodu pro hladké
nelinearni problémy a Evolucni algoritmus pro nehladké nelinearni problémy.

Obrazek 3.4: Parametry reSitele

Tlacitko Hledat: zvolime Max, nebot’ nejprve budeme funkci maximalizovat. Do ome-
zujicich podminek vloZime nerovnosti 0 < x < 3, coZ v Excelu vyjadiime vzorci: D3 <=3 a
D3 >=0. Po kliknuti tlagitka ReSit obdrzime feSeni v buitkach D3 (hodnota proménné x)
a E3 (funk¢ni hodnota). Globalni maximum se tedy nabyva funkce v bodé x* = 1, hodnota
funkce v tomto bode¢ je f(x*) = 2.
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- Doma YloZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize  Zobrazeni @ — @ X
. Al - £ |
A B [ D E F G H 1 J =

1

2 I fix) X Jix)

3 0 1 1 2

4 0,1 1,19

5 02 1,36

6 03 151 f(x)

7 04 1,64 -

: 0.5 1,75 ,

g 0.6 1,84 o~

10 07 191 .5 N

11 0,2 1,96 1 N

12 09 1,99 0.5 N

13 1 2 0 T T T T ‘5 T 1 Tl

14 11 1,99 0,5 0.5 1 1,5 z z 3 35

15 1,2 1,96 1 N

16 1,3 1,91 A5 N\ =
17 1,4 1,84 3 \

18 1,5 1,75 25

19 16 1,64

20 1.7 1,51

21 1,8 1,36

22 1,9 1,19

23 2 1

24 2,1 0,79

25 2,2 0,56

26 2,3 0,31

27 2,4 0,04

28 25 -0.25

29 26 -0.56

30 2,7 -0,89

31 28 -1,24

32 29 -161

33 3 -2

24

M 4 v | Listl | List2 - List3 ¥
Pripraven |

Obrizek 3.5: Graf funkce f(x) =2 - (x-1)2prox € [0, 3]

Resitel pouziva k nalezeni feSeni zabudovanou iteraéni metodu (tzv. zobecnénou Ne-
wtonovu metodu): zane vypocet ze zadané¢ho pocatecniho feSeni X(0) = 0 v buiice D3.
Metoda nabidne dal$i feSeni X(1) z mnoziny X=[0,3], kde je hodnota ucelové funkce vyssi,
potom dalsi feSeni X(2), kde je hodnota ucelové funkce jesté vyssi, atd., az se po urcitém
poctu krokii dostane do x* = 1, kde jiz nelze hodnotu tcelové funkce dale zvysit: to je
hledany bod extrému. Cely vypodet probshne ve zlomku sekundy. Resitel viak (bohuzel)
vypocita pouze lokalni extrém (v tomto piipadé maximum) a nic nezarucuje, ze se jednd o
extrém globalni. Toto dodate¢né stanoveni, zda jde zaroven o globalni extrém, ¢i nikoliv,
musi ucinit clovek — fesitel, ktery to poznd napt. z grafu funkce, jako v nasem ptipadé.
Pokud ma vysetiovana funkce vice lokalnich extrémi, pak Resitel nalezne jedno z nich,
obvykle to, které je nejblize vychozimu feseni x(0). Tuto vlastnost Resitele si demonstru-
jeme pii hledani minima nasi funkce f(x).
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V Parametrech Regitele pro tlagitko Rovno: zvolime Min, nebot’ nyni budeme funkci
minimalizovat, ostatni parametry ponechate beze zmény. Pokud bude vychozi feSeni X(0)
=1 (coZ je bod globalniho maxima), Resitel tento bod vypogita nespravn&(!) jako bod lo-
kalniho minima. V piipad¢€ ze vypocet zahajite z jiného vychoziho feseni napt. X(0) = 0,5,
pak fesitel vypocita bod lokalniho minima x** = 0. Pokud vSak vypocet zahgjite z vycho-
ziho feSeni napi. X(0) = 2, pak fesitel vypocita bod lokalniho minima x** = 3, hodnota
funkce v tomto bod¢ je f(x**) = -2. Je vidét, ze v tom ptipadé zavisi nalezené minimum
(lokalni nebo globalni) na vychozim pocatecnim feseni, z n¢hoz iteracni vypocet startuje.

Nakonec vyfeSime tlohu matematického programovani se dvéma proménnymi.

pesevioomss 3]

Naleznéte optimalni feSeni (tj. bod globalniho maxima) Glohy nelinedrniho MP:
(x1)** (x2)* > MAX;
za podminek

X1+ 3x2 <10,
X1+ X2< 6,
x1=20,x%x2>0.

Vyuzijte Excel — Resitel.

ReSeni:

Piiprava k pouziti Excelu-Resitele ve worksheetu na Obr. 3.7. Uéelova funkce ma ad-
resu C3 a je v ni vzorec na vypocet funkéni hodnoty: =A32+B3"3. Proménné x1 a x2 jsou
oznaceny zelenou barvou, maji adresu A3 a B3. Levé strany omezujicich podminek jsou
umistény v buitkdch CS5, resp. C6 pomoci vzorcit A3+3*B3, resp. A3+B3. Piislusné pravé
strany téchto omezujicich podminek jsou v buiikach D5, resp. D6. V hlavni nabidce zvo-
lime Data — Resitel... otevie se okno Parametry ReSitele, které vyplnime podle Obr. 3.6.
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Parametry Resitele x
Ugelova funkee: scs3 =
Hiedat: (@ O Min (O Hodnota: a |
Proménné modelu:
|sas3:5B53 s
Omezujici podminky:

SAS3:5B53 >=10
$C55:5C56 <= 5D55:5DS6 =0
Zménit
Odstranit |
Vynulovat vie
Naéist nebo ulodit
|:| Nastavit podminky nezapornosti
Vyberte metodu fesent: Gradientni metoda Zl Moznosti |
Metoda feieni
Simplexovou metodu zvolte pro linearni optimalizaéni problémy, Gradientni metodu pro hladké
nelinearni problémy a Evolucni algoritmus pro nehladké nelinearni problémy.
Napovéda | Resit | Zaviit

Obrazek 3.6: Parametry FeSitele

Cln
U Domd | VioZeni | RozloZeni str-:-'||| Vzorce | Data | Revize | Zobrazeni |@ - B X
C3 - (o fe | =A372+B373 ¥
A B | . e | o | e | F | ¢ |m
1
2 |x1 %2 flxl,x2 | 2
3 37,04]
4 glx1,x2) 5]
5 10,00 10
6 3,33 6
7
8
9

M4 b M| Listl List2 | List3 ¥ |

Fripraven |
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X2

optimalni feSeni

Obrazek 3.8: MnoZina piipustnych FeSeni v uloze 3-3

Vsimnéte si, Ze pfi zadavani omezujicich podminek v Parametrech fesitele, viz Obr. 3.6,
byla pouzita moznost zadani vice bun¢k (blok 2 bunék) najednou na levé i pravé strané
omezeni.

Po kliknuti tlagitka ReSit obdrzime feseni v buiikach A3 (hodnota proménné x;) a B3
(hodnota proménné X2). Globalni maximum se tedy nabyva funkce v bodé x* = (X1, X2) =
(0, 4%/3), hodnota funkce v tomto bodé je f(x*) = 37,04.

Pozor, pokud vstupni hodnoty promé&nnych X1 a X2 budou rovny 0, pak Resitel nenalezne
maximum, ale minimum. Proto je zapotiebi pted zacatkem feSeni nastavit vhodné nenulové
hodnoty pro x1 a X, napf. staci nastavit X1 = X2 = 1.

oz 7]

e Ukazte, Ze nalezené¢ feSeni v feSené uloze 3-3 je bodem globalniho maxima (Ze tloha
nema jiné lokalni maximum).

e Pomoci Excelu — Regitele samostatné vyfeste nasledujici Gilohu MP: Naleznéte
vSechny (lokalni i globalni) extrémy funkce f(x) v intervalu [-1, 1], resp. v intervalu
[2, 3]

=

X -sx+6
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[ swmwortnapmary ]

Naplni této kapitoly bylo sezndmeni s problematikou optimaliza¢nich probléma — ma-
tematickym programovanim. Hlavnimi problémy, kterymi jste se zabyvali, byla formulace
uloh a nalezeni ekvivalentnich tvart téchto loh, dale definice pfipustného feseni a opti-
malniho feSeni ulohy matematického programovani. Tento problém mé dvé€ roviny: rovinu
teSitelnd. Dale jste se dozvédéli formou matematickych vét o nekterych nutnych a/nebo
postacujicich podminkach zajist'ujicich existenci takovych feseni. Pfitom jste vychazeli ze
znalosti, které jste ziskali v zdkladnim kurzu matematiky o prabézich funkei, vyuzili jste
zejména zakladnich pojmu diferencidlniho poctu: limity, derivace funkce jedné proménné
a parcialni derivace funkce vice proménnych. Konecné, jste se naucili fesit jednoduché
tilohy matematického programovani pomoci Excelu — Resitele.
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4 MATEMATICKE PROGRAMOVANI - KONVEXNI
ULOHY

wowvmmzomeray ]

V minulé kapitole jsme rozdélili ilohy matematického programovani (MP) do dvou sku-
pin: v prvni skuping jsou takové tlohy, kde lokdlni extrém je vzdy zaroven globalnim, ve
druhé skupiné jsou tlohy, kde lokalni extrém nemusi byt soucasné globalnim. Déle se bu-
dete zabyvat 1. skupinou uloh MP. Ukazeme, Ze jsou to takové ulohy, kde jak ucelova
funkce f, tak funkce gi v omezujicich podminkach spliiuji podminky konvexnosti, resp.
konkévnosti. V této kapitole se proto budete zabyvat tzv. konvexnim programovanim, coz
je soucast MP. Specidlnim ptipadem konvexniho programovani je potom linearni progra-
movani, kterému budou vénovany dalsi kapitoly. Dilezitou ¢asti matematického progra-
movani je teorie tzv. sedlovych bodil. Tato teorie se tykd zajimavé a dilezité souvislosti
mezi tlohou MP a sedlovym bodem jisté ptidruzené funkce, ktera se nazyva Lagrangian.
Vyznam této teorie spociva v tom, Ze jednak umoznuje konstrukci fady praktickych vypo-
Cetnich postuptt k feSeni uloh MP, jednak je vychodiskem Kk teorii duality
v MP. Nakonec formulujeme tzv. Kuhn-Tuckerovy podminky umoznujici nalézt sedlovy
bod pomoci feseni soustavy nerovnosti, coz je zobecnéna podminka ,,nulovosti derivace*.

|
Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e Rozlisit konvexni a konkévni funkci.

e Vypocitat Lagrangian k uloze matematického programovani s omezujicimi podmin-
kami.

e Nalézt optimalni feSeni lohy matematického programovani s omezujicimi podmin-
kami v Excelu.

|
wcosiommery |[]
Konvexni funkce, konkavni funkce, Lagrangian, sedlovy bod, Kuhn-Tuckerovy pod-
minky.

4.1 Konvexni mnoziny a konvexni a konkavni funkce

V minulé kapitole jsme rozdé€lili ulohy matematického programovani (MP) (3-1) — (3-
3) do dvou skupin: v prvni skupiné jsou takové tlohy, kde lokalni extrém je vzdy zaroven
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globalnim, ve druh¢é skupiné jsou tlohy, kde lokalni extrém nemusi byt soucasné global-
nim. Dale se budete zabyvat 1. skupinou loh MP. Ukazeme, Ze jsou to takové ulohy, kde
jak ucelova funkce f v (3-1), tak funkce gi v omezujicich podminkach (3-2) spliuji pod-
minky konvexnosti, resp. konkdvnosti. V této kapitole proto budete zabyvat tzv. konvex-
nim programovanim, coZ je ¢ast MP. Specidlnim pfipadem konvexniho programovani je
potom linedrni programovani, kterému budou vénovany dalsi kapitoly.

CAfoermeess ]

Mnozina X — R" je konvexni mnoZina, jestlize pro kazdé dva body x, x® z X a pro
kazda dvé &isla 11> 0, 12> 0 takova, ze A1+ A2 =1 plati, ze 21x® + 1ox@ patii do X.

Tato definice vyjadfuje skutecnost, Ze mnoZzina je konvexni, kdyZ s kazdymi dvéma
body do ni patii také cela usecka tyto body spojujici.

G,

Funkce f definovana na konvexni mnoziné X — R" je konvexni funkei na mnozin¢ X,
jestlize pro kazdé dva body x™, x® z X a pro kazda dvé &isla 41> 0, A2 > 0 takovd, Ze A +
A2=1 plati:

f(Ax® + 12x@) < 21 f(xP) + 12 f(x@). (4-1)
Ekvivalentn¢ k (4-1): pro kazdé ¢islo 0 <1< 1, plati
fOx® + (1-2)x@) <1 fixDy + (1-2) f(x@). (4-2)

Funkce f je ryze konvexni na konvexni mnoziné¢ X — R", jestlize pro kazdé dva body
x| x® z X akazda dvé &isla 11> 0, 42> 0 takova Ze A1+ A2 =1 plati:

f(llx(l) + ﬂ,zX(Z)) <l f(X(l)) + A2 f(X(z)). (4-3)

Funkce f je na konvexni mnoziné X — R" konkavni (resp. ryze konkavni), jestlize je
funkce (- f ) konvexni (resp. ryze konvexni) na X.

Konkévni (resp. ryze konkavni) funkce lze také analogicky definovat pomoci nerovnosti
podobnych jako (4-1) az (4-3), s tim rozdilem, Ze namisto nerovnosti ,,<“ v (4-1) a (4-2)
plati nerovnost obracena, tedy ,,>”.

Snadno lze ukazat, Ze kdyz je funkce gi konvexni a bj jsou realna ¢isla, potom mnozina
vSech X = (X1, X2, ... , Xn) €R" splilujicich nerovnici

gi(X1, X2, ..., Xn) <bj (4-4)

je konvexni mnozina, pro i =1, 2, ..., m. V tom ptipad¢ je ovS§em mnozina X dana pod-
minkami (3-2) a (3-3) také konvexni mnozina, nebot’ je prinikem m konvexnich mnozin.

V nasledujicich obrazcich jsou zndzornény nejprve grafy funkei v R, které jsou kon-
vexni (nikoliv ryze konvexni) a ryze konvexni:
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AN

Obrazek 4.1: Graf konvexni (nikoliv ryze) funkce a Graf ryze konvexni funkce

Dale jsou znazornény grafy funkci v R, které nejsou konvexni, i kdyz to na prvni pohled
tak vypada:

S

Obrazek 4.2: Grafy funkci, které nejsou konvexni

Na dalSich obrazcich jsou znazornény grafy funkci v R, které jsou konkavni (nikoliv
ryze) a ryze konkavni.

AV

Obrazek 4.3: Graf konkavni (nikoliv ryze) funkce a Graf ryze konkavni funkce

Na posledni dvojici obrazkil jsou znazornény grafy funkci v R?, které jsou konkavni
(nikoliv ryze) a ryze konkdvni.
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Ulohu matematického programovani (1-10) — (1-12), kde funkce f je konvexni (pro
MIN) nebo konkdvni (pro MAX) a vSechny funkce gi jsou konvexni nazyvame ulohou
konvexniho programovani.

Dale uvedeme dfive zminéné vysledky o lokalnich a globélnich extrémech tlohy kon-
vexniho programovani.

Meraer ]

Jestlize jsou vSechny funkce gi konvexni a bj jsou realna ¢isla pro i =1, 2, ..., m, potom
mnozina v8ech X = (X, X2, ..., Xn) €R" spliiyjicich podminky

gi(X1, X2, ... , Xn) <hj, 1=1,2, ..., m, i
xj=>0,j=1,2,..,n, (4-5)

je konvexni mnozina.

Nasledujici tvrzeni odpovida na otazku, jak pozname, Ze je néjaka funkce konvexni.
V zékladnim kurzu matematiky jste se dozveédé€li, ze funkce jedné proménné je konvexni
na né¢jakém intervalu, je-li druhéd derivace kladnd v kazdém bodé¢ tohoto intervalu. Tento
poznatek roz§itime na funkce vice proménnych. Pouzijeme k tomu jiz zndmé pojmy z pted-
chozi kapitoly.

Mperaes ]

Jestlize funkce f definovana na konvexni mnoziné X < R" ma pro kazdé xe X vSechny
hlavni subdeterminanty Hessianu H = {V?f(x)} nezaporné, tj. > 0, (resp. nekladné, ftj.
<0), potom f je na X konvexni (resp. konkavni).

Pokud jsou pro kazdé xe X vsechny hlavni subdeterminanty Hessianu H = {Vf(x)}
kladné, tj. > 0, (resp. zaporné, tj. < 0), potom f je na X ryze konvexni (resp. ryze konkavni).

Také nasledujici véta mize byt uzitecnd pfi stanoveni toho, zda funkce je konvexni.
Vyplyva z ni, ze kladny nasobek konvexni funkce je opét konvexni a soucet dvou (nebo
vice) konvexnich funkci je rovnéz konvexni.
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e V]

Necht’ f1(x), f2(x) jsou konvexni funkce na konvexni mnozin¢ X, yi, y2 necht’ jsou neza-
porné konstanty. Potom funkce g(X) = y1 fi(X) + y2 f2(X) je konvexni funkce na X.

pesevioomes 3]

Zjistéte, na jaké mnoziné je funkce f(x,y) = 2x% + xy? + 3y konvexni.
Reseni:
Nejprve vypocitame Hessian funkce f, tj.

) 4 2y
H={V*f(x,y)}= 2y 2x+18y

Dale vypocitame hlavni subdeterminanty H (jsou 3!):
4, 2x+18y, 4(2x+18y) — 4y2.

Mnozinu X, kde jsou v§echny hlavni subdeterminanty nezaporné, a tedy funkce f je kon-
vexni, lze zfejmée vymezit takto:

X={(xy)| x+9y >0, 2x + 18y — y> > 0}.

4.2 Teorie sedlovych bodu

Dulezitou ¢asti matematického programovani je teorie tzv. sedlovych bodi. Tato teorie
se tyka zajimavé a dllezité souvislosti mezi tlohou MP a sedlovym bodem jisté pridruzené
funkce, ktera se nazyva Lagrangian. Vyznam této teorie spoc¢iva v tom, Ze jednak umoznuje
konstrukei fady praktickych vypocetnich postupii k feseni lloh MP, jednak je vychodiskem
k teorii duality v MP. Nov¢ zavedené proménné, které vystupuji v dualnich ulohach, po-
skytuji cenné informace o vlastnostech optimalnich feSeni tlohy MP.

V dal$im vykladu budeme vychazet ze zakladniho tvaru ulohy (3-1) — (3-3) matematic-
kého programovani, ktery zde pro pohodli ¢tenéie zopakujeme:
f(x1, X2, ..., Xn) > MAX; (4-6)

za podminek

01(X1, X2, ..., Xn) < b1 )
g2(X1, X2, ...y Xn) < b2 (4-7)
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gm(Xli XZ! LR ] Xn) S bm
X1>20,%x2>0,..,%>0 (4-8)

Lagrangian k tloze MP je funkci ptivodnich n proménnych X1, Xz, ..., Xn @ novych m
proménnych V1, Y2, ..., Ym. Tyto nové proménné nazyvame dudlni proménné, nckdy se
nazyvaji také Lagrangeovy multiplikatory.

F(X,y) = f(X1, X2, ... , Xn) + 2yi(bi - gi(X1, X2, ... , Xn)) (4-9)

Vidite, ze v lagrangianu F jsou dudlni proménné yj vzajemné¢ jednoznacné prifazeny
k omezujicim podminkam (4-7).

Sedlovy bod (nezaporny) funkce F je takova dvojice X°eR", y°eR™, pro kterou plati
nerovnosti

F(x, y°) < F(x°, y°) < F(x%y) (4-10)

pro vSechnax >0,y > 0.

V]

Necht' xX°eR", y°eR™ je nezaporny sedlovy bod Lagrangianu ulohy (4-6), (4-8). Potom
xje optimalni feseni ilohy (4-6), (4-8).

Na vété 4-5 je pozoruhodny fakt, Ze pro jeji platnost nejsou nutné zadné predpoklady
0 vlastnostech funkci f a gi. Jeji diikaz je tak jednoduchy a instruktivni, ze jej zde uvedeme:

Necht x°> 0, y° > 0, je nezaporny sedlovy bod Lagrangianu lohy (4-6), (4-8). Z pravé
nerovnosti ve (4-10) plyne, Ze X° je pfipustné, kdyZ volime postupné yi =1 ay;=0proj =
i. Kdyby pro piipustné x° byl vyraz Yyi%(bi — gi(x%)) > 0, potom by prava nerovnost ve (4-
10) nemohla byt splnéna pro y = 0. Proto musi platit Xyi’(bi — gi(x°)) = 0. Potom ale z levé
nerovnosti ve (4-10) plyne: f(x) + Xyi%(bi — gi(X)) < f(x%), a pro kazdé piipustné X musi platit
Yyi(bi — gi(x)) > 0. Odtud dostavame, ze f(x) < f(x°) pro kazdé p¥ipustné x. Proto je x°
optimalni feSeni tlohy (4-6), (4-8).

Pro ilustraci sedlového bodu uvedeme nasledujici obrazek.



Jaroslav Ramik, Radomir Perzina - Ekonomicko-matematické metody

Obrizek 4.5: Sedlovy bod funkee F(x,y) = -x%y?

Obracené tvrzeni k véte 4-5 plati jen za pomérné silnych predpokladl tzv. Regularity.

eraee V]

Necht f, gi jsou konvexni funkce na mnozing piipustnych feseni X dané podminkami (4-
7) a (4-8), dale necht’ existuje bod X°, takovy, Ze plati:

gi(x%) < 0 pro vSechna i pro ktera je gi nelinearni (tzv. podminka regularity).

Potom existuji X°e R", y°eR™ - nezdporny sedlovy bod Lagrangianu ulohy (4-6), (4-8).

[emeroum-roerovreorsy V]

Necht’ f, gi jsou konvexni diferencovatelné funkce na mnozin€ ptipustnych feseni X dané
podminkami (4-7) a (4-8). Potom (x°, y°) je nezapornym sedlovym bodem Lagrangianu F,
praveé kdyz splituje tyto podminky:

(*) VxF(x%, y°) <0, VyF(x?% y%) >0, x° >0,
() XTVF(X?, %) = 0, yTVyF (X% y°) =0, y° 2 0.
Podminky (*), (**) se nazyvaji Kuhn — Tuckerovy podminky.

K.-T. podminky umoziuji nalézt sedlovy bod feSenim soustavy nerovnosti (*), coz je
zobecnéna podminka ,,nulovosti gradientu*.
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4.3 Kuhn-Tuckerovy podminky a dualita v LP

Uvédomte si, Ze linearni funkce jsou soucasné konvexni 1 konkdvni na celém prostoru
R", podminka regularity v uloze LP je trivialn¢ splnéna, nebot’ funkce ve vSech omezuji-
cich podminkach jsou linearni. Podle véty 4-6 potom existuje nezaporny sedlovy bod La-
grangianu ulohy (4-6), (4-8). Vektorovy zapis ulohy (4-6) — (4-8) je nasledujici:

(P) c'x - MAX;
pfi omezenich

Ax<b,x>0.

Ulohu (P) ozna¢ujeme jako primarni iloha LP. Ze stejnych vstupnich tdaji k ni defi-
nujeme tzv. dualni alohu LP.

(D) by — MIN;
pfi omezenich
Aly>c,y>0.
Lagrangian k primarni tloze (P) je podle definice:
F(x,y) = c™x + y'(b - AX)
K.T. podminky z véty 4-7 (*):
VxF(xy) =c-ATy<0 < ATy >c,
VyF(Xy)=b-Ax>20& Ax<h.

Dualitou v LP se budete podrobnéji zabyvat v nasledujicich kapitolach.

Cllsesemsoionnee ]

Napiste Kuhn-Tuckerovy podminky k feSeni ulohy
6 X1 + 3 x2 &> MAX;
pfi omezenich

4x1+2x% <20,
2X1+4x2<22,
X1=>0,%22>0.

Naleznéte nezaporny sedlovy bod Lagrangianu této tlohy a z néj jeji optimalni feseni.

Reseni:
Lagrangian k primarni tloze (P) je podle definice
F(X1,X2, Y1,Y2) = C'X + yT(b - AX) = 6X1+3%2 +y1(20 - 4x1 - 2X2) +Y2(22 - 2X1 - 4x%7) .

Parciélni derivace Lagrangidnu se snadno vypocitaji
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OFIOX1 =6 - 4y1 - 2y»
OFI0Ox2 = 3 - 2y1 - 4y»
OFIoy1 = 20 - 4x1 - 2%o
OFI0y2 = 22 - 2X1 - 4%

Podle K.-T. Podminky (*) pro gradienty (tj. vektory parcialnich derivaci) Lagrangianu
plati

VxF = (0F/0x1, OF/0x2) <0,

g.
6-4y1—2y2<0,3-2y1-4y,<0,
neboli
4y1—2y2>6,2y1—4y2>3.

To jsou tzv. dualni omezeni.
Dale podle druhé podminky (*) plati

VyF = (oF/oy1 , oFloy2) > 0,

tj.
20-4x1-2%220,22-2X1-4%22>0,
neboli

AX1 + 2%2< 20, 2X1 + 4x2<22 .

To jsou tzv. primarni omezeni, vlastné plivodni omezujici podminky.
Nyni vyjadiime K.-T. podminky (**):

X"VxF = x10F/0x1 + x20F/0x2 = 0 ,

;[<Jl.(6 -4y —2y2) + X2(3-2y1—4y2) =0.

Druha K.-T. podminka (**):

y_Tva = y10F/0y1 + y20FIdy2 = 0,

31' (20 - 4x1 - 2%2) + Y2 (22 - 2X1 - 4%2) =0 .

Shriime: Nalezeni optimalniho feSeni vcetné¢ Lagrangeovych multiplikatort vyzaduje
podle K.-T. podminek fesit tuto soustavu rovnic a nerovnic

4y1 —2y2>6,2y1—4y>> 3,

4X1 + 2%2< 20, 2X1 + 4%2< 22,

X1(6 - 4y1—2y2) + %2(3-2y1 - 4y2) =0,
Y1 (20 - 4x1 - 2x2) +y2(22 - 2x1 - 4x2) =0,
X120,%X220,y120,y220.

Snadno se dosazenim piesvédcite, Ze tato soustava ma feSeni:

X1'=4,%"=2,y17"=15,y. =0,
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coz podle Véty 4-7 ptedstavuje nezaporny sedlovy bod Lagrangidnu nasi tlohy. Pfitom
je podle Véty 4-5

X1 =4,x"=2,

optimalnim feSenim nasi ulohy.

B T

Naleznéte optimalni feseni (tj. bod globalniho maxima) tillohy nelinearniho MP:
(X1)?+ (x2)? + 3(x3)* + 4(xa)? > MAX;
za podminek

(X1- 1)% + (X2- 2)%+ (X3- 3)*+ (X4 - 4)> < 169,
X1>20,%X2>0,%x3>20,x42>0.

Vyuzijte Excel — Regitel.
Reseni:

Piiprava k pouziti Excelu-Resitele ve worksheetu na Obr. 4.6. Uéelova funkce ma ad-
resu E3 a je v ni vzorec na vypocet funkéni hodnoty: =A3"2+B3/2+3*C3"2+4*D3"2. Pro-
meénné x1 az x4 jsou oznaceny zelenou barvou, maji adresu A3:D3 a pocatecni hodnotu 1
(jinak feSitel nalezne minimum namisto maxima). Levé strana omezujici podminky je
umisténa v bunce E5, pomoci vzorce =(A3-1)"2+(B3-2)"2+(C3-3)"2+(D3-4)"2. Ptislusna
prava strana této omezujici podminky je v buiice F5. V hlavni nabidce zvolime Data —
Regitel... otevie se okno Parametry Resitele, které vyplnime podle Obr. 4.7. Optimalni
feSeni je uvedeno v nasledujicim Obr. 4.8.
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Ca
U Domd | VioZeni | RozloZeni stré|| Vzorce | Data | Revize | Zobrazeni |@ - 2 X
E3 A (_‘ S | =A3M24B3IN243*CIN2HA*D3N2 ¥
A | B | D E | F | I
1
2 x1 x2 x3 x4 f | =
2 9,000
4 g I
3 14,00 169,00
6
7
8
9

M o4 v M| Listl - List2 List3 | List4 ¥

Pfipraven = Obnoveno |

IO

iy ————

Obrizek 4.6: Worksheet pro ReSitele

Parametry Regitele

MNapovéda

Uéelova funkce: El
Hiedat: @) \iax O Min (O Hodnota: g |
Proménné modelu:
sas3:5D53 S
Omezujici podminky:
SAS3:8D53 >=0
SESS <= SFS5 Piidat
Zménit
Odstranit |
Vynulovat vie
Macist nebo ulozit
D Nastavit podminky nezapornosti
Vyberte metodu feseni: Gradientni metoda E Moznosti |
Metoda feseni
Simplexovou metodu zvolte pro linearni optimalizacni problémy, Gradientni metodu pro hladké

nelinearni problémy a Evolucni algoritmus pro nehladké nelinearni problémy.

Redit | Zaviit

Obrazek 4.7: Parametry Reitele
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Ca |
s Domd | VioZeni | RozloZeni stra'|| Vzorce | Data | Revize | Zobrazeni |@ - 2 X
E3 - fx | =A372+B34243*C3/2+4%D3%2 ¥
A B C D E F G L
1
2 x1 x2 x3 x4 f | =
2 1225,000
4 g I
3 169,00 169,00
6
7
8
9

M4 b M| Listl - List2 - List3 | List4 < ¥1 A |
Ffipraven | Obnoveno | 5\ (31} L1 =l )

Obrazek 4.8: OBtimélni reSeni ﬁlohz 4-3

7]

e Je tiloha MP v Resené tloze 4-3 tlohou konvexniho programovéani? Zdavodnéte,
proc¢ ano, nebo proc ne.

e Zvolite-li vychozi (po&ateéni) feseni nulové, tj. xi = 0 pro i =1, 2, 3, 4, potom Resitel
poskytne nespravné optimalni feSeni (nulové). Pro¢?

Elfsmortapmory ]

Ulohy MP jsme rozdélili do dvou skupin: v prvni skuping jsou takové ulohy, kde lokalni
extrém je vzdy zaroven globalnim, ve druhé skupiné jsou tllohy, kde lokalni extrém nemusi
byt soucasné globalnim. V této kapitole jste se zabyvali 1. skupinou lloh MP. Ukézalo se,
Ze jsou to takové ulohy, kde jak Géelova funkce f, tak funkce gi v omezujicich podminkach
spliiuji podminky konvexnosti, resp. konkavnosti. Jedna se o ulohy tzv. konvexniho pro-
gramovani — soucast MP. Specidlnim piipadem konvexniho programovani je potom line-
arni programovani, kterému bude vénovana pristi kapitola. Dilezitou ¢asti matematického
programovani je teorie tzv. sedlovych bodu. Vyznam této teorie spociva v tom, Ze umoz-
nuje konstrukci fady praktickych vypocetnich postupt k feseni uloh MP. Nakonec jsme
zavedli tzv. Kuhn-Tuckerovy podminky umoziujici nalézt sedlovy bod pomoci feseni sou-
stavy nerovnosti, coZ je zobecnéna podminka ,,nulovosti derivace*.
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5 LINEARNi PROGRAMOVANI

owrmmesaemoy ][]

V této kapitole se budete zabyvat ulohami linedrniho programovani (LP), které tvori
specidlni tfidu uloh MP. Pfi studiu tloh LP nas budou zajimat predevSim tyto otazky: Jaké
vlastnosti uloh LP lze vyuzit k vypoctiim feSeni, tj. optimalniho feSeni ulohy LP? Za jakych
podminek mé uloha LP ptipustné fesSeni, resp. optimalni feSeni? Jakou strukturu ma mno-
zina vSech ptipustnych feseni, resp. vSech optimalnich feseni ulohy LP? K feSeni konkrét-
nich uloh budete pouzivat Excel — Regitel, ktery ma v sob& mimo jiné zabudovan znamy
Simplexovy algoritmus.

ooy ]

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e Zajakych podminek ma uloha LP pfipustné feseni, resp. optimalni feSeni.
e Pievést tlohu linearniho programovani na zakladni tvar.
e Zékladni kroky simplexové metody.

Lineéarni programovani, zakladni feSeni, uméla proménna, polytop, polyedr, simplexova
metoda, optimalni feseni.

5.1 Ulohy linearniho programovani

vvvvv

metodou viibec. Mdme samoziejmé na mysli sofistikované matematické metody, k nimz je
zapotiebi vyuzivat pocitace, nikoliv trividlni matematické metody typu ,,trojclenka‘ apod.

Pfi studiu tloh LP nas budou zajimat predevsim tyto otazky:

e Jaké vlastnosti tloh LP lze vyuzit k vypoctim feSeni, tj. optimalniho feSeni Glohy
LP?

e Za jakych podminek ma tloha LP pfipustné feSeni, resp. optimalni feSeni?

e Jakou strukturu ma mnozina vSech pfipustnych feSeni, resp. vSech optimalnich fe-
Seni tlohy LP?
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Ptestoze komeréné doddvané SW baliky jsou dnes schopny fesit tlohy LP se statisici az
miliény proménnych a omezujicich podminek, vypocet relevantnich feSeni bez znalosti te-
orie LP lze jen stéZi dovést k uspéSnému konci. Stejné konstatovani plati i pro feSeni uloh
LP v Resiteli MS Excelu, ktery budete pouzivat. Diivody potizi pii vypoétech byvaji tyto:

e Chyby pii formulaci modelu. Pocitac napt. hlési, ze iloha nema ptipustné, resp. op-
timalni feSeni, 1 kdyZ modelovany ekonomicky systém realné existuje a funguje, tu-
diz ptislusné feSeni by m¢lo existovat.

e Chyby pii zavadéni dat do pocitade. Clovék je tvor omylny a snadno se splete. Cas-
tou chybou (zejména studentll) je napf. to, Ze Cislo je do pocitace v Excelu vloZeno
jako text. Tato chybicka neni na prvni pohled patrnd a zpisobuje, Ze pocitac nic
nevypocita (ani nepoda zpravu o typu chyby).

5.2 Optimalni alokace zdroju

V kapitole 1 jsme zformulovali tlohu nalezeni optimalniho vyrobniho programu pod-
niku, ktera spocivala v alokaci zdroju by, ..., bm tak, aby se maximalizovala u¢elova funkce
(zisk)

CiX1+ CoXo+ ... + CnXn — MAX; (5-1)

za podminek

a11X1+ apXe+ ... + aiXn < b1
a21X1+ axXe+ ... + azxnXn < b2 (5-2)

amiX1+ amz2Xe+ ... + amnXn < bm
X1 20,% >0, ..., %X =>0. (5-3)

Uloha (5-1) — (5-3) je tlohou linearniho programovani (LP), nebot’ funkce vystupujici
v (5-1) a (5-2) jsou linearni. Pro studium zakladnich vlastnosti tloh LP, které je potieba
znat pii feSeni téchto uloh, je vyhodné predpokladat, ze omezujici podminky jsou ve tvaru
rovnic. Jak bylo ukdzano v kapitole 3.3, 1ze toho dosahnout snadno tak, ze ptiddme ke
kazdé nerovnici v (5-2) na levé stran¢ nezapornou dopliikovou proménnou, ¢imz ziskame
ulohu LP v standardni formé (standardnim tvaru)

CiX1+ CoXo+ ... + CnXn — MAX; (5-4)
za podminek

a1iX1+ aipXe+ ... + anXn = b1
A21X1+ azXo+ ... + axnXn = b2

(5-5)

aAmiX1+ am2X2+ ... + amnXn = bm
X120,% 20, ..,x=0.

Preved’te nasledujici optimaliza¢ni ulohu (Gloha 4-1) na standardni tvar:
6 x1 + 3 X2 > MAX;
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pii omezenich

4x1+2% <20,
2X1+4x2<22,
X1>20,x2>0.

ReSeni:

6 X1 + 3 X2 > MAX;
pfi omezenich
4x1+2x2+x3=20,
2X1+4Xo+X4=22,

X120,%X20,%x3>20,%x42>0.

Nakonec uved'me jesté vektorovy tvar ulohy LP ve standardni formée

c'x —» MAX; (5-7)

pii omezenich
Ax=hb, (5-8)
X2>0. (5-9)

5.3 Zakladni pojmy LP
V nésledujici analyze vlastnosti tloh LP budeme oznacovat mnozinu vSech ptipustnych
feseni ulohy LP (5-7) az (5-9) symbolem X, tj.
X={Xx=(Xs, X2, ..., Xn) e R"|Ax=b,x >0} (5-10)

a mnozinu vSech optimalnich feSeni této tlohy, tj. mnozinu vSech X = (X1, X2, ... , Xn)€
X < R", kde ucelova funkce nabyva svého (globalniho) maxima, symbolem X*.

Uvédomte si, ze kazda uloha LP je zaroven ulohou konvexniho programovani, a proto
podle Véty 4-1 plati, ze kazdy bod lokalniho maxima je zaroven bodem globalniho maxima.
Jednoznacnost optimalniho feSeni vSak podle Véty 4-1 neni zarucena, nebot’ linearni uce-
lova funkce (5-7) neni ani ryze konvexni ani ryze konkavni.

Kazdy vektor X = (X1, X2,..., Xn) spliyjici (5-8) a (5-9) je pFipustnym FeSenim tlohy LP
(5-7) — (5-9).

Sloupce matice A z (5-8) budeme znaéit symboly a®), a@, ..., a™, takze matici A typu
(mxn) mizZeme psat takto

A=@"9 a®, .. am), (5-11)

Podle pravidel maticového (vektorového) nasobeni mizeme psat soustavu rovnosti (5-
8)
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X1 a® + X2 a® + .+ Xn aM=p. (5‘12)

g

Necht’ viechny fadky v matici A typu (mxn) z (5-11) jsou linearné nezavislé. Reseni
soustavy (5-8), (5-9) majici nejvyse m kladnych slozek, které jsou koeficienty u linearné
nezavislych vektori v kombinaci (5-12), se nazyva zakladni FeSeni (také bazické reSeni)
soustavy (5-8), (5-9).

Zéakladni feSeni, které ma pravé m kladnych slozek, se nazyva nedegenerované. Je-li
kladnych slozek v (5-12) méné€ nez m, nazyva se toto feSeni degenerované.

Pfipomenme, Ze soustava vektorl je linedrné nezavisla, jestlize Zadny z vektor neni
linearni kombinaci ostatnich vektorti. Déle plati, Ze mezi m-Clennymi vektory (v nasem
piipadé sloupci matice A) miiZze byt nejvySe m linearné nezavislych vektoru. Jinak feceno,
pokud ma soustava vice nez m vektort, pak je linearné zavisla.

Pro nalezeni optimalniho feSeni tlohy LP m4 zasadni vyznam tato véta.

Ma-li tloha LP (5-7) — (5-9) optimalni feSeni, je mezi optimalnimi feSenimi i zakladni
feSeni soustavy omezujicich podminek (5-8), (5-9).

Soustava omezujicich podminek (5-8), (5-9) ma ziejmé nejvyse C(n,m) = n!/(n-m)!m!
zakladnich feseni. Tolika zpUsoby lze totiz mezi n prom&nnymi X1, X2, ..., Xn Vybrat m kan-
didati na kladné slozky v zékladnim feSeni. V béznych ptipadech je ovSem zékladnich
feSeni podstatné mén¢, nez udava vyse uvedené kombinacni ¢islo C(n,m), nebot’ ne kazdy
vybér kandidatd na kladné slozky, predstavuje skutecné zakladni feSeni.

Véta 5-1 ndm umoznuje se v praxi omezit pii hledani optimalniho feSeni tlohy LP pouze
na zékladni feSeni, kterych je kone¢né mnozstvi, zatimco vSech pfipustnych feSeni je
obecné nekonecné mnoho. Ve specidlnich ptipadech miiZze byt mnoZzina piipustnych feSeni
také prazdna, nebo v pfipadé m = n mize obsahovat jediny bod. Geometricky je mnozina
ptipustnych feSeni prinikem poloprostorti vymezenych nadrovinami omezujicich podmi-
nek, je to tedy konvexni geometricky utvar nazyvany polytop, konkrétné v piipadg, ze jde
0 omezenou mnozinu se polytop nazyva polyedr. Specialnim ptipadem polyedru v roviné
R?je konvexni mnohouhelnik. Nasledujici véta charakterizuje mnoZinu v§ech pfipustnych
feSeni v tlloze LP.

(feras.e ]

Jestlize je mnozina ptipustnych feseni X ulohy LP (5-7) — (5-9) omezena, potom X je
mnozina vSech konvexnich kombinaci utvofenych ze vSech zakladnich feseni. Je tedy kon-
vexnim polyedrem.
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pesevdooms: 3]

Uvazujte ulohu LP z ptikladu 5-1:
6 X1 + 3 X2 > MAX;
pii omezenich

4x1+2X2+X%X3=20,
2X1+4 X+ X4= 22,
X120,%X20,%x3>20,%x42>0.

Naleznéte vSechna zakladni feSeni této ulohy.

Reseni:

Matice A je typu (2x4), tlohu LP miZeme psat maticové takto
Rl

X2

[6,3,0,0] 2 | > MAX;

X3

Xq

pfi omezenich

X1
4 2 1 0]x,| [20
2 4 0 1)x| |22
X4
1 [0
x2>0
x_370
Xy 0

Ze sloupcti matice A je mozné sestavit C(4,2) = 6 dvojic sloupct a odtud 6 potencidlnich
zakladnich feSeni, z nich jsou 4 zakladni

3 5 0 0
O R NI g NI R IV

0 0 9 20

0 1 0 2

Odpovidajici hodnoty ucelové funkce jsou
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c"x(1) =30, c™x(2) = 30, ¢x(3) = 33/2, c"x(4) = 0 .

5.4 Simplexova metoda

Simplexova metoda je iterani vypocetni postup pro nalezeni optimalniho feSeni tllohy
linedrniho programovani (pokud takové feSeni existuje). Vychozim bodem tohoto algo-
ritmu je nalezeni vychoziho zakladniho feSeni tlohy linearniho programovani. Pokud je jiz
takové feseni k dispozici, potom simplexova metoda v jednotlivych krocich vypocte vzdy
nové zakladni feSeni s lepsi nebo alespon stejnou — v piipadé maximalizace vy$si —hodno-
tou ucelové funkce. Po konecném poctu kroki musi tedy tento vypocetni postup vést k
nalezeni zékladniho feSeni s nejlepsi hodnotou tcelové funkce nebo ke zjisténi, ze takové
feSeni neexistuje. Pfi jeho nalezeni se musi podle zakladni véty LP — Véty 5-1 jednat o
feSeni optimalni.

Postup vypoctu pomoci simplexové metody se nékdy déli na dve faze

I.  nalezeni vychoziho zékladniho feSeni,
Il.  iteracni postup vedouci k optimalizaci ucelové funkce.

V nékterych specidlnich pifipadech je nalezeni vychoziho zdkladniho feSeni natolik
snadné, Ze 1. faze vypoctu vlastné odpada. V takovém piipadé se cely postup oznacuje jako
jednofazova simplexova metoda. V obecném piipad¢ nemusi byt v§ak nalezeni vychoziho
zékladniho feSeni ulohy LP jednoduché. Potom mluvime o dvoufazové simplexové me-
todé.

Zakladni ideu simplexové metody znazoriiuje nasledujici obrazek, v némz je mnozina
piipustnych feseni D znazornéna zelenym konvexnim mnohouhelnikem v roviné R?. Jde
o nasledujici ulohu LP:

2= 0.x,+1L.x, = MAX,
pii omezenich

X =(xx,)eD

Jednotlivé vrcholy X' mnohothelniku D piedstavuji zdkladni feSeni Glohy LP.
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A X—z
xopt

Rust uceloveé

funkce =z = x,

Obrazek 5.1: Simplexova metoda

Jak jiz bylo vySe feceno, simplexova metoda nemusi vzdy nalézt optimalni feSeni! Po-
kud neexistuje pfipustné feSeni, znamena to, ze zadané omezujici podminky jsou ve vza-
jemném rozporu, coz byva v disledku Spatné specifikace modelu. V tom piipadé sim-
plexova metoda ukon¢i 1. fazi indikaci neexistence ptipustného feSeni a samoziejmé také
neexistence optimalniho feSeni. V ptipad¢, ze zakladni ptipustné feSeni existuje, konci 1.
faze simplexové metody jeho nalezenim a déle pokracuje II. faze. Ta ma za kol piejit
postupné pies zékladni feSeni k takovému, které se vyznacuje nejlepsi hodnotou tcelové
funkce, tj. k optiméalnimu (zdkladnimu) feSeni. Takové optimalni feSeni vSak nemusi exis-
tovat, napt. v ptipad¢, kdyz je mnozina vSech piipustnych feSeni neomezena a hodnota
ucelové funkce se miZze zvySovat nade vSechny meze. V praktickych ulohach je tato situace
obvykle dusledkem S$patné specifikace modelu, obecné vsak mize nastat. Nastésti II. faze
simplexové metody tuto situaci indikuje a algoritmus se zastavi.

Pti pfechodu na nové bazické feSeni ve II. fazi simplexové metody se nemusi vzdy zvy-
Sovat hodnota ucelové funkce, miize zlstat stejna. Nastane to v situaci, kdyz algoritmus
narazi na degenerovan¢ zékladni feSeni. Takova situace by mohla vést k zacykleni vypoctu,
kdyby se pii nezvySovani ucelové funkce po nékolika krocich dospélo do stejného zaklad-
niho feSeni. Nastésti k tomu v praxi v disledku zaokrouhlovacich chyb v pocitac¢i nedo-
chézi.

V tomto textu ur¢eném pro studenty navazujicich magisterskych obori ekonomického
zaméteni nepovazujeme za nezbytné vysvetlovat podrobny postup algoritmu simplexové
metody. Zajemce odkazujeme na bohatou literaturu, resp. internet, viz napf.
http://www1.0su.cz/studium/mopv2/simplex/. Dulezité je porozuméni hlavni myslence
simplexové metody, kterou jsme praveé popsali, a také jeji aplikace na ekonomické pro-
blémy vcetné interpretace dosazenych vysledki. K tomu by mélo slouzit zvladnuti feSeni
tiloh LP pomoci Resitele v Excelu, viz kapitola 6.

5.5 Dvoufazova simplexova metoda

V tomto odstavci podrobnéji popiSeme a na piikladu demonstrujeme postup dvoufazové
simplexové metody.
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Linedrni programovani

1. faze: Resi se uloha

e'w — MIN; kdee™=(1, 1, ..., 1), w = (W1, W1, ..., Wn) — tzV. umélé proménné
pfi omezenich

Ax+w=Db,

x>0,w=>0.

JestliZe pro optimalni FeSeni plati e"w = 0, potom se ziska pfipustné zakladni feSeni (vy-
chozi pro II. fazi), jinak. tj. kdyz pro optimalni feSeni plati e"w > 0, piipustné feSeni nee-
xistuje a metoda kon¢i.

2. faze: V pfipadé, ze 1. fdze konci nalezenim vychoziho ptipustného zékladniho feSeni,
fesi se ptivodni uloha

c™x - MAX;

pfi omezenich

Ax=Db,

Xx20.

Ziska se optimalni bazické feSeni, nebo indikace, Ze ti¢elova funkce je na mnoziné vSech
ptipustnych feSeni shora neomezena, a tudiz optimalni feSeni neexistuje.

B e

Nasledujici tlohu LP feste pomoci dvoufazové simplexové metody
3 X1+ 2 X2+ x3—> MAX;
pfi omezenich

2X1+3X2+6X3<6,
4x1+2x3<10,
xi>0,i=1,23.

ReSeni:

1. faze:

w1 + w2 — MIN;

pii omezenich

2X1+3 X2+ 6Xx3+W1 =6,

4x1+2x3+w2=10,

Xi, Wj>0,i=1,23,j=1.2.

Optimalni zakladni feSeni = vychozi piipustné zakladni feSeni pro 2. fazi
(X1, X2, X3, W1,W2) = (2,4; 0; 0,2; 0; 0).

2. faze:
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3xX1+2 X2+ X3 > MAX;
pfi omezenich

2X1+3X2+6X3=6,
4x1+2x3=10,
xi>0,i=1,23.

Optimalni zakladni feSeni

(X1, X2, X3) = (2,5; 0,3; 0).

Vysledky provéite pomoci Resitele v Excelu.
|

e Co je to zékladni feseni?

e Kdy ma uloha LP optimalni feSeni?
e Jaky je zakladni princip simplexové metody?

B A

V této kapitole jste se zabyvali ulohami linearniho programovani (LP), které tvofi spe-
cialni tfidu uloh MP. Pfi studiu tloh LP nas zajimaly predevs§im tyto otazky: Jaké vlastnosti
uloh LP Ize vyuzit k vypoctim fesenti, tj. optimalniho feseni lohy LP? Za jakych podminek
ma uloha LP pfipustné feSeni, resp. optimalni feSeni? Jakou strukturu ma mnoZina vSech
ptipustnych feseni, resp. vSech optimalnich feseni tlohy LP?
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6 RESENIi OPTIMALIZACNICH ULOH V EXCELU

[@l[memymneomapmory ]

Tato kapitola demonstruje feseni vybranych iloh LP v doplitku Resitel programu Micro-
soft Excel. Po jejim prostudovani byste méli byt schopni samostatné vytesit podobné pro-
blémy LP.

Hlewewrrory ]

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e Vyfesit nutri¢ni problém v Excelu.
e Zadat rizné podminky v Resiteli.
e Zobrazit citlivostni zpravu.

_

Resitel, nutri¢ni problém, ucelova funkce, omezujici podminka, skalarni soucin.

6.1 Resitel

Optimaliza¢ni moduly v tabulkovych kalkulatorech naleznete ve vSech bézné pouziva-
nych verzich a jsou v podstaté totozné. Déle je proto nebudeme navzijem odliSovat a za-
méfime se na praci s nejpouzivanéj$im z nich s Resitelem (Solver) tabulkového kalkulatoru
MS Excel. Ten je ur€eny pro feSeni standardnich tloh matematického programovani. Je
tedy mozné tesit jak linearni, tak 1 nelinearni optimalizacni ulohy. My se vSak zamétime
pfedevS§im na ulohy linearniho programovani, které MS Excel rozsifuje o nékteré dalsi
moznosti. Nejvyrazn€j$i z nich je moznost feSeni uloh s podminkami celociselnosti - tzn.
n¢které nebo vSechny proménné modelu mohou byt definovany jako celociselné proménné.

Moznosti feseni tloh vétsich rozmért jsou v MS Excelu vyrazné omezené, proménnych
1 omezujicich podminek miize byt nejvyse nékolik set, pro nase tcely je to vSak dostacujici.
V praxi se vsak fesi ulohy LP o rozsahu nékolika milionti proménnych i omezujicich pod-
minek, k tomu uz zfejm¢e Excel nestac¢i a zde je nastesti k dispozici specializovany SW.

MS Excel je u nas rozsifen piedevsim v Ceské verzi. Setkat se 1ze vSak i s verzi anglic-
kou. Proto budeme v nésledujicim popisu uvazovat ¢eskou verzi a pro eventudlni uzivatele
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anglické verze budeme vsak uvadét (vétSinou v zavorkach) soucasné anglické ekvivalenty
pouzivanych terminti (zvyraznénych kurzivou).

Pro ilustraci feSeni llohy LP v Excelu pouZzijeme nasledujici ptiklad tlohy LP, tzv. nu-
tricni problém.

N

Denni davka vyzivy pro skupinu dospé€lych osob by méla mit energetickou hodnotu v
rozmezi od 15000 do 20000 kJ, méla by obsahovat minimalné 80 g bilkovin, 15 mg Zeleza
a 10000 jednotek vitaminu A. Pro zabezpeceni uvedenych pozadavki je k dispozici 8 za-
kladnich druhti potravin. Jejich sloZeni z hlediska uvazovanych komponent (vzdy na 100 g
dané potraviny) a jejich cena v K¢ za 100 g je uvedena v tabulce 6.1. V denni davce vyzivy
muze byt pfitom od kazdé potraviny maximalné 400 g a minimalné 100 g.

Cilem v dané uloze je nalezeni takové skladby vyzivy, ktera bude respektovat vSechny
vyse uvedené pozadavky a soucasné bude co nejlevnéjsi. V matematickém modelu tlohy
linearniho programovani bude ziejmé 8 proménnych, které budou vyjadfovat mnozstvi jed-
notlivych potravin ve stovkich graml v navrzené denni davce vyzivy. Kazda
z proménnych bude zdola i shora omezena (maximalni mnozstvi kazdé potraviny je 400 g,
minimalni mnozstvi je 100 g). Kazdé vyzivové komponenté bude odpovidat jedna omezu-
jici podminka (kromé energie, kde budou tyto podminky dv¢), ktera zabezpeci splnéni de-
finovanych pozadavki.

ReSeni:
Budeme vychazet z udaji v nasledujici tabulce:

Tabulka 6.1: Vstupni idaje pro tilohu LP (nutri¢ni problém)

Potravina Energie [kJ] Bilk. [g] Zelezo [mg] | Vit. A[jedn.] | Cena [K¢]
Maso vepr. 1200 18,4 3,1 20 12,00
Maslo 3000 0,6 0,2 2500 11,20
Chléb 1160 7,2 0,8 0 1,50
Brambory 300 1,6 0,6 40 0,70
Jablka 240 0,0 0,5 60 1,80
Syr eidam 1260 31,2 0,6 1100 10,60
Kuie 650 20,2 15 0 6,50
Jogurt bily 450 7,0 0,2 260 3,20

Matematicky model vypada tedy néasledovné:

12x1 +11,2X2 +1,5%3 +0,7X4 +1,8%5 +10,6Xs +6,5x7 +3,2Xg = MIN;

za podminek

1200x1 +3000x2 +1160x3 +300x4 +240x5 +1260xs +650x7 +450xs > 15000 ,
1200x1 +3000x2 +1160x3 +300x4 +240x5 +1260xs +650x7 +450xs < 20000 ,
+ 31,2x6 +20,2X7 +7,0xs > 80 ,

18,4x1
3,1x1

20x1  + 2500x2

+0,6x2 +7,2%X3+ 1,6X4
+0,2x2 +0,8x3 + 0,6xs + 0,55 + 0,6x6 + 1,5%x7 + 0,2xg> 15,
+ 40x4 + 60xs5 +1100xs

+260xg > 10000 ,
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1<xi<4,i=1,2,..8.

Pti feSeni konkrétni optimaliza¢ni ulohy v Excelu musi uzivatel nejprve pfipravit v ta-
bulce vstupni data. Jejich usporadani miize byt v podstaté libovolné, musi byt vSak dodr-
zena jista pravidla, ktera vyzaduje optimaliza¢ni modul.

Obr. 6.1 ukazuje, jak mohou byt ve tabulce Excelu rozvrzena vstupni data vySe uvede-
ného ptikladu. VétSina koeficientl ve spreadsheetu na Obr. 6.1 jsou pfimo zadané nume-
rické hodnoty — naptiklad v nasi Gloze se jedna o koeficienty, popisujici slozeni jednotli-
vych potravin (blok A9:H13), jejich cena (A3:H3), minimalni a maximalni pozadavky na
jednotlivé komponenty (M9:M13), dolni a horni meze pro pouziti jednotlivych potravin
(jsou soucasti zadani parametra fesitele. V matematickém modelu nasi ulohy bylo defino-
vano 8 proménnych. Ve spreadsheetu jsme pro tyto proménné rezervovali blok A7:H7 a
kazdé z téchto proménnych jsme piitadili pocatecni hodnotu 1 (viz Obr. 6.1).

e, problem L7 [Rezim Kompatbiy TR ctos0r Exce
WloZeni RozloZeni stranky Wzorce Data Revize Zobrazeni
- £ |
c D E F G H

11,2 1,6] 0,7] 18] 106] 65 32|

Brambory| Syr Jogurt c'X
1 1 1 1 1 1 47,5

Ax
3000 300 240 1260 650 450 energieD| 8260
-3000 -300 -240 1260 -650 -450 energieH| -8260
0,6 7,2 1,6 0 31,2 20,2 7 . bilkoviny 86,2
0,2 0,8 0,6 0,5 0,6 15 0,2 Zelezo 7,5
2500 0 40 60 1100 0 260 vitaminA 3980

M 4 b W[ Listl . Ciivostnizpraval _~ Limitnizprava1 | List2 List3 .~ ¥ m i
Pfipraven =] 100 % 9—0 @ L
| )

Obrazek 6.1: Upravena vstupni data pro ulohu LP — MS Excel

Aby bylo moZné ve spreadsheetu zapsat jednotlivé omezujici podminky, je tieba nej-
prve vyjadfit jejich levou stranu. Ta bude potom porovnana s konstantami na pravé strang.
Pro ilustraci uvazujme prvni omezujici podminku naseho piikladu (energeticka bilance —
dolni mez):

1200x1 +3000x2 +1160x3 +300x4 +240xs +1260xs +650x7 +450xs > 15 000.

Podobné vyjadiime druhou omezujici podminku naseho ptikladu (energeticka bilance —
horni mez). Abychom zachovali stejny smér nerovnosti, vynasobime nerovnici -1:

-1200x; -3000x2 -1160x3 -300x4 -240xs -1260xs -650%7 -450xg > -20 000.

Levé strana téchto omezeni je vlastné skalarnim soucinem vektoru strukturnich koefi-
cientli, které vyjadiuji energetickou vydatnost na 100 g jednotlivych potravin, s vektorem
proménnych modelu. Ve spreadsheetu na Obr. 6.1 se jedna o skalarni soucin fadkového
vektoru, ktery je umistén v bloku A9:H13 s vektorem v bloku A7:H7. V Excelu je na vy-
pocet skalarniho soucinu k dispozici funkce, kterou Ize v této souvislosti vyuzit. V ¢eské
verzi Excelu se jedna o funkci SOUCIN.SKALARNI(a;b), v anglické verzi je to
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SUMPRODUCT(a,b), kde a, b jsou bloky obsahujici vektory, pro které se ma vypocitat
skalarni soucin. Pro prvni vySe uvedené omezeni bude tedy leva strana vyjadiena jako

=SOUCIN.SKALARNIi(A9:H9;A7:H7).

Tento vzorec je ve spreadsheetu na Obr. 6.1 umistén v buiice K9. Podobné v buiikach
K10 az K13 jsou skalarni souciny vyjadiujici levé strany zbyvajicich omezeni (bilance
energie — horni mez, bilkovin, Zeleza a vitaminu A). Jaké vyrazy jsou zapsany v bunkach
K10, K11, K12 a K13, ukazuje ptehledné nasledujici tabulka:

omez. podminka | buiika Vzorec
Energie-horni mez | K10 =SOUCIN.SKALARNI(A10:H10;A7:H7)
bilkoviny K11 =SOUCIN.SKALARNI(A11:H11;A7:H7)
Zelezo K12 =SOUCIN.SKALARNI(A12:H12;A7:H7)
Vitamin A K13 =SOUCIN.SKALARNI(A13:H13;A7:H7)

Tabulka 6.2: Zapis omezujicich podminek ve spreadsheetu

Analogicky Ize namisto 5 funkci SOUCIN.SKALARNI pouzit jedenkrat funkci SOU-
CIN.MATIC. K tomu musi mit v§echny nerovnosti stejny smér.

Poslednim krokem pfi ptfipravé vstupnich dat ve spreadsheetu je definice optimalizac-
niho kritéria — i¢elové funkce. Toto kritérium musi byt zapsdno rovnéz ve tvaru vzorce a
umisténo do nékteré z bunck. V nasem ptikladu je Gi€elova funkce vyjadiena jako skalarni
soucin vektoru cenovych koeficientd (blok A3:H3) s vektorem proménnych (blok A7:H7).
Tento soucin zapiSeme pomoci funkce

=SOUCIN.SKALARNI(A3:H3;A7:H7).
Na Obr. 6.1 je tento vzorec umistén v bunice J7.

Po ukonceni pfipravy vstupnich dat 1ze aktivovat vlastni optimaliza¢ni modul. V Excelu
je k tomuto uéelu k dispozici polozka menu Data-ReSitel (Data-Solver). Pokud se polozka
Resitel v menu Data nevyskytuje, potom je dopInék Resitel tieba aktivovat. Od verze Ex-
celu 2007 se Resitel doinstaluje tak, Ze po kliknuti Tlagitka Office zvolite MoZnosti apli-
kace Excel, poté zvolite Dopliiky, vyberete Resitel a potvrdite OK. Resitele pak naleznete

vvvvvv

okn€ Parametry resitele, které je uzivateli zobrazeno, specifikovat pozadované informace.
Ukazka dialogového okna pro nas piiklad je na Obr. 6.2.

1. Kritérium optimality, tj. iiéelovd funkce (set objective). Jedna se o jedinou buriku
obsahujici vzorec, jejiz hodnota se bude optimalizovat. V nasi tloze je optimaliza¢ni krité-
rium obsaZeno v burce J7.

2. Charakter kritéria optimality, tj. hledat: max, min, hodnota (to: max, min, value
of). Zde se urdi to, zda se jedna o maximalizaci nebo minimalizaci u¢elové funkce nebo o
feSeni ulohy, ve které je cilem nalezeni pozadované urovné kritéria. K dispozici jsou moz-
nosti:

e maximalizace kritéria (max),
e minimalizace kritéria (min), coz odpovida nasi tloze,
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e dosazeni cilové hodnoty (value of) - pfi této volbé je tfeba dale zadat cilovou hod-
notu (value).

3. Oblast proménnych modelu, tj. proménné modelu (by changing variable cells). Na
Obr. 6.2 se jedna o oblast A7:H7.

4. Omezujici podminky (subject to the constraints)
Pti definici nového ¢i opraveé jiz diive zadaného omezeni musi uzivatel urcit tfi polozky:

e adresu buiiky obsahujici vzorec (cell reference), jehoz vysledek musi byt mensi,
vétsi nebo roven omezujici hodnoté; tento vzorec obsahuje v typickém ptipadé pro-
ménné modelu (odvolavky na butiky obsahujici proménné) nebo se muze jednat
pfimo o buiiku s proménnou — na Obr. 6.3 se jedna o buiiky v blocich K9:K13 a
M9:M13, anebo se jedna o buniky v bloku A7:H7, cozZ je vlastn¢ blok proménnych
(kvli definici dolnich a hornich mezi proménnych),

e typ omezeni, coz je jedna z moznosti <, =, >, celé (int), tj. podminka celociselnosti
nebo binarni (bin), tj. podminka, Ze proménné budou nabyvat pouze hodnot 0 nebo
1,

e omezujici hodnotu (constraint), ktera mtze byt reprezentovana bud’ bunkou obsa-
hujici numerickou hodnotu nebo miize byt pifimo vlozena z klavesnice jako kon-
stanta — na Obr. 6.3 jsou tyto hodnoty vloZeny na pravou stranu omezujicich podmi-
nek (hodnoty 4, 0, 1).

Parametry Resitele *

Uéelova funkce: 5I87

i

Hledat: () Max () Hodnota:

Proménne modelu:
SAST:SHST .3

Omezujici podminky:

SAST:SHS7 <=4 -
SAST:SHST >=1 Piidat
$K$9:5K513 >= SM$%:5MS513
Zménit
Odstranit

Vynulovat vie
Nacist nebo ulozit
Nastavit podminky nezapornosti

Vyberte metodu reseni: Simplexova metoda b Moznaosti

Metoda fedeni

Simplexovou metodu zvolte pro linearni optimalizacni problémy, Gradientni metodu pro hladké
nelinearni problémy a Evolucni algoritmus pro nehladké nelinearni problémy.

Obrazek 6.2: Parametry FeSitele

Dialogové okno, které se zobrazi pti postupném piidavani nebo dodate¢né upravé ome-
zujicich podminek, uvadime na Obr. 6.3.
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rzmé nit omezujici pﬂdmink. Iﬁ
Odkaz na burku; Omezujic podminka:
§K($9:SK5 13 ) = [v| =sMsz:sms13 B
| ok | [ stno | [ pidat | | Napovdda |

Obrazek 6.3: Zadavani omezujicich podminek

Omezujici podminky lze definovat bud’ samostatné nebo v bloku. Pokud jsou defino-
vany v bloku, potom vSechny buiiky bloku musi spliiovat stejnou zadanou relaci <, > nebo
=. V pfipadé¢, Ze se jedna o stejnou hodnotu pravych stran, napt. 0, (nebo 4, ptipadné 1),
pak stac¢i vlozit jedinou hodnotu. Kompletni podoba omezujicich podminek pro nas ilu-
stra¢ni priklad je ziejmé z Obr. 6.2. Kdyby bylo tfeba doplnit soustavu omezujicich pod-
minek o podminky celociselnosti pro vSechny proménné (v nasSem ilustraénim piikladu to
potfebné neni), sta¢i tuto soustavu rozsitit o omezeni ve tvaru A7:H7 celé (omezujici pod-
minka se v tomto piipadé pochopiteln¢ neuvadi).

5. Nastavit podminky nezdpornosti (make unconstrained variables non-negative) je
dvoupolohovy pfepinac, jehoz zapnuti mé za nésledek, ze jsou pii vypoctu automaticky
uvazovany podminky nezépornosti. Tyto podminky se potom nezadavaji mezi béznymi
omezujicimi podminkami. Pti feSeni béznych tloh linearniho programovani doporucujeme
zapnout tuto volbu.

6. Vyberte metodu i'eSeni (select a solving method) nabizi 3 metody (gradientni metoda,
simplexova metoda a evoluéni algoritmus). Pfi feSeni uloh linearniho programovani je ro-
zumné zvolit simplexovou metodu (standardné je vybrana gradientni). Pokud je ponechano
standardni nastaveni (tj. gradientni metoda), potom to vede u linearnich tloh k vyraznému
prodlouzeni doby zpracovani a k jiné podobé¢ vystupu vysledkil, neZ bude uvedeno déle.
Pro linearni ptipad pouziva totiz systém k vypoctu standardni simplexovou metodu, resp.
metodu vétveni a mezi pro feSeni tloh LP s podminkami celo¢iselnosti. Pro feSeni neline-
arnich modela je pouZit blize nespecifikovany iteracni postup — jistd podoba gradientni
metody. V piipad¢ feSeni nelinearnich uloh s mnoha lokalnimi extrémy muze byt uzite¢né
zvolit evolucni algoritmus, ktery je sice pomalejsi, ale ma lepsi predpoklady pro nalezené
globalniho extrému.

Pti zpracovani konkrétni optimaliza¢ni ulohy mtze byt dilezité nastaveni urcitych pa-
rametril. Toto nastaveni se provadi pomoci polozky Moznosti (options), ktera je soucasti
okna parametry resitele (Obr. 6.2). Po aktivaci této polozky je zobrazeno dialogové okno
moznosti resitele (viz Obr. 6.4). Z uzivatelského hlediska postaci zminit se pouze o vybra-
nych polozkach, uvedenych v tomto okné:

71



Reseni optimalizacénich viloh v Excelu

MaozZnosti ? Dt |
I
VEechny metody | Gradientni metoda | Evoluéni algoritmus ]

Pfesnost omezujici podminky: 0,00000 1]

O poutit automatické méfitko
[ zobrazovat wysledky iteraci
ReZeni s celotiselnymi omezujicimi podminkami
O 1gnorovat celoéiselné omezujici podminky
Optimalita celych Eisel (%): 1
Omezeni fedeni
Maximalni €as (sekundy)
Iterace:
Evoluéni algoritmus a celoéiselné omezujici podminky:
Maximalni potet diltich problémd:

Maximalni poéet pfipustnych feSeni:

OK Sterno ‘

Obrazek 6.4: Dialogové okno mozZnosti FeSitele

1. Pitesnost omezujici podminky (constraint precision) je konstanta, ktera udava pies-
nost, se kterou musi souhlasit levé4 a prava strana omezujici podminky tak, aby byla pova-
Zovéna tato podminka za splnénou. Tato konstanta ma vyznam piedevSim u nelinearnich
optimalizac¢nich uloh, kterymi se zde podrobnéji nezabyvame. Je to hodnota blizka nule
(standardni nastaveni je 0,000001). Jeji zvySeni muze vést ke zrychleni vypoctu, ale ke
sniZeni pfesnosti vysledk.

2. Optimalita celych Cisel (integer optimality) je procentni odchylka pro celociselné fe-
Seni. ZvySeni tolerance vede zpravidla ke sniZzeni doby vypoctu celo€iselného feseni. Toto
sniZeni je vSak na ukor pfesnosti. Pro tlohy, ve kterych nejsou definovany podminky celo-
Ciselnosti, nema tato konstanta Zadny vyznam.

3. Maximalni ¢as (max time) zpracovani. Je to hodnota ve vtefinach (standardné je na-
staveno 100), po jejimZ uplynuti je vypocet pferusen. UZivatel ma potom moznost ve vy-
poctu dale pokracovat nebo jej definitivné ukoncit. Maximalni ¢as zpracovani mize byt
nastaven az na 32767 vtefin (tj. cca 9 hod.).

4. Iterace (iterations) je pocet iteraci, po jejimz uplynuti je vypocet pieruSen a uzivateli
je nabidnuto feSeni z posledni iterace. UZivatel se poté miize opet rozhodnout o pokraco-
vani vypoctu nebo o jeho ukonceni. Limitni pocet iteraci mize byt nastaven az na hodnotu
32767. U obou uvedenych limiti je vSak tfteba podotknout, zZe u vétSiny béznych uloh staci
standardné€ nastavené hodnoty a neni je tedy nezbytné nijak ménit.

Po definici vSech potiebnych udajii v dialogovém okné parametry resitele, ptipadné v
okné moznosti Fesitele je mozné spustit zpracovani pomoci tladitka Fesit (solve). Vlastni
vypocet muze trvat, v zavislosti na rozsahu feSené tlohy, na tom, zda jsou ¢i nejsou v mo-
delu zahrnuty podminky celociselnosti a na rychlosti pocitace pouzitého pro zpracovani, i

n¢kolik minut. U béznych skolnich uloh, ve kterych byva pouze nékolik mélo proménnych
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a omezujicich podminek, je vSak vysledek zpracovani k dispozici takika okamzité. Po
ukonceni vypoctu je zobrazeno dialogové okno (Obr. 6.5), ve kterém je informace, zda bylo
¢i nebylo nalezeno fesSeni splitujici vSechny omezujici podminky (optimalni feSeni). Uzi-
vatel mé& potom moznost zvolit, zda si pieje uchovat vypoctené feseni nebo vratit ptivodni
hodnoty. Typicka volba bude nejCastéji uchovat reseni. V takovém piipad¢ jsou optimalni
hodnoty proménnych umistény do bloku proménnych a v ndvaznosti na to je vypoctena
optimalni hodnota ucelové funkce. Kromé této zakladni podoby vystupu si mize (ale ne-
musi) uzivatel dale zvolit vystup podrobnéjsich informaci. Sta¢i, kdyz v dialogovém okné
vysledky reseni oznaci nékteré (nebo vSechny)

Zprdva (reports): Kazda z vybranych zprav je potom umisténa do automaticky vygene-
rovaného samostatného listu. K dispozici jsou tfi druhy “zprav’:

Resitel nalezl fedeni, které splfiuje viechny omezujic
podminky. Zprava

Vysledkova
Citlivostni
Lirnitni

() Obnovit plvodni hodnoty

K, ] [ Storno ] [ Lllodit scénar ... ] [ Mapovéda

Obrazek 6.5: Dialogové okno vysledky FeSeni

1. Vysledkova zprdava (answer report), se objevi na novém listu s nazvem Vysledkova
zprava. Obsahuje jednak informace o piivodnich a kone¢nych hodnotach optimaliza¢niho
kritéria a proménnych modelu a jednak informace o vztahu levé a pravé strany omezujicich
podminek. Pro vSechny prvky modelu (kritérium optimality, proménné, omezeni) je zde
rovnéz odkaz na odpovidajici buniky spreadsheetu.

Mutricni problem LP [Rezim kompatibility] - Microsoft Excel

RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni

- e | =SOUCIN.SKALARNI(A3:H3;A7:H7)

D E F G

11,2] 1,5] 0,7] 1,8 108] 65| 3.2

Brambory| Jablka Syr cC'X
3,28 4,00 4,00 1,00 91,64

3000 300 240 1260 energieD

-3000 -300 -240 1260 energieH
06 1,6 0 312 . |bilkoviny
02 08 0,6 05 06 Zelezo

13 2500 0 40 60 1100 vitaminA

14

M 4 b M| Listl -~ Citlivostnizoréva 1~ Limtnizprava 1 | List2 -~ List3

Fiipraven

2
3
4
5
6
7
8
9
10
1

]

Obrazek 6.6: Optimalni FeSeni
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O rnpatibili
¥ Ciad
Comd | VloZeni  RozloZeni stranky  Vzorce Data  Revize Zobrazeni ® - =T x
A2 - f | ¥
a] B G ] E F G H I =
1 | Microsoft Excel 12.0 Vysledkova zprava e
2
3 MEstavovans bufks {Mlin}
4 Bunka MNazev Pudwodni hodnota Koneéna hodnota
5 PJET c.x 91,64 91,64
L]
T
£ |MEnéns bufky
] Bunka MNazev Pdwodni hodnota Konetna hodnota
10 FAST  Maso 1,65 1,65
11 $BET  Mask 3,28 3,28
12 3C3T  Chkb 3.14 3,14
13 F0F7  Brambony 4 D 4 00
14 FEET  Jablka 4,00 4,00
15| 3$FET S 1,00 1,00
18 3637 Kufe 1,00 1,00
17 FHET Jcﬂurt 1,00 1,00
18
19
20 | Ornezuiici poedinnd riky 1]
21 Bunka MNazev  Hodnota buiky Vzorec Stav  Odchylka =
22| MBS energieD Ax 20000 FHIS==EMED Heplat ]
23| 3KF10 energieH Ax -20000 FHI10E=3ME10 Plsti [4]
24| KB halkoviny Ax 115,8437545 SK3117=3M311  Neplst 395437548
25| 3KE1Z Zelezo Ax 15 SKF1Z==3MF12 Plsti [4]
28| ZKB13 vitamind Ax 10000 FKF13==FMF12 Flsti [4]
27| PAST  Maso 1,656 BAFT<=4 MWeplsti 2, 34558855
28| 3BET  Misk 3,25 3B3T<=4 Neplsti 0,71723531
s IC3T  Chkb 3,14 FC3T==4 Meplati  0,B5654325
30| 3037 Brambony 4.00 30FT==4 Flati [
| FEFT  Jablka 4,00 FEFT==4 Plsti [4]
32| 3FET  Syr 1,00 3F3T=<=4 Meplati ]
33| IGET  Kuie 1.00 FEFT<=4 Meplati 3
24| BHET Jogurt 1,00 §HET==4 Heplat 3
35| BART  Maso 165 BAFT>=1 Meplati 0,65
35| 3BT Mask 3,28 3E3T==1 Neplat 2,38
ar IC3T  Chkb 3,14 FC3T==1 Meplati Z,.14
3% | 3037 Brambony 400 3DFT==1 Heplat 3,00
] FEET  Jablka 4,00 FEFT==1 Meplati 3,00
40 | 3FET  Syr 1,00 $F3T>==1 Plati 0,00
41 3637 Kufe 1,00 FGE3T==1 Plsti 0,00
42| 3HST Jogunt 1.00 $HST>=1 Flati 0.00
43 -
M Ak M List] ysledkova zprava 1 - List2 |l [
Pripraven | £ [E B +

Obrazek 6.7: Vysledkova zprava

Citlivostni zprdva (sensitivity report) se objevi na novém listu s nazvem Citlivostni
zprava. Obsahuje intervaly stability pro cenové koeficienty (v ¢eské verzi MS Excelu je
termin cenovy koeficient chybné ptelozen jako ukolovy koeficient) a pro hodnoty pravé
strany omezujicich podminek. V prvni tabulce této zpravy (viz Obr. 6.8) je pro kazdou
proménnou uveden jeji nazev, hodnota, redukovany cenovy koeficient (snizené ndklady),
cenovy (cilovy) koeficient a interval stability pro tento koeficient, ktery je definovany po-
volenym nartstem a poklesem. Tento interval stability urCuje, v jakém rozmezi se muze
meénit cenovy koeficient, aniz by se zménilo optimalni feSeni ulohy. Druha tabulka citli-
vostni zpravy obsahuje pro kazdou omezujici podminku jeji nazev, hodnotu levé a pravé
strany (konecna hodnota a prava strana podminky), stinovou cenu a interval stability pro

hodnotu pravé strany ve formé povoleného nartstu a poklesu.
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Mutricni preblem LP [Refim kompatibility] - Microsoft Exce

VioZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni

% |

c D
Microsoft Excel 12.0 Citlivostni zprava

Ménéné buriky

Konetna Snizené Cilovy Povoleny  Povoleny

Bunka Nazev hodnota naklady koeficient narist pokles

$AST  Maso 1,65 0,00 12 1,918940983 2 466636059
$BE7 Maslo 3,28 0,00 11,2 7,387078435 15,91396055
$CE7  Chléb 34 0,00 1,6 1,A75238833 10,89605693
$D%7  Brambory 4,00 -1.73 0,7 1,72645115 1E+30
SES7  Jablka 4,00 -0.41 1,8 0,409076546 1E+30
SFET  Syr 1.00 3.24 10.6 1E+30 3.236017343
BGET Kuie 1,00 0,88 6.5 1E+30 0,882323589
$HET  Jogurt 1,00 1,48 32 1E+30 1,475080201

Omezujici podminky

Koneéna Stinova  Omezujici podminka Povoleny  Povoleny
Buiika Nazev hodnota cena Prava strana narust pokles
5K39  energieD Ax 20000 0 15000 5000 1E+30
$K$10 energieH Ax -20000  0,00183946 -20000 1835,569326 733.5089078
SK311 bilkoviny Ax  119,8437546 0 80  39,8437546 1E+30
SKE12 Zelezo Ax 15 4542216916 15 4.,836163265 1.496882759
$K$13 vitaminA Ax 10000 0,008323975 10000 1569,350993 627.1258278

Piipraven |

Obrazek 6.8: Citlivostni zprava
3. Limitni zprdva (limit report) se objevi na novém listu s nazvem Limitni zprava.

Uvadi, jak se méni hodnota optimaliza¢niho kritéria pii zméné¢ hodnot proménnych v za-
danych mezich.
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(a = ut ro Rezim kompatibili ICroso =
I Domi VioZeni  RozloZenistrinky  Vzorce  Data  Revize Zobrazeni & - & X
A2 - fe | ¥
Al B C D E| F G H | J K N
1 |Microsoft Excel 12.0 Limitni zprava
2
3 E! Nazev
4 Buiika cilové buitky Hodnota
g 3BT c.ox 91,64
b
7
8 Nazev Dolni  Cilovy Horni  Cilowy A
9 Buitka ménéné buiky Hodnota mez vysledek mez vysledek 1
101 3AST  Maso 1,65 1,65 91,64 1,65 91,64
11 $B%  Maslo 3,28 3,28 91,64 3,28 91,64
12 $CE Chléb 3,14 314 91,64 314 91,64
13| 3D%7  Brambory 4,00 4,00 91,64 4,00 91,64
14 | JE$7  Jablka 4,00 4,00 91,64 4,00 91,64
15| SFS7 Syr 1,00 1,00 91,64 1,00 91,64
16| BGHT  Kufe 1,00 1,00 91,64 1,00 91,64
17 $HE  Jogurt 1,00 1,00 91,64 1,00 91,64
18
M 4 v M| Listl - Vysledkova zprava 1 Citlivostni zpra{ [l m |
Fiipraven =zl ]| = [ +

Obrazek 6.9: Limitni zprava

V tabulce na Obr. 6.9 jsou k dispozici podrobné vysledky optimalizace naseho piikladu.
Pro uplnost budeme tyto vysledky interpretovat:

e v denni davce bude 165 veprového masa, 328 masla, 314chleba, po 400 g brambor
a jablek a po 100 g eidamu, jogurtu a kutfeciho masa,

e pokud by se cena potravin snizila/zvysila alespont o hodnotu redukovanych cen (re-
dukovany gradient), potom by bylo efektivni mit tyto potraviny v navrhu ve mnoz-
stvi vy$§im neZ minimalnim pfipadné niz§im nezZ maximalnim (napft. pokud by cena
u eidamu klesla z 10,60 K¢ minimalné o 3,24 K¢, potom by byl tento syr v navrhu
ve vys§im mnozstvi nez 100 g),

e energie je v navrhu vyzivy na horni hranici, tj. 20000 kJ, bilkoviny jsou piekroceny
0 39,8 g, zelezo a vitamin A jsou pfesn¢ na minimalné pozadovaném mnozstvi,

e cena navrzené davky vyzivy je priblizné 91,60 K¢; pozadavek na zvySeni obsahu
zeleza o 1 mg povede ke zvySeni celkové ceny o 4,24 K¢ (stinova cena pro Zelezo);
podobné pro vitamin A — pozadavek na zvySeni o 1000 jednotek povede ke zvySeni
ceny denni davky o 6,32 K¢.

Vlastnosti optimalizaéniho modulu v Excelu nejsou nijak mimotadné. Vypocetni zku-
Senosti vSak ukazuji, Ze pii jisté davce trpelivosti 1ze pomoci tohoto modulu zpracovat po-
meérné spolehlivé 1 tlohy LP s meznimi rozméry (200 proménnych, 200 omezeni) za pied-
pokladu, Ze model neobsahuje podminky celociselnosti.
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N 7]

Co reprezentuji pravé strany omezujicich podminek u nutriéniho problému?

e Jak zménime v ReSiteli maximaliza¢ni ucelovou funkci na minimaliza¢ni?

|
K feseni konkrétnich tloh jste se nauéili pouzivat Excel — Resitel, ktery ma v sobé mimo
jiné zabudovan znamy Simplexovy algoritmus. Na ptikladu konkrétni ilohy — sméSovaciho
problému (tzv. nutricniho problému) jste se podrobné sezndmili se vS§emi moznostmi a

funkcemi Resitele. V piisti kapitole se budete vénovat je§té specialnim skupindm tloh LP:
dopravnim a pfifazovacim problémim.



Dualita, Dopravni a prirazovaci problém

7 DUALITA, DOPRAVNI A PRIRAZOVACI PROBLEM

[@l[memymneomapmory ]

Dualita ma v linearnim programovani zna¢ny vyznam. Vzpomeite si na Glohu optimal-
niho vyrobniho pldnovani v kapitole 1. Matematicky model této ulohy vychazel ze 3 typt
vstupnich udaji: koeficientl jednotkovych ziskl ¢j jednotlivych vyrobnich procest (vy-
robk), disponibilnich mnozstvi jednotlivych zdroji bj a matice technologickych koefi-
cienti ajj, které predstavuji mérné spotieby danych zdroji v jednotlivych vyrobnich proce-
sech. Z téchto vstupnich udajii 1ze sestavit dva sice odli$né, avSak vzdjemné piibuzné mo-
dely LP, které¢ oznacujeme jako dudlné sdruzené ulohy LP. Prvni z nich nazyvame primarni
uloha LP, druhou dudlni uloha LP. Vyznamn4 je zejména ekonomicka interpretace feSeni
duélni Glohy ve vztahu k feSeni ulohy primarni. Casto je, v zavislosti na cilech analyzy,
Duality se také vyuziva v tzv. postoptimaliza¢ni analyze, ktera se zabyva dopady zmén
vstupnich Gdajii na optimalni feSeni. Déle se v této kapitole budete zabyvat specialnimi a
zaroven velmi praktickymi tllohami linedrniho programovani, konkrétné¢ dopravnim a pfi-
fazovacim problémem, jejich matematickymi modely a zpiisobem jejich feSeni v Excelu —
Resiteli.

Hlewearmar ]

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

Vytvofit dualni tlohu z libovolné tlohy linearniho programovani.
Definovat zékladni vztahy mezi primarni a dualni Glohou.
Vysvétlit ekonomickou interpretaci dudlni tlohy.

Vytesit dopravni a pfifazovaci problém v Excelu.

|
_

Dualita, ptipustné feseni, optimalni feSeni, intervaly stability, dopravni problém, pfifa-
zovaci problém.

7.1 Dualita jako vztah mezi dvéma ulohami linearniho programo-
vani

Linearni funkce jsou soucasné konvexni i konkavni na celém prostoru R". Proto je pod-
minka regularity formulovana ve znéni véty 4-6 trividln€ splnéna, nebot’ funkce ve vSech
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omezujicich podminkach jsou linearni. Podle véty 4-6 potom tedy existuje nezaporny sed-
lovy bod Lagrangianu ulohy (4-6), (4-8). Vektorovy zapis tilohy (4-6) — (4-8) je nasledujici:

(P) c'x = MAX; (7-1)
pii omezenich
Ax<b,x=20. (7-2)

Ulohu (P) oznadujeme jako primérni tloha LP. Lagrangidan k priméarni uloze (P) je podle
definice:

F(xy) =c™X +y'(b - AX)

Kuhn-Tuckerovy (KT) podminky z véty 4-7 jsou pro tento Lagrangian nasledujici

VyF(X,y)=b-Ax20,x20. & Ax<b,x>0.

ViF(xy)=c-Aly<0,y>0. < ATy>¢c,y>0.

Prvni KT podminka pfedstavuje omezujici podminky primarni tlohy (P). Druhd KT
podminka definuje omezujici podminky jiné ulohy LP, kterou nazyvame dualni uloha LP,
konkrétné jde o tilohu LP s vektorem proménnych yeR™:

(D) by — MIN; (7-3)
pii omezenich
ATy >c,y=>0. (7-4)

Dualitou v ulohach linearniho programovani rozumime vzajemny, pfesné definovany
vztah mezi dvojici tloh linedrniho programovani.

Dulezity je fakt, ze dualita uloh (7-1), (7-2) a (7-3), (7-4) je vzajemné symetrickym
vztahem obou uloh. Proto v této souvislosti pouzivame pro dvojici uvedenych uloh LP ter-
min dvojice dudlné sdruZenych uloh LP.

Formulace dudlni ulohy k primarni uloze zavisi na tvaru primarni ulohy, tj. na tom, zda
je primarni uloha v obecném tvaru z Tab. 7.1, nebo nikoliv. Podle toho budeme rozliSovat
dva ptipady — soumérnou a nesoumérnou dualitu.

Soumérna dualita — maticovy zapis:

Primarni uloha Dualni uloha
maximalizovat minimalizovat
z=c' X f=h'y
Ax<b ATy>c
X=0 y>0

Tabulka 7.1: Definice soumérné duality — maticovy zapis
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Primarni dloha

Dualni uloha

maximalizovat

minimalizovat

i
z=>¢c;x,
J=l

i
Zﬂ;-.--"?.- <b., 1=12,....m
=

‘xJ_.EU, Jj=12.....n v, 20, 1=12.....m

Tabulka 7.2: Definice soumérné duality — obycejny zapis

Z vyse uvedenych tabulek je zfejmé, Ze dudlni iloha ma jiny vektor proménnych nez
uloha primarni. Oznacili jsme jej y a jedna se o m-slozkovy vektor, tj. vektor, ktery ma tolik
slozek, kolik méla primarni tlloha vlastnich omezeni.

Transformace primarni ulohy na tlohu duélni probiha v téchto krocich:

e Maximalizace ucelové funkce se méni na minimalizaci, popi. naopak,

e ke kazdému vlastnimu omezeni (P) pfifadime jednu dualni proménnou i, i = 1, 2,
..., ma dale podminku y; 2 0,
e ke kazdé proménné xj, j =1, 2, ..., n, (P) pfitadime vlastni omezeni dualni tlohy,

e matice strukturnich koeficientti (D) je rovna transponované matici téchto koeficienti
(P),

e koeficienty pravé strany (D) jsou shodné s koeficienty ucelové funkce (P) a naopak,

e smysl nerovnosti vlastnich omezeni se v (D) méni na opacny!

e u soumérné duality byla v tloze s maximalizaci G€elové funkce vSechna vlastni

omezeni ve tvaru nerovnic se smyslem nerovnosti ,,<*,
e pro v§echny proménné platily podminky nezapornosti.

Formulaci dualné sdruzené ulohy k uloze LP ,,Krmné smési* z kap. 1 vidite v Tab. 7.3.

Primarni uloha

Dualni uloha

maximalizovat
Z= ZUUUI] + 3{]0013

minimalizovat

£ =270y, +100y, + 60y,

0,9x, +0,3x, <270

0.9y, +0.1y; = 2000

0,5x, =100 0.3y, +0,5y, +0,2y; =3000
01x, +0,2x, =60
x, =0 ¥ =0
x, 20 ¥, 20
¥; 20

Tabulka 7.3: Dualné soumérné ulohy

Dle vyse uvedenych kroki vidite, ze:
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e primarni uloha je maximaliza¢ni, proto dudlni tloha je lohou minimaliza¢ni,

e primarni uloha ma 2 proménné X1, Xz,

e protoze primarni tloha méla tfi vlastni omezeni, ma duélni uloha tfi nezaporné pro-
ménné Y1, Y, Y3,

e kazdé podmince nezapornosti primarni lohy odpovida jedno vlastni omezeni dudlni
ulohy vytvofené z transponované matice strukturnich koeficientd,

e 7znak nerovnosti ve vlastnich omezenich se zménil z > na <,

e cenové koeficienty z primarni tlohy ptesly na praveé strany vlastnich omezeni dudlni
ulohy a naopak, pravé strany omezeni primarni ulohy se staly koeficienty ucelové
funkce dudlni ulohy.

Pii definovani soumérné duality jsme uvazovali model LP pouze ve tvaru (7-1), (7-2),
viz téz Tab. 7.1, kdy v tlloze s maximalizaci i¢elové funkce byla vSechna vlastni omezeni
ve tvaru nerovnic se znakem nerovnosti < a pro v§echny proménné platily podminky neza-
pornosti. V redlnych tllohach LP se vSak vyskytuji jina vlastni omezeni nez uvedené nerov-
nice a v§echny proménné rovnéz nemusi byt v praxi nezaporné.

Pokud se v omezujicich podminkach vyskytne nerovnice s opaénym znakem nerovnosti,
1ze ji snadno vynasobenim —1 pievést do pozadovaného tvaru. Podivejme se nyni blize na
situaci, kdy se v primarni tloze bude vyskytovat vlastni omezeni ve tvaru rovnosti. Sesta-
veni dudlni tlohy budeme demonstrovat na ptikladu krmné smési, kde ve 3. vlastnim ome-
zeni uvazujeme namisto nerovnosti < rovnost =.

S

K uloze LP
2000x1 + 3000x2 > MAX;

za podminek

0,9%1 + 0,3x2 <270
0,5%2 < 100

0,1x1 + 0,2x2 = 60
X1>0

X2>0

sestavte tlohu dudlni.
Reseni:
Protoze jde v piikladu o maximalizaci ucelové funkce, je tieba, aby vS§echny omezujici

podminky byly nerovnice se znakem nerovnosti <. Prvni dvé omezeni tento pozadavek
spliiuji. U tfetiho omezeni 1ze podminku ve tvaru rovnosti rozlozit na dvé nerovnice:

0,1x1 + 0,2x2 <60 a 0,1x1 + 0,2x2 > 60

81



Dualita, Dopravni a prirazovaci problém

Abychom tlohu pfevedli do vhodného tvaru podle Tab. 7.1, resp. 7.2, zbyva jesté dru-
hou z téchto nerovnic vynasobit ¢islem —1. Obdrzime novou ulohu:

2000x; + 3000x2 —> MAX;
za podminek

0.9x, +0,3x, <270
0.5x, <100
0.1x, +0,2x, < 60
~0,1x, —0,2x, <—60
x, =0

x, =20

Piivodni soustava tii vlastnich omezeni se tak rozsitila na soustavu ¢tyf omezeni. Duélni
uloha bude proto obsahovat 4 proménng, oznac¢ime je Y1, Y2, Y3°, Y3°. Dudlni tloha je tedy
nasledujici:

f =270y, +100y, + 60(yé —~ y;)—> min
za podminek

0.9y, +0,1(y% — y7)=2000
0,3y, + 0,5y, +0,2(y} — »7)>3000
y, 20
v, 20
yi 20
yi20

Pti sestavovani dudlni ulohy jsme imysln¢ provedli drobnou upravu tim, Ze jsme vytkli
stejné koeficienty v ucelové funkci 1 v omezujicich podminkach, a to tak, ze v zavorce

ziistal vzdy rozdil dualnich proménnych Y, — Yy . Oznaéite-li nyni Y, = Y, — Y5, mitzete du-
alni tlohu zjednodusit: dosadite za vyrazy v zavorkach novou proménnou Y;, a protoze
rozdil dvou nezapornych ¢isel mize byt jak nezaporny, tak zaporny, vypustime z modelu
omezeni nezapornosti y'3 >0 a y; > 0. Na novou proménnou Y, tedy neklademe omezeni

nezapornosti. Vyslednou primarni a také duélni llohu nyni vidite v Tab. 7.4.

Primarni uloha Dualni uloha
maximalizovat minimalizovat
7= EUUUA;] + 30{]013 f = ETUJ:] + II[JI[]J«'2 + 60;»‘3
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0.9x, +0,3x, = 270 0.9y, + 0.1y, = 2000
0,5x, =100 0.3y, +0.,5y, +0,2y; =3000
0.1x; + 0.2x, = 60
=0 ¥ =0
X, 20 ¥, 20
¥; — libovolné

Tabulka 7.4: Dualné nesoumérné ilohy

7.2 Vztahy mezi (P) a (D) ulohou LP

Hlavni vyznam duality spoc¢iva ve vzajemnych vztazich, které plati mezi primarni a du-
alni lohou. Formulujeme je ve formé 6 matematickych vét:

earn M

Duélni uloha k duélni tloze LP je tiloha primarni.

I

Maji-li obé ulohy (P) a (D) piipustné feSeni, pak maji také feSeni optimalni.

s V]

Je-li x libovolné pFipustné Feseni tlohy (P) ay libovolné pFipustné FeSeni ulohy (D),
pak platic'x <b'y.

eare V]

Plati-li ¢"™x = b'y, pro ptipustna feseni X a y, pak X je optimalni ¥eSeni ulohy (P) a y je
optimalni FeSeni tlohy (D).
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[v]

Ma-li jedna z tloh (P) a (D) pripustné FeSeni, ale nema FeSeni optimalni, pak druha

uloha nema zZadné pripustné reSeni.

[v]

Ma-li jedna z tloh (P) a (D) optimalni feSeni, ma jej také druha tloha, pficemz plati, Ze

hodnoty ucelovych funkeci jsou stejné.

Dllsesemiionara ]

84

Na piikladu primarni a dualni Glohy demonstrujte véty 7-3 a 7-6.
Reseni:

(P)

3 X1+ 2x2 +x3—> MAX;

pii omezenich

2X1+3X2+6x3<6
4 X1 +2x3<10
Xi>0

(D)
6y + 10y, — MIN;
pii omezenich

2y1+4y,>3
3y1 >2
6yi+2y.>1
yj>0

Ptipustna feseni (napf.):
x"=(1;0;0),y"=(1;1). Potom 3.1+2.0+0 =3 < 16 = 6.1+10.1 .

Optimalni feseni:
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x*T=(2,5;0,33;0),y*"=(0,67;0,42), c'x* = h'y* = 8,17.

Ob¢ ulohy maji ptipustné, a tedy i optimalni feseni, pfi¢emz hodnoty tcelovych funkci
ulohy (P) i ulohy (D) jsou stejné.

7.3 Ekonomicka interpretace duality

Ekonomicka interpretace feSeni dudlniho modelu velmi té€sné€ souvisi s interpretaci pri-
marniho modelu. VSechny tvahy budeme demonstrovat na konkrétnim ptikladu vyrobniho
planovani z kapitoly 1. Primdrni a dudlni model tohoto problému je uveden v Tab. 7.3.
Nejdiive si pfipomeiite jednotlivé prvky primarniho modelu:

X1 mnozstvi vyrobené smési I,

X2 mnozstvi vyrobené smési II,

z celkovy zisk, z =1 020 000,- K&,

b1 disponibilni kapacita ryze, b1 = 270,

b2 disponibilni kapacita pSenice, b = 100,

bz disponibilni kapacita vloc¢ek, bz = 60,

X" optimdlni vyrobni program (vektor), X" = (240;180).

Oznaéme Y~ optimalni feSeni dualni tilohy. Snadno zjistite (napf. za pouziti Excelu), ze
« (2
y :(g,O,MOOOJ

Podle hlavni véty o dualité plati:
z=c'x" =b'y’,
tedy

z2=270- @ +100-0+60-14000 =1020000.

Jinak feceno, celkovy zisk z vyroby lze vyjadfit jako soucin kapacit jednotlivych zdroji
a hodnot dudlnich proménnych. Dualni proménné mizeme tedy interpretovat jako oce-
néni jednotky prisluSného zdroje. Jedna se vSak o marginalni ocenéni kapacit, to zna-
mena nejvyssi cenu jednotky vyuzitého zdroje, za kterou se jesté ,,vyplati“ nakoupit tento
zdroj, nebot’ ptirtistek ucelové funkce (napf. zisk) je vyssi. Jinak feceno, jestlize je skutecna
cena jednotky takového zdroje mensi nez marginalni ocenéni, vyplati se rozsitit vyrobu
nakupem tohoto zdroje. Hodnota marginalniho (duélniho) ocenéni se nazyva stinova cena
(anglicky: shadow price) nebo také naklady obétované prilezitosti (anglicky: opportunity
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costs). Proto také nevycerpany zdroj ma nulovou hodnotu duélni proménné, tj. nulovou
stinovou cenu. Jeho zvySeni o jednotku totiz nezpusobi zvyseni zisku.

Napiiklad jednotka 1. zdroje (ryze) se podili na celkovém zisku hodnotou 666,67 K¢.
Hodnota y> = 0 znamena, ze se 2. zdroj (pSenice) na zisku piimo nepodili. Tento zdroj neni
pln¢€ vyuzit, jeho zvyseni o jednotku nezpusobi zvyseni hodnoty ucelové funkce.

Znalost hodnot duélnich proménnych ndm pomuze nalézt odpoveéd’ na otdzku: Jak se
zméni hodnota ucelové funkce (zisk), jestlize se kapacita ryze zvysi o jednotku? Odpoved
bude prosta: zméni se o hodnotu pfislusné dualni proménné, v nasem piipadé o y1 = 2000/3.

Protoze y» = 0, zména kapacit u 2. zdroje nema na vysledny zisk vliv. Jisté¢ vas vSak
ihned napadne, Ze kdyby kapacita pSenice vyrazné poklesla, stala by se pak nedostatkovou,
a to by jisté celkovy zisk ovlivnilo. Znamena to, Ze hodnoty dualnich proménnych je nutné
uvazovat jen v ramei urcitych intervali stability pro kapacity jednotlivych zdrojt, obecné
pak pro hodnoty pravych stran vlastnich omezeni.

Podle hlavni véty o dualité plati:
7% = CTX* - bTy*,
z* =270-666,67 + 100-0 + 60-14000 = 1020000.

Je-li skute¢na cena jednotky zdroje mensi nez stinova cena, vyplati se rozsifit vyrobu
nakupem tohoto zdroje. Stinova cena predstavuje naklady ob&tované ptilezitosti: nevycer-
pany zdroj ma nulovou hodnotu duélni proménné, tj. nulovou stinovou cenu. Jeho zvySeni
o jednotku proto nezplisobi zvySeni zisku! Jestlize se tedy kapacita ryze zvysi o jednotku,
pak zisk vzroste o hodnotu p¥isluiné dualni proménné y; = 2000/3 (ovéite v Excelu — Re-
Siteli!). Jestlize je y2 = 0 pak zména kapacit u 2. zdroje nema na vysledny zisk zadny vliv.

Kdyby kapacita pSenice (2. zdroj) vyrazné poklesla (o kolik?), stala by se pak nedostat-
kovou, a to by jisté celkovy zisk ovlivnilo hodnoty dualnich proménnych. Proto je nutné
uvazovat jen v ramci intervalu stability jednotlivych zdroji!

7.4 Ekonomicky a matematicky model dopravniho problému
(DP)

Dopravni problém (DP) pfedstavuje klasickou tlohu LP, ktera modeluje prakticky pro-
blém optimalizace ptepravy urcité komodity. V DP se vyskytuji dva typy prvki: m zdroji
(skladt, dodavateli) oznacenych D1, Do, ..., Dm a n cilovych mist (odbératelii) oznacenych
O1, Oy, ..., On. Jednotlivé zdroje maji postupné kapacity ai, az, ..., am, tj. mnozstvi, ktera
jsou v uvazovaném obdobi schopny dodat, na druhé strané odbératelé maji pozadavky bz,
b2, ..., bn, tj. mnozstvi, ktera v daném obdobi potiebuji. Naklady na piepravu jedné jed-
notky zbozi ze zdroje Di k odbérateli Oj jsou oznaceny Cjj. Cilem feSeni dopravniho pro-
blému je stanovit objem piepravy Xjj mezi Dj a Oj tak, aby byly uspokojeny pozadavky
dodavatelll 1 odbérateli a aby celkové prepravni naklady byly minimalni. Takto zformulo-
vany dopravni model miizeme piehledné vyjadiit v podobé tabulky:
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, v , Kapaci
Dodavatelé Odbeératele P tyo
dodavatelu
0, 0, O,
D] Cll ClZ Cln al
xl] x12 x]n
DZ CE] 622 Czn aZ
x21 xZE xZH
Dm le sz v Cnm am
X X ... X
ml m2 mH
Pozadavky b b b Z a;
odbérateli ! 2 g Z b,

Tabulka 7.5: Formalizovany ekonomicky model dopravniho problému

Vzhledem k celkovym kapacitdim dodavatell a pozadavkiim odbératelt rozliSujeme dva
typy dopravniho problému:

e Vyrovnany dopravni problém, o kterém hovoiime v ptipad€, kdyz souhrn vSech
kapacit dodavatell se rovna souhrnu vSech poZadavka odbérateld, tj.

2.bi=2a;

jinak feceno, vSechny pozadavky budou uspokojeny a vSechny kapacity budou vycer-
pany.

e Nevyrovnany dopravni problém, o kterém hovotime tehdy, kdyZ vysSe uvazovana
rovnost neplati, tj.

Zb_i a Zai'

Pi1 pfevisu nabidky zlstane Cast kapacity dodavatelti nevyuzita, pii previsu poptavky
nedojde k uspokojeni vSech pozadavki.

Jak ihned uvidite, 1ze kazdy nevyrovnany dopravni problém upravit na vyrovnany do-
pravni problém, budeme se proto zabyvat pouze vyrovnanym dopravnim problémem. Tato
uprava se provede nésledujicim zplisobem.

e Pii pfevisu nabidky:

Piebyva-li dodavatelim pfepravovana komodita, pfiddme do modelu fiktivniho odbé-
ratele Ot, jehoZ pozadavek br se bude rovnat danému piebytku, tj.
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bf :Za'i —ij

e Pfi pfevisu poptavky:

PrevySuje-li poptavka nabidku, doplnime model o fiktivniho dodavatele Dy, jehoz ka-
pacita as se bude rovnat chybé&jicimu mnozstvi, tj.

dy = ij -4

Protoze pfeprava mezi redlnymi a fiktivnimi misty je také pouze fiktivni, polozime od-
povidajici cenové koeficienty rovny nule. Dale vyjadiime ekonomicky model dopravniho
problému matematickymi prostiedky. ProtoZze se v modelu vyskytuje m dodavatelti a n od-
bératelli, budeme uvazovat celkem mxn moZnych variant piepravy, proto zavedeme mxn
proménnych Xij. V modelu se vyskytuji dva typy omezujicich podminek. Prvnich m ome-
zeni bude vyjadiovat fakt, Ze z kazdého zdroje miiZe byt prepraveno mnozstvi, které pred-
stavuje kapacitu tohoto zdroje. Na levych stranach téchto omezeni proto jsou fadkové
soucty proménnych z Tab. 7.5, které se rovnaji pfislusnym kapacitdm na pravych stranach.
Zbylych n podminek modeluje situaci z pohledu odbératele, ke kterému je prepraveno zbozi
o objemu odpovidajicimu jeho pozadavku. Levé strany téchto podminek jsou souctem po-
zadavka odbératelti. Matematicky model (vyrovnaného) DP je nasledujici:

iicyxij — MIN;
i=1 j=1

za omezeni

j=1

inj—bj, j=12.....n
i=1

x>0

Vytvoite Lagrangian k vyrovnanému DP a sestavte k nému pfislusnou duélni alohu.

Poznamka: Dualni tloha k DP se vyuziva k feSeni DP: na jejim zaklad¢ byly vytvoreny
efektivni algoritmy a metody k feSeni DP naptiklad tzv. Mad’arska metoda k reSeni DP.
My se jimi zde zabyvat nebudeme, naucime se fesit ulohu DP pomoci Excelu.
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peseioomars 3]

S pomoci Excelu vyteste dopravni problém se 3 dodavateli a 3 odbérateli, jehoz zadani
naleznete v nasledujici Tab. 7.6.

Dodavatelé Odbératelé Kapacity
dodavatelu
O] Oz 03
D 8 12 11 300
Pozadavky . 350
odbératela 130 210 160 500

Tabulka 7.6: Zadani dlohy 7-3
Reseni:

stup pfii feSeni jinych uloh LP uvedeny v kapitole 6. Také zde zacnete nejdiive tim, Ze si
vhodné vymezite misto ve spreadsheetu, kde budete ukladat vstupni udaje, formule a pro-
ménné velidiny, s nimiZ pozdéji budete pracovat v Resiteli. Jako vhodné se jevi naptiklad
uspofadani na Obr. 7.1.

Dany nevyrovnany dopravni problém neni nutné pomoci fiktivniho odbératele vyrovnat.
V oblasti B8:D10 jsou umistény proménné, tyto buiiky neni nutné na zac¢atku vypliovat,
ptipadné pro kontrolu spravnosti pouZzitych formuli je vypliite samymi nulami nebo jednic-
kami. V bunkach oblasti B11:D11 jsou umistény soucty hodnot ze sloupcti nad nimi. Po-
dobné se v bunikach oblasti E8:E10 nachazeji fadkové soucty. V bunikach B13:D13 jsou
uvedeny pozadavky odbératelii, v bunkach G8:G10 pak kapacity dodavateld. V buiikach
B3:D5 se nachazeji jednotkové prepravni naklady. Ugelova funkce je umisténa do buiiky
F3 a vypocita se jako soucin modelovych proménnych a jednotkovych ptepravnich na-
kladt. Pro vypocet tohoto soudinu je vhodné pouzit funkci SOUCIN.SKALARNI.

Dale zvolte v hlavnim menu polozku Data — Resitel a vypliite polozky v prislusném
dialogovém okné.
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I - Domd  VloZeni RozloZeni stranky Vzorce Data  Revize  Zobrazeni @ - = x
| B8 - £lo =
A B C D E F G H N

1

2 cjj = c'x=

3 10] 13 6 [ 0]

4 15 18 10

5 8 12 11

6 =
7 Xii= a; =

8 0 0 0 0 100

9 0 0 0 0 == 150

10 0 0 0 0 300

11 0 0 0 550

12 b; = =

13 130 210/ 160/ 500

|14 4 M| DP PP/ Listl %] |_ il 1]
Pripraven Primér: 0 Pofet:9 Soudet:0 | |ER (O | 100 5% —mi 2

Obrazek 7.1: Vstupni data pro DP ve spreadsheetu Excelu

Na Obr. 7.2 jsou parametry feSitele pro nasi tlohu. Cilem feSeni DP je minimalizace
celkovych nakladu, proto nastavime bunku F3 na Min. Ménénymi buiikami jsou proménné,
které uloZime do oblasti B8:D10. Omezujici podminky musi obsahovat jednak podminky
nezapornosti pro vSechny proménné, dale pak podminky vyjadiujici porovnani kapacit (po-
zadavki) dodavatelll (odbérateld) s jejich vyuZzitim. Protoze jde o nevyrovnany problém s
previsem nabidky, nemohou odbératelé odebrat veskeré nabizené mnozstvi, coz vyjadiuje
znak nerovnosti ve tfeti podmince. Nakonec stiskneme tlacitko Resit.
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Parametry Resitele x
Utelova funkce: SFs3 R
Hiedat: () Max ® Min (O Hodnota:

Proménné modelu:
$B$8:5D510 5.
Omezyjici podminky:

SBS11:5DS11 = $B513:5D513 :
SESS:SES10 <= SGS&SGS10 L=

Zménit
DOdstranit

Vynulovat vie

Nadist nebo uloZit

Nastavit podminky nezapornosti
Vyberte metodu fesent: Simplexova metoda = Moznosti
Metoda feieni

Simplexovou metodu zvolte pro linedrni optimalizaéni problémy, Gradientni metodu pro hladké
nelinearni problémy a Evolucni algoritmus pro nehladke nelinearni problémy.

Obrazek 7.2: Parametry reSitele DP

Vysledné feSeni je zachyceno na Obr. 7.3. Zde vidime, Ze napft. pieprava od dodavatele
D1 k odbérateli O1 se nebude realizovat (v burice B8 je 0), od dodavatele D1 k odbérateli
02 se ptepravi 40 jednotek komodity (v buiice C8 je 40). Celkové piepravni nédklady jsme
umistili do buniky F3 a jejich minimalni hodnota ¢ini 4960.

lc,= c'x =

10 13 ] 4960
1ol 183 10

8 12 1

X 5]
—Y | -] - O 100,
o ol ool 1o0] < [Tus0
L1304 1703 0} 300 300,

1300 210] 160 550
foL= =
| I13ﬂ| 210] 160 s00]

Obrazek 7.3: Vysledné reSeni
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7.5 Prirazovaci problém — specialni DP

Specialnim ptipadem DP je pfifazovaci problém (PP). V ném se jedna o pfifazeni n
objektl na n aktivit tak, aby se maximalizoval celkovy uzitek z ptifazeni:

ii CipX; —> MAX;

i=1 j=1

za podminek

n
doxp=1 j=12....n,

X;; € 0,1}, kde
cij je dil¢i uzitek z piifazeni objektu i na aktivitu j,
Xij = 1, pokud objekt i se ptifadi na aktivitu j,
xij = 0, pokud objekt i se neptifadi na aktivitu j, tedy jinak.

Jak je vidét, v kazdé z omezujicich podminek vystupuje praveé jedno xij = 1, ostatni jsou
rovny 0. Tim je vyjadfena skutecnost, zZe na kazdou aktivitu se ptifadi pravé jeden objekt.
Ctvercova matice typu Nxn vytvofena z prvkil Xjj ma proto v kazdém fadku a v kazdém
sloupci prave jednu jednicku.

B

Na uvolnéné 3 pozice ve firmé se ptihlasili 3 uchazeci: U1, U2, U3. Prvni pozice vyZa-
duje predevsim komunika¢ni dovednosti, druha pozice vyzaduje predevsim numerické do-
vednosti a tieti pozice vyzaduje zejména specialni znalosti daného oboru. Uchaze¢i se po-
drobili 3 testim: komunika¢nimu testu T1, numerickému testu T2 a znalostnimu testu T3.
V kazdém z testli bylo mozné dosdhnout maximalné 100 bodt. Vysledky uchazeciv jed-
notlivych testech jsou uvedeny v nésledujici Tab. 7.7. Pocet dosazenych bodi v daném
testu se povazuje za stupen kompetence uchazece pro danou pozici.

Jak maji byt uchazeci na dané pozice ptid€leni, aby celkova kompetence byla co mozna
nejvyssi? Sestavte matematicky model a vyfeste ulohu pomoci Excelu.

92



Jaroslav Ramik, Radomir Perzina - Ekonomicko-matematické metody

Tabulka 7.7: Zadani ilohy PP
Reseni:
Matematicky model naseho ptifazovaciho problému sestavime takto:

Polozime xjj = 1 pokud uchaze¢ Ui se pfifadi na pozici j, Xij = 0 jinak, pfitom i,j =1, 2,
3. Pfitom pokud se uchaze¢ Ui pfifadi na pozici j, pak dil¢i kompetence z tohoto pfifazeni
je dana jeho vysledkem v testu Tj a je tedy rovna tjj . Xjj , pfitom tjj predstavuje vysledek
uchazece Ui v testu Tj. Celkova kompetence je pak dana sou¢tem vsech dil¢ich kompetenci.
Matematicky model lze vyjadfit takto:

50x11 + 70X12 + 90x13 + 55x21 + 10x22 + 35X23 + 60x31 + 20X32 + 50%33 > MAX;
za podminek

X11 + X12 + X13= 1,
X21 + X22 + X23= 1,
X31 + X32 + X33 = 1,
X11 + Xo1 + X31 = 1,
X12 + X22 + X32= 1,
X13 + X23 + X33 = 1,
xij €{0,1}.

V Excelu vyfe$ime ulohu pomoci Resitele:

Vstupni data jsou na Obr. 7.4. uspoifadana stejn¢ jako v DP na Obr. 7.1. Pro kontrolu
jsme do pole proménnych B2:D4 vloZili samé jedni¢ky. Hodnota ucelové funkce je pak
souctem dil¢ich kompetenci, tj. ,,cen®, tedy 440. Takové stanoveni vychozich hodnot vS§ak
neni piipustnym feSenim!

Parametry Resitele na Obr. 7.5. jsou zvoleny analogicky jako v DP na Obr. 7.2. Namisto
tlacitka Min jsme v8ak zde zvolili tlac¢itko Max.

Vysledné feSeni je na Obr. 7.6. Odtud je zfejmé, ze optimalni ptifazeni je U1 na 2. po-
zici, U2 na 1. pozici a U3 na 3. pozici. Maximalni hodnota celkové kompetence je 175.
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,E!g‘.l | Rezim kompatibilr

= Domd VloZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize  Zobrazeni x
ES - fe | =SOUCIN.SKALARNI(B9:D11;82:D4) v
A B £ D E _

1 T1 T2 T3 SUMA

2 U 1 1 1 3

3 U2 1 1 1 3

4 (U3 1 1 1 3

5 SUMA 3 3 3 440

6 Bj 1 1 1 =

7

5 Kompetence[T1 T2 T3

9 U1 30 70 an

10 U2 55 10 35

11 U3 60 20 50

12

13

14

16

M 4 » M| |ist]l List2 List3 ¥ ] | i

Pripraven | IR =

Obrazek 7.4: Vstupni data prirazovaciho problému

Obrazek 7.5: Parametry Reitele p¥ifazovaciho problému
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Parametry Reitele

SES5 %
O Min (O Hodnota: 0

Proménné modelu:

$B52:5D54 5.5
Omezyjici podminky:

Zménit
Qdstranit
Vynulovat vie
MNadist nebo ulozit

[~] Nastavit podminky nezapornosti

Vyberte metodu feient: Simplexovd metoda i Moznosti

Metoda feieni

Simplexovou metodu zvolte pro linearni optimalizacni problémy, Gradientni metodu pro hladké
nelinearni problémy a Evoluéni algoritmus pro nehladké nelinearni problémy.
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Obrazek 7.6: Optimalni FeSeni prirazovaciho problému

oer 7]

Jaky ma smysl zabyvat se feSenim duélni alohy?

Cemu je rovna optimalni hodnota i¢elové funkce dualni Gilohy

Jak vyrovnédme nevyrovnany dopravni problém v ptipadé ptevisu poptavky?
Jaké hodnot¢ jsou rovny pravé strany podminek ptifazovaciho problému?

[swmortoaproy [T

Ze vstupnich udajt ulohy LP lze sestavit dva odlisné, avSak vzajemné pfibuzné modely
LP, které¢ oznacujeme jako dudlné sdruzené ulohy LP. Prvni z nich nazyvame primarni
uloha LP, druhou dudlni uloha LP. Vyznamna je zejména ekonomicka interpretace feSeni
dualni Glohy ve vztahu k feeni lohy primarni. Casto je, v zavislosti na cilech analyzy,
Dualita se také vyuzivd v tzv. postoptimalizacni analyze, tam se zabyva dopady zmén
vstupnich udaji na optimalni feSeni. Dale jste se v této kapitole zabyvali specialnimi a
zéaroven velmi praktickymi tlohami linearniho programovani, konkrétné dopravnim a pfi-
fazovacim problémem, jejich matematickymi modely a zpiisobem jejich feseni v Excelu —
Resiteli.
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8 VICEKRITERIALNI A CILOVE PROGRAMOVANI

owrmmesaemoy ][]

V piedchozich kapitolach jste se vénovali uloham matematického programovani, kde se
maximalizovala (minimalizovala) jedin4 G¢elova funkce. Ulohy vicekriterialniho progra-
movani (VKP) jsou ulohy, ve kterych se na mnoziné piipustnych feSeni optimalizuje néko-
lik skalarnich G¢elovych (kriterialnich) funkci (kratce: kritérii). Mnozina ptipustnych feseni
je ptitom definovana podobné¢ jako v tilohach matematického programovani, tj. soustavou
omezujicich podminek ve formé& rovnic a nerovnic. Za piedpokladu linearity omezujicich
podminek i Gcelovych funkci se jednd o ulohy vicekriteridlniho linedrniho programovani
(VKLP). Nejprve se seznamite s pojmem nedominované feSeni (téZ Paretovského feSeni)
ulohy VKP, jakozto zdkladnim ,,optimalnim* feSenim, kterych vSak byva v dané uloze ob-
vykle mnoho, a proto tento pojem neposkytuje navod pro praktické rozhodnuti. Poté se
seznamite s nékolika principy a postupy tzv. skalarizace, které prevadeji ulohu s vice kri-
térii na ulohu s jedinym (skalarizovanym) kritériem. Nejznaméj$imi postupy jsou skalari-
zace pomoci vazené¢ho primeéru a tzv. cilové programovani. Tyto metody prakticky ome-
zuji mnozinu vSech Paretovskych feSeni obvykle na feSeni jediné, které pak slouzi jako
podklad pro konkrétni rozhodovani. Na ptikladech se naucite fesit ilohy VKLP s pomoci
Excelu — Resitele.

ooy ]

Po prostudovani této kapitoly budete umet:

e Zapsat tlohu vicekriteridlniho programovani.

e Nalézt nedominované varianty.

e Vyiesit tlohu vicekriteridlniho linearniho programovani v Excelu pomoci metody
skalarizace a minimaxu.

Vicekriterialni programovani, cilové programovani, nedominovana varianta, Paretovské
feSeni, skalarizace.

8.1 Vicekriterialnost v ekonomickém rozhodovani

Podstatnou charakteristikou v socialné-ekonomické sféfe je jeji viceaspektovost — vice-
kriterialnost. Jednotlivé varianty, o nichz se rozhoduje a z nichZ se vybira nejlepsi, nelze

97



Vicekriterialni a cilové programovani

dobie charakterizovat pouze jedinym kvantifikovatelnym ukazatelem — kritériem, podle
jehoz hodnoty se nejleps$i varianta stanovi.

V souvislosti s ekonomickym rozhodovanim neni dost dobie mozné feseni tillohy vybéru
nejlepsi moznosti — varianty striktné vazat na ptesnou definici umoziujici jednoznacné
uspotradani variant. Pojmy jako nejlepsi projekt, nejlepsi podnikatel, nejkrasnéjsi divka
nebo nejlepsi restaurace zaviseji na kontextu a maji silnou subjektivni a intuitivni népli.
Problém vybéru nejlepsi varianty pak vétSinou predstavuje vypracovani metodiky hodno-
ceni variant a jeji naslednou aplikaci. Pfitom je nutné kombinovat metody logicko-mate-
matické, ekonomické a empirické.

V piechozich kapitolach jste se vénovali iloham matematického programovani, kde se
maximalizovala (minimalizovala) jedina t&elova funkce. Ulohy vicekriterialniho progra-
movani (VKP) jsou tlohy, ve kterych se na mnoziné ptipustnych feSeni optimalizuje né-
kolik skalarnich uc¢elovych (kriteridlnich) funkei (kratce: kritérii). Mnozina ptipustnych fe-
Seni je pfitom definovana podobné jako v tlohdch matematického programovani. Za pted-
pokladu linearity omezujicich podminek i uc¢elovych funkci se hovoti o tlohéach vicekrite-
ridlniho linearniho programovani (VKLP).

8.2 Nelinearni VKP - zakladni uloha

Jak jsme zminili v ivodu, ptedstavuje uloha VKP soucasnou optimalizaci (my se zde ve
shodé¢ s predchozi uvahou o ekvivalentnosti maximalizace a minimalizace ucelové funkce
omezime na maximalizaci) n¢kolika, feknéme k > 1, icelovych funkei — kritérii:

fi(x1, X2, ..., Xn) — ,,MAX*; (8-1)
fa(xe, X2, ..., Xn) — ,,MAX";

f(X1, X2, ..., Xn) = ,,MAX";

za podminek

91(X1, X2, ..., Xn) < by, (8-2)
g2(x1, X2, ..., Xn) < bz,

kde fi a gj jsou obecné nelinearni funkce n proménnych. Symbol MAX zde uvadime
zamérné v uvozovkach jako ,,MAX*, nebot’ obvykle nelze soucasn¢ dosahnout maxima
vSech uvazovanych funkci a jde tedy o ,,pfijatelny* kompromis. O tom, jaky kompromis to
ma byt, bude pojednano v dalSich odstavcich. Namisto zapisu (8-1) budeme pouzivat také

wvewr

,maximalizujte*
fi(x1, X2, ..., Xn) , 1 =1,2,... k. (8-3)
za podminek (8-2).

Omezujici podminky (8-2) mohou v tloze VKP chybét, nebo to mohou byt také omezeni
nezapornosti.

Kazdy n-rozmérny vektor X = (X1, X2, ..., Xn) spliiujici omezujici podminky (8-2), zde
nazyvame varianta, nebo alternativa. Ve shod¢ s piechozi terminologii jej nazyvame téz
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pripustnym FeSenim. MnoZzinu vSech piipustnych feSeni oznaujeme symbolem X, pfitom
plati X ¢ R".

Cilem pfi feseni uloh vicekriterialniho programovani (VKP) je zpravidla nalezeni néja-
kého kompromisniho feSeni, to je feSeni, které bude kompromisem mezi definovanymi
ucelovymi funkcemi. Pro vypocet kompromisniho feseni ulohy VKP je mozné pouzit né-
kolik zékladnich principt. VétSina z nich zpravidla vede k feSeni jedné ¢i n€kolika stan-
dardnich uloh matematického programovani. Toto feSeni 1ze nalézt béznymi postupy pro
feSeni optimalizacnich tloh, jak jsme se s nimi jiz diive sezndmili. Je ziejmé, zZe kompro-
misni feSeni ziskané podle takovych principii musi spliiovat podminku nedominovanosti,
tj. musi to byt takové feSeni, ke kterému neexistuje jiné ptipustné feseni, které by bylo lepsi
(nebo by nebylo horsi) podle vSech ucelovych funkei. Je to jist¢ podminka pochopitelna,
protoZze kdyby splnéna nebyla, potom by bylo vhodné&;jsi vzit jako kompromisni feSeni praveé
to feseni, které je lepsi (neni horsi) podle vSech ucelovych funkci. Diive, nez definujeme
ptesné pojem nedominované feSeni, zavedeme nékteré dalsi nezbytné pojmy.

8.3 Kriterialni prostor ulohy VKP a nedominovana varianta

Uvazujte né&jaké ptipustné feSeni tlohy VKP, napf. X = (X1, X2, ..., Xn) € X < R", polozte
postupné

Y1i= f1(X1, X2, ooy Xn) s
y2 = fZ(le X2| ey Xn) ’

Y= fulxa, X2, o Xn) »
potom
y=(y1, Y2, .., Yk) € RX.
Nyni zavedeme zobrazeni F : X — R¥, takové, ze plati

F(x) = (fi(x), f2%), ..., i(X) ) € Y < R¥,

Potom mnozinu Y = F(X) nazyvame Kriterialni prostor. Kriterialni prostor je tedy mno-
zina, ktera je obrazem mnoziny vSech pfipustnych feSeni pomoci zobrazeni sestaveného ze
vSech kriterialnich funkci.

8.4 Nedominované varianty

Necht x® | x@ jsou dvé piipustna feseni vyhovujici omezenim (8-2). Rekneme, Ze
x@ dominuje x®, jestlize

F(xW) > F(x@), pricemz F(x®) # F(x®),
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tj. pro kazdé j = 1, ..., m plati fj(x®) > j(x®) a alesponi pro jedno j je fi(xM) #fj(x®).
Necht x© je ptipustné feseni ulohy VKP. Jestlize neexistuje pripustné x takové, ze
F(xW) > F(x©@) , pticemz F(xV) # F(x©),

nebo-li X dominuje x©, potom se x© nazyvd nedominovana (Paretovsk4) varianta
nebo nedominované (Paretovské) ieSeni.

Dale vyjasnime vztah mezi nedominovanym feSenim tlohy VKP a optimalnim feSenim
skalarizované ulohy VKP.

Merase ]

Necht’ jsou f1, f2, ..., fk ryze konkavni kriterialni funkce (kritéria), dale necht’ jsou g1, g2,
..., m konvexni funkce. Potom plati, ze X" je nedominované (Paretovské) feseni ulohy VKP
(7-1), (7-2), pravé kdyz existuji vahy kritérii vi, V2, ..., Vk, Vi > 0, £ vi= 1, takové, zZe X" je
optimalni feSeni skalarizované tulohy:

Vi fiXe, X2, ... Xn) = MAX; (8-4)

za omezeni (8-2).

8.5 Vicekriterialni linearni programovani VKLP
Specialni a dulezity ptipad tlohy VKP nastava, kdyz fj , gijsou linearni funkce, tj.

fi(X1, X2, ..., Xn) = CyjXy + C2jX2 + ... + ChjXn, J =1, 2, ..., K,
gi(X1, X2,..., Xn) = @1iXy + @2iX2 + ... + @niXn, 1= 1,2, ..., m.

Vektorovy tvar ulohy VKLP:

Cx — ,MAX* (8-5)
za omezeni

A X <Db, (8-6)

x> 0.

Mnozina piipustnych feSeni X je tedy definovana takto

X={x|Ax<b,x>0}. (8-7)
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Skalarizovany tvar ulohy VKLP je zaloZen na vektoru vah v = (v, Vo, ..., Vk ), pfitom
Vi>0,proi=1,2, ... kaYvi=1

Vicekriterialni uloha LP (8-5), (8-6) se skalarizaci transformuje na jednokriterialni
ulohu:

VI C X — MAX; (8-8)
za omezeni (8-6), pfitom je
n k
viCx= szjcijxi'
i=1 j=1

Nasledujici véta je obdobou véty 8-1 pro tlohu VKLP.

N

Necht X" je nedominované (Paretovské) feseni tilohy VKLP (8-5), (8-6). Potom existuje
vektor vah v = (i1, Vz, ..., Vk), takovych, Ze X je optimalni feseni skalarizované tilohy VKLP
(8-8), (8-6).

Necht' v = (1, V2, ..., V) je vektor kladnych vah, X" je optimalni feSeni skalarizované
tilohy VKLP (8-8), (8-6). Potom X" je nedominované (Paretovské) feseni ulohy VKLP (8-
5), (8-6).

Prvni ¢ast véty 8-2 tikd, ze ke kazdému nedominovanému feseni ulohy VKLP existuje
vektor vah, pficemz toto feseni je optimalnim feSenim skalarizované ulohy VKLP s timto

vektorem vah. Druhd ¢ast véty 8-2 fika, Ze kazdé optimalni feSeni skalarizované ulohy
s kladnym vektorem vah je nedominovanym fesenim tlohy VKLP.

pesevioomes 3]

Naleznéte vSechna nedominovana (Paretovska) feSeni nasledujici tlohy VKLP:

fi(x1, X2) = 2x1 + X2 > MAX;
fa(X1, X2) = X1 + 5%2 > MAX;
fa(X1, X2) = X1 - 3X2 > MAX;

za omezeni

X1+ X2< 3,
0<x1<2,0<x252.

Reseni:

Upravime vSechny 3 tcelové funkce do tvaru rovnice piimky v roviné X1 - X2 :
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X2 = - 2X1 + fy,
X2=-0,2x1 + 0,2.f,
X2 = 1/3 X1 - 1/3 fa.

Grafické znazornéni mnoziny vSech ptipustnych feseni vcetn¢ ucelovych funkci je na
nasledujicim obrazku:

Obrazek 8.1: Grafické znazornéni Paretovskych FeSeni ilohy VKLP
Na obrazku jsou ,,Cervenymi body* znazornéna 3 nedominovana feseni:
x1'=(2,1),x2°=(1,2),x3=(2,0). (7-9)

Tato Paretovska feSeni jsou vrcholy ,,zeleného* konvexniho pétitthelniku, ktery pfedsta-
vuje mnozinu vSech piipustnych fesSeni X. Paretovskymi feSenimi jsou vSak také vSechny
body na dvou tseckach spojujicich uvedené ,,cervené body (8-9). Pozor, Paretovskymi
feSenimi nejsou vSechny vrcholy ,,zeleného* pétithelniku; vrcholy (0, 0) a (0, 2) nejsou
Paretovskymi feSenimi. (Provéite podle definice!)

Paretovskych feseni je obvykle velké mnozstvi, napt. v pfedchozim ptikladu jich je ne-
konec¢n€ mnoho (tj. vSechny body lezici na dvou uvedenych useckach). Proto budeme hle-
dat zptisob, ktery omezi pocet Paretovskych feSeni jen na ta, jez vyhovuji vhodnym dal$im
pozadavkim. Ziskame tak kompromisni FeSeni tlohy VKP, ktera jsou Paretovska, avSak
jejich pocet je ,,rozumny*, nejlépe pouze jediné feSeni. Postupt, kterymi se takové kom-
promisni feSeni ziska, existuje nékolik, zde si uvedeme tfi z nich. Prvni se nazyva metoda
vazené¢ho primeéru ucelovych funkci (nebo metoda agregace ucelovych funkci), druhy je
minimaxova optimalizace, tfeti nazyvame cilové programovani.

8.6 Metoda vazeného priméru ucelovych funkci

Metoda véazeného praméru ucelovych funkci (nebo metoda agregace ucelovych funkcei)
je zaloZena na vété 8-2. Ta fikd, ze jako vazeny primér z kriteridlnich funkci vytvofena
nova ucelova funkce poskytne v nové skalarizované optimalizacni uloze VKLP Paretovské
feSeni pivodni ulohy VKLP. Pfitom vahy kritérii vi, vz, ..., Vk jsou kladné, X vi= 1, pfed-
stavuji relativni vyznamnost kritérii vzhledem k celkové vyznamnosti pfedstavované vSemi
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kritérii. Optimalnim feSenim skalarizované tlohy je vektor, ktery je povazovan za kompro-
misni feSeni ulohy VKLP a zaroven je to podle véty 8-2 Paretovské feseni ilohy VKLP.
Pro ilustraci se vratime k jiz diive feSené uloze 8-1.

N

Uvazujme opét tlohu VKLP:

f1(X1, X2) = 2x1 + X2 > MAX;
fa(X1, X2) = X1 + 5%2 > MAX;
fa(X1, X2) = X1 - 3X2 > MAX;

za omezeni
X1+ X2< 3, (8-10)
0<x1<2,0<x2<2. (8-11)

Dale uvazujeme, Ze kritérium f1 ma relativni vyznamnost 50%, tj. vahu vi= 0,5 , krité-
rium f2 ma relativni vyznamnost 30%, tj. vahu vo= 0,3 a kritérium f3 ma relativni vyznam-
nost 20%, tj. vahu vz= 0,2. Naleznéte kompromisni feseni této ulohy VKLP.

Reseni:
Nejprve vytvotime skalarizovanou ucelovou funkce se zadanymi vahami:
f(x1, X2) = 0,5(2x1 + X2) +0,3(X1 + 5X2) +0,2(X1 - 3X2) = 1,5%1 + 1,4%2, (8-12)

kterou maximalizujeme za omezujicich podminek (8-10), (8-11). Musime tedy vyftesit
ulohu LP maximalizovat (8-12) za omezeni (8-10), (8-11).

Ulohu ted’ budeme fesit pomoci fesitele v Excelu. Nejprve vytvoiime tabulku vstupnich
dajti, viz Obr. 8.2. Zde jsme namisto excelovské funkce SOUCIN.SKALARNI pouzili
funkci SOUCIN.MATIC, ktera dava stejny vysledek. Nasledné vyplnime parametry fesi-
tele, viz Obr. 8.3. v¢etné zadani omezujicich podminek (8-11) a zaskrtnuti volby Nastavit
podminky nezapornosti. Optimalni feSeni je na Obr. 8.4. Odtud vyplyva, Ze kompromisnim
fesenim je vektor X” = (2;1), ktery je zaroven Paretovskym fesenim nasi tilohy VKLP.
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O i ibili =l
- Domad VioZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni @ - 7 X
AL -Q % | ¥
A B C D E F G
1 al a2 X suma b
2 QOmezenil [1 1 2 =SOUCIN.MATIC(B2:C2:D2:D3) |3 A
3 g 1,6 1.4 1 I
4 cTx = =S0UCIN.MATIC(B3:C3;D2:D3)
b
6
7
8
9
WA v Listl List2 List3 FD 4 i
Pfipraven | 5[] == +
Obrazek 8.2: Vstupni data skalarizované ulohy
Parametry Resitele X
Uéelova funkce: sDS4 =
Hiedat: (@) O Min (0 Hodnota: g
Proménné modelu:
SDS2:5DS3 2.5
Omezujici podminky:
SD82:3DS3 <=2 =
SES2 <= §F52 Pridat
Iménit
Odstranit
Vynulovat vie

Metoda feseni

Napovéda

[~ Nastavit podminky nezapornosti

Vyberte metodu feéeni:

Simplexova metoda

[+]

Nacist nebo ulodit

MozZnosti

Simplexovou metodu zvolte pro linearni optimalizaéni problémy, Gradientni metodu pro hladké
nelinearni problémy a Evalucni algoritmus pro nehladké nelinearni problémy,

Zayrit

Obrizek 8.3: Parametry Resitele skalarizované iilohy
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VioZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni
fe | =50UEIN.MATIC(B3:C3;D2:D3)
E F G H

b

3

1
2
3
4
5
6
7
8
9

M4 b W Listl < List2 - List3 - ¥a

Pfipraven

Obrazek 8.4: Optimalni FeSeni skalarizované tilohy

8.7 Minimaxova optimalizace

Cilem minimaxové optimalizace je nalezeni takového kompromisniho feSeni, které bude
maximalizovat minimalni — tedy nejhorsi hodnotu vSech kriterialnich funkci. Budeme tedy
fesit optimalizacni Glohu:

min{ fi(x), f2(x), ..., fk(X)} — MAX; (8-13)

za omezeni

.............. (8-14)
gm(X) < b,
X = (X1, X2, ..., Xn) € X.

Oznacime-li tuto minimalni hodnotu tcelové funkce jako w, potom lze kompromisni
feSeni najit jako feSeni nasledujici ekvivalentni Glohy LP:

w — MAX; (8-15)
za omezeni

f1(x) >w,

(8-16)

f(X) > w,

X = (X1, X2, ..., Xn) € X.

Pro ilustraci minimaxové optimalizace se opét vratime k feSené tiloze 8-1.
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B T

Uvazujme opét ulohu VKLP:

fi(x1, X2) = 2x1 + X2 > MAX;
fa(x1, X2) = X1 + 5x2 > MAX;
fa(X1, X2) = X1 - 3x2 > MAX;

za omezeni
X1+ X2< 3, (8-10)
0<x1<2,0<x<2. (8-11)

Naleznéte minimaxové feSeni této ulohy VKLP.
Reseni:

Nejprve vytvofime minimaxovou tlohu (8-15), (8-16):
w — MAX;

za omezeni

2X1 + X2-w >0,
X1+ 5xo-w >0,

X1 - 3X2-wW >0,

X1+ X2< 3,
0<x1<2,0<x<2.

Zde jsme vSechny proménné, tedy X1, X2, W, pfevedli na levou stranu omezujicich pod-
minek. Ulohu budeme opét fesit pomoci Resitele v Excelu. Nejprve vytvoiime tabulku
vstupnich udajt, viz Obr. 8.5. Zde jsme namisto excelovské funkce SOUCIN.SKALARN{
pouzili funkci SOUCIN.MATIC, ktera dava stejny vysledek. Nasledn& vyplnime parame-
try fesitele, viz Obr. 8.6. véetné zadani omezujicich podminek (8-11) a zaskrtnuti volby
Nastavit podminky nezapornosti. Optimalni feSeni minimaxové tlohy je na Obr. 8.7. Odtud
vyplyva, ze kompromisnim feSenim je vektor X" = (2, 0), ktery je zaroven Paretovskym
feSenim nasi ulohy VKLP.
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- Doma YloZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni @ - o x
Al - £ | ¥
A B C D E F G

1 a1 a2 a3 ®1 %2 w suma b

2 omezenil |2 1 -1 0 =S0UCIN.MATIC(B2:D5;E2:E4) [0 =

3 omezeni2 |1 5 -1 0 =S0UCIN.MATIC(B2:D5.E2:E4) |0

4 omezenid |1 -3 -1 0 =S0OUCIN.MATIC(B2:D5,E2:E4) [0

5 omezenid |1 1 0 =SOUCIN.MATIC(E6:DE;E2:E4) |=S0OUCIN.MATIC(B2:D5;E2:E4) |3

6 € 0 1

7

M 4 b W Listl,List2 - List3 . ¥J ! :

Piipraven | I - [1) +

Obrazek 8.5: Vstupni data minimaxové ulohy

Parametry Regitele X

N Utelova funkce: SESS 25

Hiledat: @

) Min (C) Hodnota: 0

Proménné modelu:
SES2:SES4 =

Omezujici podminky:

SESZ:SEST <= 2 =
SFS2:F54 > = SGS215GS4 Pljdat
SFS5 <= SGS5

Zménit
Odstranit

Vynulovat vie

Nadist nebo uloZit

[~] Nastavit podminky nezapornosti

Vyberte metodu feieni: Simplexova metoda = Moznosti

Metoda feseni

Simplexovou metodu zvolte pro linearni optimalizacni problémy, Gradientni metodu pro hladké
nelinearni problémy a Evolucni algoritmus pro nehladké nelinearni problémy.

Obriazek 8.6: Parametry ReSitele minimaxové tlohy
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Pri-2 [Rezim kompatibility] - Micrasoft Exce

Domd VioZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni @ - = X
ES - fe | =SOUCIN.MATIC{B6:D6;E2:E4) v
A |([BIC|D E F G H J _
1 alla2 [ad |x1x2w suma b
2 omez{ 2| 1|1 2 2 0 =
3 omez{1]|5]|-1 0 0 0
4 omez{ 1|-3[-1 2 g 0
5 omez{1|1|0 2 2 3
6 C 01011
Fi
Q
M 4> M| Listl ~List2 - List3 ¥ [ m .
Pfipraven FER [ [ =1 +

Obrazek 8.7: Optimalni FeSeni minimaxové ulohy

8.8 Cilové programovani

Ucelové funkce (kritéria) se v metodé cilového linearniho programovani (CLP) nazy-
vaji cilové funkce fi. Pfitom jsou pfedem znamy cilové hodnoty @i, kterych maji cilové
funkce fi dosdhnout, nebo ke kterym se maji co nejvice ptiblizit. Optimalni feSeni proto
minimalizuje soucet odchylek cilovych funkci fi od cilovych hodnot g, t.

I
Z|cl-1x1 +ChHXy +... X, _er — MIN; (8-17)
=1

za omezeni

X = (X1, X2, ..., Xn) € X. (8-18)

Jinak feceno, optimalni feSeni minimalizuje soucet odchylek cilovych funkei fi od cilo-
vych hodnot dia hi, kde di je nezaporna hodnota, ktera kritériu fi chybi k dosazeni cile g,
zatimco hjje nezdporna hodnota, ktera kritériu fj prebyva k dosazeni cile qi, tj.

I
D (d; +h ) > MIN; (8-19)
i=1

za omezeni

—d, Sc Xy +CpXy+. e, X, —q, Sh,i=12.. k

(8-20)
X = (X1, X2, ..., Xn) € X.

Cilové hodnoty i jsou v praxi ¢asto zvoleny jako idedlni hodnoty tcelovych funkci, tj.
nejlepsi mozné hodnoty, kterych Ize na mnoziné ptipustnych feseni X individualné dosah-
nout. Metoda CLP potom poskytuje takové kompromisni feSeni, které minimalizuje soucet
odchylek (v absolutni hodnoté) od takto zvolenych idealnich hodnot. Tento postup ilustru-
jeme opét na nasi znamé uloze §-1.
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N

Uvazujte opét ulohu VKLP:

fi(x1, X2) = 2x1 + X2 > MAX;
fa(x1, X2) = X1 + 5x2 > MAX;
fa(X1, X2) = X1 - 3x2 > MAX;

za omezeni
X1+ X2< 3, (8-10)
0<x1<2,0<x2<2. (8-11)

Naleznéte nejprve idedlni feSeni individualnich kritérii. Poté vyteste llohu cilového pro-
gramovani, kde jsou jako cile zvoleny idealni hodnoty kritérii.

Reseni:

Nejprve je tfeba zjistit idedlni hodnoty jednotlivych kritérii, tzn. vyfesit 3 monokriteri-
alni alohy LP s individualnimi kritérii. Tim ziskame idealni hodnoty q;, i =1, 2, 3.

Poté sestavime ulohu CLP (8-19), (8-20), kterou vyfesime a ziskdme tak kompromisni

fedeni, které minimalizuje souget odchylek od zvolenych idedlnich hodnot. Ulohu budeme
opét fesit pomoci Resitele v Excelu.

Zacneme vytvofenim tabulky vstupnich udaji k postupnému feSeni 3 tuloh LP
s jednotlivymi kriteridlnimi funkcemi, viz Obr. 8.8. Tuto tabulku vyuzijeme k feSeni 3 uloh

LP postupné s u¢elovymi funkcemi fi , f2, fs. V parametrech Resitele vzdy zménime buiiku
Ucelova funkce, viz Obr. 8.9.

(ATEE Z3LIRes =
) Clom | ‘u"l::uz':| anl:| ‘u"zcur|| Data | Revi:| Fobr |® - B X
s G A .

A B C D E m

1 x1 x2 f g

2 =2"A2+B2 |=A2+B2 3

3 =AZ2+5*B2

4 =A2-3*B2

g

B

i

M4 v w| Listl | List2 List3 1 |
Fiipraven | =2 e o =

Obrazek 8.8: Vstupni data tlohy

109



Vicekriterialni a cilové programovani

110

Parametry Resitele
Ugelova funkee: scs2
Hiedat @] O Min (O Hodnota:

Proménné modelu:

| sas2:5B52

=]

Omezujici podminky:

SAS2:5BS2 <=2
SDS2 <=3

E Nastavit podminky nezapornosti

Vyberte metodu feieni:

Metoda fefeni

Simplexovou metodu zvolte pro linedrni opti

Simplexova metoda

hia

Pfidat
. Zménit
Odstranit
Vynulovat vie
Naéist nebo uloZit

3 MozZnosti

MNapovéda

y, Gradientni metodu pro hladké
nelinearni problémy a Evoludni algoritmus pro nehladké nelinearni problémy.

Resit [

Obrazek 8.9: Parametry FeSitele

Cn
- Dum|"u"lui||Ruzl1|"n.|"zun|Data|Rwi:|Iu-hr-|@ - B X
c2 - (" fe | =2*n2+m2 ¥

AlBLE | D E F | 6 | m

1 x1|=x2| f | g |

2 [ 5] 3 3

3 7]

4 1

A

6

7

M 4 » M| Listl | List2 - List3

Piipraven | EEHI ] N - )

Obriazek 8.10: Optimalni FeSeni ulohy s 1
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Cin =
v“‘
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Obrazek 8.11: Optimalni FeSeni ulohy s 12
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Obrazek 8.12: Optimalni FeSeni ilohy s f3
Ca =
= Domd VioZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni @ - o x
AL o
A B | ¢ [ D | E | F | 6 [ H | | |
-1
2 xd 2 d1 h1 d2 h2 d3 | h3 [suma odch. i
3 — SUMA(C3:H3
4 d fq h q f
5 =3 =E5.D5 |=D3 4 =2*A3+B3 =A3+B3
6 =E3 =E6-D6  |=F3 11 =A3+5°B3
7 [=G3 =E7-D7 |=H3 2 =A3-3"B3
8
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Piipraven | r===liE jm | B

Obrazek 8.13: Vstupni data ulohy CLP
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0s ibili =
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1
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Obrazek 8.14: Optimalni FeSeni ulohy CLP

Resenim 3 uloh ziskate idealni hodnoty ti¢elovych funkei, viz Obr. 8.10. az Obr. 8.12.,
tyto idealni hodnoty jsou 4, 11, 2. Nakonec vytvorite tabulku pro feSeni tilohy cilového
programovani CLP s proménnymi X;, dj, a hi (jsou oznaceny v tabulce vstupnich dat na Obr.
8.13. zelenou barvou). Odtud vyplyva, ze kompromisnim fesenim je vektor X = (1, 2),
ktery je zaroven Paretovskym feSenim nasi ulohy VKLP.

7]

e Co je to nedominovana varianta?

e Uvedte zakladni princip metody vazeného priméru ucelovych funkei.

e Uved'te konkrétni piiklad redlného problému, kde by bylo vhodné pouzit cilové pro-
gramovani.

Y swmmorarrory ]

Ulohy vicekriteridlniho programovani (VKP), kterymi jste se v této kapitole zabyvali,
jsou tulohy, ve kterych se na mnoziné ptipustnych feSeni optimalizuje nékolik ucelovych
(kriterialnich) funkci — kritérii. Mnozina ptipustnych feSeni je ptfitom definovana podobné
jako v tulohach matematického programovani soustavou omezujicich podminek — rovnic
a/nebo nerovnic. Za ptredpokladu linearity omezujicich podminek i ucelovych funkci se
hovoii o ulohach vicekriteridlniho linearniho programovani (VKLP). Nejprve jste se se-
znamili s pojmem nedominované feSeni (Paretovské feseni) tlohy VKP, jakozto zakladnim
,»optimalnim* feSenim. Téch vSak byva v dané uloze obvykle velké mnozstvi (nekonecné
mnoho), a proto tento pojem neposkytuje navod pro konkrétni rozhodnuti. Poté jste se se-
znamili s nékolika principy a postupy tzv. skalarizace, které prevadéji tllohu s vice kritérii
na ulohu s jedinym (skalarizovanym) kritériem. Nejznaméj$imi postupy jsou skalarizace
pomoci vazené¢ho primeéru a tzv. cilové programovani. Tyto metody prakticky omezuji
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mnozinu vSech Paretovskych feseni obvykle na feSeni jediné, které pak slouzi jako podklad
pro konkrétni rozhodovani. Na ptikladech jste se naucili fesit ilohy VKLP s pomoci Excelu
— Resitele.
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9 MATEMATICKE METODY OPTIMALIZACE PORTFO-
LIA

[l wemrntmeomapmay ]

V této kapitole si zopakujete nékteré poznatky z oboru financi, konkrétn€ z tzv. mate-
matiky cennych papirti, teorie portfolia a finan¢niho modelovani. V navaznosti na kapitolu
o vicekriteridlnim programovani zformulujeme tlohu optimalizace PF jako dvojkriterialni
tilohu VKMP. Uloha optimalizace PF spo¢ivé v nalezeni takovych relativnich podild aktiv
v PF, aby se maximalizoval o¢ekdvany vynos PF a minimalizovalo se jeho riziko.

Hlewewarory ]

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e Vytvofit dvojkriteridlni model optimalizace portfolia.
e Vypocitat kovarian¢ni matici.
e Nalézt efektivni hranici portfolia.

H[weomsiommpranr ]

Akciova analyza, portfolio, riziko, smérodatna odchylka, vynos, kovarianéni matice,
efektivni hranice.

9.1 Akciové analyzy

9.1.1 FUNDAMENTALNI ANALYZA

K analyze akcii 1ze pfistupovat rizn¢. Fundamentalni analyza predpoklada, ze kazda
akcie ma v daném okamziku urcitou "vnitini hodnotu". Pfedmétem zkoumani fundamen-
talni analyzy je hledani podhodnocenych cennych papirii k ndkupu a nadhodnocenych k
prodeji (tzv. picking). Hleda vyznamné faktory, které mohou podstatné ovliviiovat vnitini
hodnotu akcie.

Fundamentalni analyzu lze provadét na nékolika trovnich. Globalni analyza zkouma
kratkodobé i dlouhodobé¢ vlivy ekonomickych makroagregatli na ceny akcii (inflace, hos-
podarského ristu, tirokovych sazeb atd.). Odvétvova analyza méfi citlivost odvétvi na
hospodarsky cyklus, rozsah a zpiisob vladni regulace, silu odborti, miru inovaci v daném
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odvétvi atd. Pomoci finanéni analyzy jednotlivych titult se pak stanovi odhad vnitini hod-
noty prislusné akcie.

U spolecnosti ve fazi dospélosti (kdy Ize Iépe prognozovat nekteré veliCiny) se pro ucel
stanoveni vnitini hodnoty akcie pouzivaji tzv. dividendové diskontni modely. Ty vychazi
z predpokladu, ze vnitini hodnota akcie je soucasnou hodnotou veskerych budoucich pii-
jmu
z akcie. Je to jista analogie k ocenovani dluhopisti. V piipadé akcii vSak neexistuje doba
splatnosti, vyplaty dividend jsou nejisté a jistina je nahrazena ocekavanou prodejni cenou.
Pii stanoveni pozadované vynosové miry je tieba zahrnout i jakousi "prémii" za riziko a K
tomu Ize vyuzit indexového modelu (viz dalsi kapitola). Ke stanoveni miry rastu dividend
lze zase vyuzit informace o mife zadrzené¢ho zisku na dosahovaném c¢istém zisku spolec-
nosti.

Na vyspélych trzich patii mezi Casto pouzivané metody ocenovani akcii tzv. ziskové
modely. Jsou obvykle zaloZeny na poméru P/E (trzni kurs/Cisty zisk na akcii). P/E pomér
je pozitivné ovlivnén ristovymi piilezitostmi trhu a negativné pozadovanou vynosovou
mirou, kterd je pozitivné ovlivnéna pfedevsim mirou inflace. Poptavka po akciich s ristem
P/E poméru vétSinou klesa.

9.1.2 PSYCHOLOGICKA ANALYZA

Psychologicka analyza ptedpoklada, ze kursy jsou v kratkém obdobi siln€ ovlivnény
psychologickymi faktory (napft. pfipad start-up firem). Pfedmétem zkouméani neni kurs sa-
motny, ale chovani investorii. Teoretickym vychodiskem je mimo jiné zndma Le Bonova
prace "Psychologie davu". A. Kostolany razi filosofii "plout proti proudu" (uvadi max. 10%
sofistikovanych investortl), a tak obelstit burzovni kolob¢h stfidani cenovych vzestupii a
sestuptl.

9.1.3 TECHNICKA ANALYZA

Technicka analyza ptedpoklada, ze kursy akcii se pohybuji v trendech (bull — bear,
akumulacni a distribu¢ni faze apod.). Pfedmétem analyzy jsou €asové fady trznich cen,
objemt obchodl a rtznych indext. Technicky analytik se pokousi rozpoznat v pohybu
kursu urcity tvar (formaci) a podle ngj ¢asuje nakup a prodej libovolného cenného papiru
(timing). K tomu pouzivaji matematické modely, grafické metody (linie podpory a odporu,
vlajky, prapory atd.) a dalsi technické nastroje (napt. klouzavé priméry, oscilatory ap.). V
této kapitole budeme navazovat predevs§im na technickou analyzu akeii.

9.1.4 FINANCNIi ANALYZA

Z financ¢nich vykazl akciové spolecnosti se pocitaji nejriznéjsi pomérové ukazatele,
které jsou nasledné pouzivany v ramci akciovych analyz. Ukazatele rentability informuji
investora o vykonnosti spole¢nosti. NejpouzivanéjSimi jsou ukazatele ROA (Cisty zisk/cel-
kova aktiva) a ROE (Cisty zisk/vlastni jméni). O trovni finan¢niho rizika firmy mnohé
vypovidaji ukazatele zadluzenosti. Jsou to napi. debt ratio (cizi zdroje/celkova aktiva)
nebo leverage ratio (cizi zdroje/vlastni jméni).
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9.2 Teorie portfolia, vynos a riziko

Investoii na finan¢nich trzich neinvestuji cely svlij majetek jen do jediného financniho
instrumentu, byt by byli pfesvédCeni, ze je to v danou chvili nejvyhodnéjsi. Zejména
v piipad¢ akcii vytvareji s dostupnych investi¢nich aktiv urcité soubory spliujici jejich
predstavy, které nazyvame (investi¢ni) portfolio.

V ekonomice je portfolio (PF) odborny termin majici vyznam: souhrn akcii a ostat-
nich aktiv drZenych investorem. N¢kdy také v uz§im vyznamu: skladba cennych papira.
Obecné se investor snazi vytvoftit takové portfolio, aby minimalizoval mozna rizika a ma-
ximalizoval zisk, coz jsou protichiidné snahy.

Vynos akcie je tvofen zpravidla dvéma slozkami. Kapitalovy vynes je rozdil mezi na-
kupni a prodejni cenou akcie. Druhou slozkou je vynos z dividend.

Rizikem investice (akcie, PF) budeme rozumét kolisani jeji hodnoty v ¢ase. Riziko ob-
vykle méfime smérodatnou odchylkou ("primérné" vychyleni od priiméru).

Jednotliva PF je pro ndzornost vyhodné graficky znazornovat v tzv. (g,R)-roviné, v niz
kazdému PF odpovida bod s vodorovnou soutadnici ve vysi rizika a svislou soufadnici ve
vysi vynosu PF.

Teorii portfolia 1ze charakterizovat jako hledani takové kombinace aktiv, pfi niz je do-
sazen pozadovany pfiméfeny vynos ve vztahu k pfiméfenému riziku. Pozoruhodnou vlast-
nosti portfolii je moznost vytvaret portfolia s mensim rizikem, nez jsou rizika vsech jed-
notlivych titult zastoupenych v portfoliu. Divodem této vlastnosti PF jsou zaporné kova-
rian¢ni vazby mezi zastoupenymi tituly (mnohdy staci i slabé pozitivni kovariance/kore-
lace). Eficientni portfolio je pak takové portfolio, které pfi daném vynosu minimalizuje
riziko (resp. pfi daném riziku maximalizuje vynos). Vybér konkrétniho portfolia zaleZi na
vztahu investora k riziku. Jednotlivi investofi se mohou liSit svymi investi¢nimi preferen-
cemi predev§im stupném své averze vi€i riziku. Investor s mirnou (resp. silnou) averzi
vuci riziku pristoupi na jednotkovy narust rizika ve svém PF za malou (resp. velkou) prémii
ve form¢ navyseni vynosu. Indiferencni kfivka je mnoZina portfolii v (g, R)-roviné ktera,
jsou z hlediska investorovych preferenci stejné piijatelna (indiferentni), jinak feceno, kazdy
bod indiferen¢ni kiivky ma pro investora stejny uZitek. Indiferencni kiivky jsou v (g,R)-
roving navzijem paralelni. Cim je investor vice averzni viidi riziku, tim jsou zfejmé jeho
indiferen¢ni kiivky strmé;jsi. Pro udrzeni jednoduchosti nebudeme zpocatku uvazovat moz-
nost vypujéovania zaptjcovani penéz pro ucely okamzitého nakupu jinych aktiv - tzv.
kratky prodej a existenci bezrizikového aktiva, tj. aktiva s nulovym rizikem.

9.3 Klasicky stochasticky model PF — historicky pristup

V tomto odstavci zformulujeme klasicky stochasticky model PF jakoZzto problém dvoj-
kriterialniho matematického programovani. Cilem modelu je nalezeni takové skladby PF
na zadané trvani N ¢asovych jednotek z danych M aktiv, aby se maximalizoval vynos PF
méteny jeho stiedni hodnotou a minimalizovalo se riziko méfené smérodatnou odchylkou.
K dispozici jsou ptitom ¢asové fady cen jednotlivych aktiv na T ¢asovych jednotek, ptitom
T je mnohem vétsi nez N. V tomto obdobi se predpokladaji konstantni vnéjsi podminky, a
proto je mozné piedpokladat, ze vynos kazdého aktiva je ndhodna veli€ina, jejiZ realizace
se projevuje v kazdé Casové jednotce. Stejné tak vynos celého PF je ndhodna veli¢ina
vznikla jako vazeny primér individualnich vynosi, pfi¢emz vahy jsou tvoreny relativnimi
podily uvazovanych aktiv. K formulaci modelu budeme pouzivat nésledujici symboly,
oznaceni a predpoklady:
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M - pocet aktiv (AK) v portfoliu PF (napft. akcii),

N - pocet casovych jednotek trvani PF,

T - pocet Casovych jednotek - délka Casové fady N < T,

Cit - trzni cena i-tého AK v ¢aset=1, 2, ..., T,

Z; - relativni podil i-tého AK v PF, pfitom Y Zj =1,

Xi - vynos i-tého AK za dobu trvani PF, tj. N, je nahodna veli¢ina,

Ri = E(Xi) - o¢ekavany vynos i-tého AK za dobu N je stiedni hodnota vynosu,

Xpr =Y. Zj Xi- vynos PF za dobu N (pfi rel. podilech aktiv Z;) je nahodna veli¢ina,
Rer = E(Xpr) = Y. Ri Zi - oéekavany vynos PF za dobu N je stfed. hodnota vynosu,
Xit- realizace nahod. veliiny X; v ¢ase t, t = N+1, N+2,...,T (vynos i-tého AK v %),

Cit _Ci( -N)

X, = (9-1)
- Vynos i-tého AK v Case t,
T
2% (9-2)
- odhad nahodné veli¢iny R, tj. odhad o¢ekavaného vynosu i-t¢ého AK
IQPF = Z IQiZi (9-3)

Dale oznacime

aij = Cov(X;,X;) - kovariance vynosu i-t¢ho a j-tého AK,

Ui=\/\m

oi? = aii = Cov(Xi,Xi) = Var(Xi) - rozptyl vynosu i-tého AK, - riziko vynosu i-tého AK,

M
il i=1

- riziko PF,

Sij = ﬁtl +Sxit - IQi Xth - IQj) (9-4)

- odhad kovariance aij,
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(9-5)
(9-6)
- odhad rizika vynosu PF za dobu trvani PF, tj. N.
Uloha optimalizace PF spoéiva v nalezeni takovych podilti Zi, i = 1, 2, ..., M, (relativni

podil i-tého AK v PF), pii kterych 3’ Zi =1, Zi>0, i = 1,2,...,M, takovych, aby se maxima-
lizoval o¢ekavany vynos PF (9-3) a minimalizovalo se riziko PF (9-6), tj.

R=>"RZ, —max

(9-7)

M
>.8;Z,Z; —>min
i,j=1

za podminek
>Zi=1,7Zi>0,i=1,2,.., M. (9-8)

Uloha optimalizace PF je tedy ulohou dvojkriterialniho nelinearniho matematického
programovani (Ucelova funkce S je totiz nelinearni, ostatni funkce jsou linearni!). Obraz
mnoziny vSech nedominovanych (Paretovskych) feseni ulohy (9-7), (9-8) ve dvojrozmér-
ném kriteridlnim prostoru o souradnych osach o a R ma v teorii PF specidlni ndzev —nazyva
se efektivni hranice portfolia. MnoZina vSech ptipustnych PF vytvaii v roviné o — R ttvar
s charakteristickym tzv. deStnikovym tvarem (anglicky ,,umbrella shape*), viz Obr. 9.1.
Ptiklad efektivni hranice PF je na Obr. 9.1. zndzornéna ¢ervenou barvou. Kazdy bod kiivky
efektivni hranice ptredstavuje dvojici S, R, kterda odpovida eficientnimu portfoliu, coz je
nedominované (Paretovské) feSeni tlohy (9-7), (9-8). Eficientni portfolio piedstavuje ur-
¢ité relativni podily Zi, i =1, 2, ..., M, nedominovanost tohoto feSeni znamena, Ze neexistuji
jiné relativni podily Zi, 1 =1, 2, ..., M, takové, ze pro odpovidajici s',R" plati bud’ s’ <s, R’
>R, nebo s’ <s, R'>R. Jinak feceno, chceme-li ziskat eficientni portfolio s niz§im rizikem,
musime akceptovat niz$i vynos a naopak, chceme-li eficientni portfolio s vy$§im vynosem,
musime akceptovat i1 vyssi riziko. Takto se projevuje princip paretovského feSeni.
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Efektivni mnoZina
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Obrazek 9.1: Efektivni hranice

Nyni jde o to, ktera dvojice riziko — vynos nejlépe odpovida danému investorovi. Inves-
tor vyjadii sviyj postoj k riziku napt. pomoci indiferen¢nich primek

R=ks+q, (9-9)
kde

k - pfedstavuje prirtustek vynosu PF, ktery je pro investora indiferentni se zvySenim ri-
zika
0 jednotku,

q - vynos, ktery je pro investora indiferentni s nulovym rizikem (pro tzv. bezrizikové
aktivum).

Pro vyse uvedeného investora ziskame proto eficientni PF feSenim nasledujici skalari-
zované dvojkriterialni Glohy

n M
RZ -k [>s,Z,Z; — max (9-10)

ij=1

=

1
4N

za podminek
>7i=1,72>0,i=1,2,..,M. (9-11)

DalSim roz$itenim mnoziny piipustnych portfolii ur€enych podminkami (9-11) je pfi-
pustit moznost zapornych hodnot Z;. Je-li totiz Zi < 0, pak tuto situaci interpretujeme tak,
ze si investor pUjcuje urcité mnozstvi i-té akcie za urokovou miru odpovidajici vynosu R;
této akcie. Tato vypljcka, jejiz vySe byva zpravidla omezena, se oznacuje jako kratky
prodej (angl. short selling). V jeho ramci investor inkasuje finanéni prostfedky z prodeje
cennych papirt patficich jinému investorovi s tim, Ze se zavaze tyto cenné papiry op¢t vratit
do stanoveného data.
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Stejné tak mize byt napt. podminkami burzy shora omezen podil jednoho druhu aktiv v
PF. Namisto podminek (9-11) potom obdrzime komplikovanéj$i podminky
Zi=1l,hi>Z>d,i=1,2,.., M, (9-12)

kde hi, dijsou stanovené horni dolni hranice podilt aktiv v PF.

B

Vypocitejte eficientni PF sestavované na 5 ¢asovych jednotek (obchodovatelnych dnti),
tvotfené 4 aktivy (akcie A, B, C, D na PBCP), pfi€emz k dispozici jsou ¢asové fady cen
téchto akcii za obdobi 32 dnii, viz Tab. 9-1. Indiferencni investorova pfimka mé rovnici

R=0,5s+q.
Tuto rovnici lze interpretovat nasledovné: investor je ochoten ,,vyménit* (nebo ,,pova-
7uje za ekvivalentni®) ptirtistek 2 jednotek rizika (tj. S) za ptirastek jedné jednotky vynosu

(tj. R). Investor je tedy ,,pomérné siln¢ averzni vici riziku®.

Tabulka 9.1: Casové rady cen akcii A, B, C,D
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TrZni ceny cy akcii na PBCP:

|G .obch.dne=t A B C D
1 221 1010 187 175
2 208 960 197 199
3 290 1000 202 295
4 301 1070 200 230
g 302 1140 211 206
G 240 1070 205 224
7 331 1260 240 207
8 355 1140 253 220
g 325 1180 266 299
10 301 1205 290 220
11 315 1220 263 224
12 227 1215 277 198
13 230 1210 288 198
14 263 1200 316 204
15 227 12410 306 203
16 220 1205 311 205
17 216 1235 306 198
18 247 1255 310 203
19 240 1230 308 202
20 235 1240 215 200
21 230 1195 225 202
22 205 1235 242 195
23 205 1220 238 187
2| 236 1210 239 190
25 256 1195 231 194
26 200 1206 285 184
27 204 1205 208 187
28 298 1205 291 192
29 322 1208 295 207
30 353 1204 303 210
31 320 1234 326 219
32 301 1271 334 224

Reseni:

Pocet AK: M =4

Pocet udaju Cas. fad: T = 32
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Pocet Cas. intervall trvani PF: N =5
Na Obr. 9.2. jsou znazornény Casové fady cen akcii A, B, C, D.

Nejprve vypocitame 5-ti denni vynosy AK prot=6, 7, ..., 32, i = A, B, C, D, a zaroven
jejich praméry — o¢ekavané vynosy podle (9-2), tj.:

.o
R. = —_— X
I 271:26 i
kde
_ CiCifrs)
Xy T

Cit-5)
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5-tidenni vynosy [%]:|

t A B c B
5 0,086 0,059 0,096 0,280
7 0,591 0,313 0218 0,040
3 0224 0,140 0252 -0,022
9 0,080 0,103 0330 -0,004
10 -0,003 0,057 0374 0,068
11 0,313 0,140 0283 0,000
12 -0.314 -0,026 0154 -0,043
13 -0,352 0,061 0,138 -0,100
14 -0,191 0,017 0,188 -0,108
15 -0,248 0,029 0055  -0,077
16 -0,302 -0,012 0,183 -0,085
17 -0,048 0,016 0,105 0,000
18 0,074 0,037 0,076 0,025
19 -0,087 0,025 -0025 -0,010
20 0,035 0,000) -0297] -0,015
21 0,045 -0,008] -0277] -0,015
22 -0.0571 0,000 -0208f -0,015
23 -0.170 -0,028] -0232] -0,078
24 -0.017 -0,016] -0224] -0,058
25 0,089 -0,036 0074 -0,030
26 0,261 0,009 0287 -0,088
27 0,434 -0,024 0231 -0,041
23 0,454 -0,012 0223 0,027
29 0,364 -0,002 0,238 0,089
30 0378 0,008 0312 0,082
31 0,103 0,023 0,144 0,180
32 0,024 0,055 0,121 0,198
Priméry. 0,066 0,034 0,104 0,008

Obrazek 9.2: Casové Fady cen akcii

Vypocet odhadu kovarianéni matice S = {sjj} podle (9-4), tj. prot=6, 7, ..., 32,1, ] = A,

B, C, D:

SI =

1
I 27 =

32 i )
Z(xir - Ri)(xjr - R_,i)

0,0598 0,0070 0.,0169 0,0080
0,0070 00,0051 0.,0050 00013
0.0169 00,0050 0,0361 0,0032
0,0030 0,0013 0,0032 0,0056

V Excelu vytvofime p¥ipravna data pro feseni pomoci Resitele napt. podle Obr. 9.3.

123



Matematické metody optimalizace portfolia
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15 (2 _t;| =S0OUEIN.SKALARNI(C5:F5;C14:F14)-B3*ODMOCNINA( ¥

A B C D E F G H I J K
1 |Optimalni portfolio pro investora se zadanou indiferenéni pfimkou
2
3 k= 0.5
4 | Akcie: A B C D . 2
5 |Priméry: 0.0658] 00340 01037] 00076 UF= 1
G
[
8 Kovarianéni matice: 0.0598 0.0070 0.0169 0.0080 5= 0
9 0.0070{ 0.0051 0.0050{ 0.0013 R= 0
10 0.0169( 0.0050f 0.0361 0.0032
11 0.0080{ 0.0013[ 00032 00086
12
13
1z [ o060 —o.0060]0.0000] .0008] - 0 - :
15
16
17 |Zi*Kov.mat.: [ o.0oo0] o.0000] o0.0000]  0.0000]
18
ET
W 4 » v [ Data - expertni | indiferent . Efektivni mnofina ¥ [ HIL m I
Piipraven | £ [ (] =0 +

Parametry Resitele x
Uéelova funkce: 5155 5.
Hledat: (@) Max ) Min (C) Hodnota:

Proménné modelu:
SCS14:SFS14 25

Omezyjici podminky:
SHS14 = §)514

Piidat
Zménit
Ddstranit

Vynulovat vie

Nadist nebo uloZit

] Nastavit podminky nezapornasti
Vyberte metodu fesent: Gradientni metoda v Moznosti
Metoda feieni

Simplexovou metodu zvolte pro linearni optimalizaéni problémy, Gradientni metodu pro hladké
nelinearni problémy a Evoludni algoritmus pro nehladké nelinearni problémy.

Obrizek 9.3: Data a parametry ReSitele

Eficientni PF pro investora, pro kterého je indiferentni pfirtistek vynosu 0,5 se zvySenim
rizika o 1, je slozeno z 0,56% titulu A, 47,07% titulu B a 2,13% titulu C. Titul D v efici-
entnim portfoliu chybi. Pfitom je vynos tohoto PF 7,07% a jeho riziko je 11,67%, viz Obr.
9.4.
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Ooptimalni portfolio pro investora se zadanou indiferenéni primkou

k= 0,5

Akcie A B [ [n]

PriimEry: 0,0555 0,030 01037 0 ,007E

Kowatianéni matice: 0,0598 0,0070 00169 0,0080
0,0070 0,005 0,00s0 00013
0,0169 0,0050 0,0381 00032
0,0060]  O,0005 o005 00056

Zi: | 0,0056] 0.a4707] 05237] 00000] =

Firkow rnat [ ooi2a] ooos]  oo=13] o029

Obrazek 9.4: Eficientni portfolio

UF.= EFEERE

5= 0,116686
F= 0,070857

9.4 Klasicky stochasticky model PF — expertni pristup

Klasicky stochasticky model PF — historicky pfistup nerespektuje ocekavani investora
o budoucich vynosech aktiv. Sttedni hodnoty (o¢ekdvané hodnoty) vynost aktiv (akcii) a
tedy 1 PF slozeného z téchto aktiv, které se uvazuji v historickém pfistupu, nemusi byt totiz
v souladu s nazory expertd, které vychazeji predevsim z fundamentalni analyzy akcii. Proto
se historicky pfistup rozsifuje o nazory experti, které doplituji nebo nahrazuji ocekavané
vynosy akecii, pfipadné kovariance mezi aktivy. Do modelu vstupuji nové veli¢iny:

Ne - pocet experti,

Ci - trzni cena (TC) i-t¢ého AK v okamziku vzniku PF,

eik - TC i-tého AK v okamzZiku realizace PF, stanovena k-tym expertem,

dik - dividendy a dalsi pozitky z i-tého AK béhem trvani PF stanovené k- tym expertem,

eik +dik _Ci

C.

- vynos i-tého AK v okamziku realizace PF stanovena k-tym expertem,

1 &
Rie = _Z Yic

ne k=1

- experty ocekavany vynos i-tého AK v okamziku realizace PF,

M
R;F = Z Riezi

i=1
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- odhad experty ocekavaného vynosu PF.

Dale se pouziva expertni odhad rizika PF:
ne

Sﬁ = niZ(Yik - Riexyjk - Rf)

e k=1

- expertni odhad kovariance, specialné

Ne

3 =Ji2(yik R

ne k=1

- expertni odhad rizika vynosu i-t¢ho AK za dobu trvani PF, tj. N,

Ser =+/SiZiZ;

- expertni odhad rizika vynosu PF.

Uloha optimalizace PF je opét ilohou dvojkriterialniho nelinearniho matematického
programovani (9-7), (9-8), resp. (9-7), (9-12)

Poznamka: Je ziejmé, ze expertni pristup a historicky pfistup je mozné podle situace
vhodné¢ kombinovat.

Dlfsesemvionaoe ]

Uvazujme stejnou tlohu, jako byla feSend uloha 9-1 s tim rozdilem, Ze se 2 (stejné di-
véryhodni) experti nezavisle na sobé vyjadfili k hodnotam 5-ti dennich vynost akcii A, B,
C, D. Jsou uvedeny v nésledujici tabulce, v¢etné (vazeného) priiméru jejich odhadi:

A E i D
Vi) = 0,06 0,04 0,11 0,01
V., = 0,07 0,03 0,08 0,005
Rf, = 006501 0,0350] 010001 0,0075

Kovarian¢ni matici uvazujeme stejnou jako v tloze 9-1, tedy vypocitanou na zakladé
historického ptistupu. Dale uvazujeme rizikové neutralniho investora (k = 1), tedy indife-
rencni investorova piimka ma rovnici

R=s+aq.

Reseni:

V Excelu vytvofime piipravna data pro feseni pomoci Resitele napf. jako na Obr. 9.5.
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6

7 =

8 |Kovarianéni matice: 0,0598 0,0070 0,0169 0,0080 5= 0,07

9 0,0070 0,0051 0,0050 0,0013 R= 0,04

10 0,0169] 0,0050 0,0361] 0,0032

k| 0,0080 0,0013 0,0032 0,0086

12

13

14 7i [00000] 07148[ 01418[ 0.1433] = 1 = 1

15
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17 |Zi*Kov. mat.: [ 0.0085] 00046] 0.0091] 0.0026]
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Obriazek 9.5: Data pro ReSitele véetné Feseni

Eficientni PF pro investora, ktery je indiferentni vaci riziku, je slozeno z akcii B
(71,48%), C (14,18%) a D (14,33%), jak je zfejmé z Obr. 9.5.

ozr ]

e Uved'te priklad bezrizikového aktiva.
e Co je to efektivni hranice portfolia?
e Lze obecné fici, ze s ristem vynosu portfolia klesa riziko portfolia?

wmortaproy  [T]

V této kapitole jste si zopakovali nékteré poznatky z oboru financi, konkrétné z tzv.
,matematiky cennych papiri“, teorie portfolia a finanéniho modelovani. V navaznosti na
kapitolu o vicekriterialnim programovani jste formulovali illohu optimalizace PF jako dvoj-
kriterialni ulohu VKMP. Uloha optimalizace PF spo¢iva v nalezeni takovych relativnich
podila aktiv v PF, aby se maximalizoval o¢ekdvany vynos PF a minimalizovalo se jeho
riziko. Obraz mnoziny vSech nedominovanych (Paretovskych) feSeni této tlohy ve dvoj-
rozmérném kriteridlnim prostoru o soutfadnych oséch o a R se nazyva efektivni hranice PF.
Kazdy bod ktivky efektivni hranice piedstavuje dvojici g, R, kterd odpovida eficientnimu
portfoliu, coz je nedominované feSeni této tlohy. Chceme-li ziskat eficientni portfolio s
niz§im rizikem, musime akceptovat nizsi vynos a naopak, chceme-li eficientni portfolio s

vvrooe

vys$$im vynosem, musime akceptovat 1 vyssi riziko. To, ktera dvojice riziko — vynos nejlépe
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odpovida danému investorovi, 1ze vyjadrit jeho postojem k riziku napi. pomoci indiferenc-
nich kiivek (napf. ptimek). S vyuzitim tzv. stochastického historického ptistupu jste se na
piikladech naucili fesit lohu nalezeni eficientniho PF pomoci Resitele v Excelu.
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10 SHARPEHO, MARKOWITZUV A FAKTOROVY MODEL
PORTFOLIA

wowvmmzomeray ]

V ptedchozi kapitole jsme uvedli model k nalezeni eficientniho portfolia pro investora
se zadanou indiferen¢ni ptfimkou. Takové eficientni PF je nedominované feseni této 2-Kkri-
teridlni ulohy ve smyslu VKP z kapitoly 7. V této kapitole se budeme zabyvat dal§imi his-
toricky starSimi piistupy k vypoctu eficientniho PF. Prvni z nich - Sharpetiv model - spo-
¢iva na myslence pfevést kritérium rizika na omezujici podminku se zadanou horni ptipust-
nou hranici a vzhledem k této omezujici podmince pak maximalizovat o¢ekavany vynos
PF. Druhy pfistup - Markowitziiv model - je symetricky s prvnim v tom smyslu, ze pfevadi
kritérium o¢ekavaného vynosu na omezujici podminku se zadanou dolni pfipustnou hranici
a vzhledem k této omezujici podmince se pak minimalizuje riziko PF.

ooy ]

Po prostudovéani této kapitoly budete umét:

e Zékladni modely pro nalezeni optimalniho portfolia.
e Vyiesit tlohu optimalizace portfolia v Excelu.
e Vysvétlit diivody pouziti faktorovych modeli.

reovssiommapmory  [[]

Optimalizace portfolia, Sharpetiv model, Markowitziv model, faktorovy model, syste-
matické riziko.

10.1Optimalizace portfolia jako 2-kriterialni problém nelinearniho
programovani

Uloha optimalizace PF spociva v nalezeni takovych podila Zi, i =1, 2, ..., M, (relativni
podil i-t¢ho AK v PF), pro které plati >Zi =1, Zi>0, i = 1,2,...,M, a to takovych, aby se

maximalizoval o¢ekavany vynos PF (9-3) a zaroven minimalizovalo se riziko PF (9-6), tj.

Rer = Y Ri Zi — max; (10-1)

Oor =~/ DD 04 Z,Z; —> min; (10-2)
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za podminek

zzizl, ZiZO, |:11 21 Ty M’ (10'3)

di<zZi<hy,i=1,2, .. M (10-4)

Namisto smérodatné odchylky je mozné alternativné pouzit téZ varia¢ni koeficient:

kde

Xi — vynos i-té¢ho aktiva (akcie) = ndhodna veli€ina,

E(X;) — stfedni (o¢ekavana) hodnota vynosu i-tého aktiva, Ri= E(X;),
Rpr = Y Rj Zj — stfedni (o¢ekavana) hodnota vynosu PF,

Zi —podil i-tého aktivav PF,i=1, 2, ..., M.

Pritom plati: YZi=1,di<Zj<hi,i=1, 2, ..., M — pocet aktiv.

Riziko PF se vyjadfuje smérodatnou odchylkou, pfipadné variacnim koeficientem (10-
5):

Opr = \/ZZaijzizj — min;
aij = Cov(Xi, Xj) - kovariance mezi aktivy i a j.

Ptirozena je otazka, jak odhadnout R;j a ¢ij? V ptedchozi kapitole jsme uvedli vztahy (9-
2) a (9-5) k odhadu téchto veli¢in z ¢asovych fad trznich cen uvazovanych akcii. Je zapo-
tiebi pfipomenout, Ze vSe se vztahuje na pfedem zvoleny ¢asovy interval trvani PF!

V ptedchozi kapitole jsme také uvedli model (9-7), (9-8) k nalezeni eficientniho portfo-
lia pro investora se zadanou indiferen¢ni ptimkou, kterd charakterizuje investoritv postoj k
riziku. Takové eficientni PF je nedominované feSeni této 2-kriterialni ulohy ve smyslu VKP
z kapitoly 7. V soucasné kapitole se budeme zabyvat dal$imi historicky star§imi ptistupy
k vypoctu eficientniho PF. Prvni z nich (Sharpetiv model) spo¢iva na mysSlence prevést
kritérium rizika na omezujici podminku se zadanou horni hranici a vzhledem k této ome-
zujici podmince pak maximalizovat ocekavany vynos PF. Druhy ptistup (Markowitziiv
model) je symetricky v tom smyslu, ze prevadi kritérium ocekdvaného vynosu na omezujici
podminku se zadanou dolni hranici a vzhledem k této omezujici podmince se pak minima-
lizuje riziko PF.

10.2 Sharpeuv model

Jak jsme se vySe zminili, Sharpetiv model spo¢iva na myslence pievést kritérium rizika
na omezujici podminku se zadanou horni hranici b, tato omezujici podminka se ptida ke
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stavajicim a vzhledem k takto uvazovanym omezujicim podminkam se pak maximalizuje
o¢ekavany vynos PF slozen¢ho z M aktiv. Vznikne tak model matematického programo-
vani s jedinou linearni ii¢elovou funkci a omezujicimi podminkami obsahujicimi jednu ne-
linedrni podminku, tj.:

Rer = YRi Zi — max; (10-6)

za podminek

ZZZRG ;Zizj <b (10-7)

¥Zi=1,2i>0,i=1,2,.., M, (10-8)
di<zi<hji=1,2,.. M. (10-9)

Hodnota b v omezujici podmince (10-7) ma vyznam velikosti rizika ptipadajiciho na
jednotku vynosu. Omezujici podminky (10-9) umoziuji kratky prodej a také pfitomnost
bezrizikové investice je dovolena. Necht’ napiiklad i = 1 je bezrizikova investice (s néjakym
vynosem Rz > 0), potom oi1 = 0, pro vSechna i = 2,3,...,M, nebot’ je nekorelovana se vSemi
rizikovymi aktivy. Pivodné byl Sharpetiv model uvazovan bez moznosti kratkého prodeje
a také bez pfitomnosti bezrizikové investice. V naSem pojeti se proto jedna o zobecnény
Sharpetiv model.

10.3Markowitziiv model

Jak jsme se vySe zminili, Markowitzitv model je zaloZen na myslence pievést kritérium
ocekdvaného vynosu na omezujici podminku se zadanou dolni hranici c, tuto omezujici
podminku pfidat ke stavajicim a vzhledem k takto uvaZzovanym omezujicim podminkam
pak minimalizovat riziko PF slozené z M aktiv. Vznikne tak model matematického progra-
movani s jedinou (nelinearni) t€elovou funkci a omezujicimi podminkami obsahujicimi

line4rni podminky:
Oor =+ 0,2 042, Z; —>min; (10-10)

za podminek
YRiZi>c, (10-11)
di<Zi<h,i=12, .. M, (10-13)

kde c, di, hi — zadané konstanty (arovn¢).

Hodnota ¢ v omezujici podmince (10-11) ma vyznam velikosti o¢ekdvaného vynosu.
Omezujici podminky (10-13) umoznuji kratky prodej, a takeé pfitomnost bezrizikové inves-
tice je dovolena. Necht naptiklad i = 1 je bezrizikova investice (s vynosem R1 > 0), potom
oir = 0, pro vSechna i = 2,3,...,M, nebot’ je nekorelovana se v§emi rizikovymi aktivy. Pa-
vodné byl Markowitziiv model uvazovan bez moznosti kratkého prodeje a také bez ptitom-
nosti bezrizikové investice. S moznosti kratkého prodeje se model také nazyva Blackuv
model PF, s moznosti bezrizikové investice se pak nazyva Tobintiv model PF. V nasem
pojeti se tedy jedna o zobecnény Markowitziiv model PF.
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10.4 Faktorové modely

Na myslence efektivni diversifikace akciového portfolia jsou zalozeny faktorové (také
indexové nebo indexni) modely, kterymi se budeme zabyvat v této Casti. Jde vlastné o
proces piidani dalSich cennych papirt do portfolia za ucelem snizeni celkového rizika port-
folia postiednictvnim sniZeni jedinecného rizika. Nesystematické (jedinecné) riziko vy-
plyva z jedineCnosti cennych papiri v portfoliu. Systematické (trzni) riziko je na druhou
stranu nediverzifikovatelné. Mirou tohoto rizika je tzv. koeficient beta, o kterém bude dale
fec.

Cely kapitalovy trh je ovSem ne zcela upiesnény pojem. Z toho diivodu je "cely trh"
Casto zastoupen indexem, ktery odrazi chovani a pohyby trhu. Na americkém kapitalovém

trhu je to napf. index Standard&Poor's, nebo znamé;jsi index Dow Jones. Na prazské burze
se pouziva index PX.

V ptedchozi kapitole jsme riziko PF pocitali z kovarianéni matice zastoupenych M aktiv.
V piipadé velkého poétu aktiv to ale znamena poéitat M? kovarianénich koeficienttl. Napf.
pro M =200 to znamena pocitat 200.200/2 = 20 000 kovarian¢nich koeficientli coz miize
byt technicky naroc¢né.

Jednoindexovy (jednofaktorovy) model PF tento problém obchézi tak, ze jednotliva
aktiva vztahne k jedinému PF nazyvanému faktor (nebo index) reprezentujicimu cely ka-
pitalovy trh (tzv. trzni PF). Trzni PF zahrnuje vSechna aktiva dané¢ho kapitalového trhu s
ptisluSnymi vahami odpovidajicimi jejich skutecnému pomérnému zastoupeni na tomto
trhu. Proto se v praxi jako trzni PF obvykle bere vhodny trzni (akciovy) index. Vynos i-
tého aktiva vyjadiime pomoci jednoduchého linearniho regresniho modelu

Xi=ai+ pi F+e, (10-14)

kde Xj je vynos i-tého aktiva, ai, fBi jsou odhadované parametry modelu, F je trzni (ak-
ciovy) index. Posledni ¢len ej pfedstavuje ndhodnou (rezidualni) slozku modelu, spliujici
nasledujici predpoklady:

M E(ei)=0prokazdéi=1, 2, ..., M,
(1)  Cov (e, F)=0prokazdéi=1,2,.. M,
(1  Cov (e, g)=0pro"i=jij=1,2,.., M.

zZ(al):
_ Cov(F, X,) (10-15)
' var(F)
ai = E(X) - BiE(F), (10-16)

Pritom koeficient ai se povaZuje za nesystematickou slozku modelu (10-14), ktera zo-
hlednuje specifika aktiva i, druhy ¢len fi E(F) 1ze povazovat za systematickou sloZku mo-
delu, ktera zohlednuje vliv globalniho chovani trhu. Dosazenim do (10-15), (10-16) a s
vyuzitim (I) — (III) obdrzime

Rer =Y (ai + ai E(F)) Zi, (10-17)
o%r=Var(F) XY Bifi Zi Zj + Y Var(ei)Z?. (10-18)
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Sharpeho jednoindexovy model PF obdrzime dosazenim do modelu (10-6) — (10-9)
Rer =Y (ai + SiE(F)) Zi— MAX;
za podminek

o= Var(F) XY pipi Zi Zj + Y. Var(ei)ZiZS b,
> Zi=1,
di<zZi<h;,i=12, .., M

Markowitziv jednoindexovy model PF obdrzime dosazenim do (10-10) — (10-13)
o%e=Var(F) 33 pifi Zi Zj + 3 Var(ei)Zi? — MIN;
za podminek

Y(ai + BiE(F)) Zi=c,
> Zi=1,
di<Zi<hy,i=12, .. M

Uplatnénim operatoru “Var” na vztah (10-14): Xi = ai + fi F + ei, obdrzime:
Var(Xi) = % Var(F) + Var(e)) , (10-19)

kdy posledni vztah udava rozptyl vynosu Var(Xi), tzv. celkového rizika i-t¢ho aktiva,
jako soucet systematického rizika i-tého aktiva $i* Var(F), kde fi je tzv. beta-koeficient
i-t¢ho aktiva a Var(F) je systematické riziko trhu, a nesystematického (individualniho
— jedine¢ného) rizika i-tého aktiva Var(ei).

10.5Postup pfi vypoctu optimalniho PF — jednoindexovy ,,histo-
ricky“ model

Pouziti Excel-Resitele pro akcie na PBCP

Krok 1. Vybér vhodnych aktiv v poctu M (napf. akcii obchodovanych na PBCP) a vhod-
ného indexu F (napt. F = PX50).

Krok 2. Volba N - ¢asového intervalu trvani PF a délku T ¢asovych fad (cen Cit vybranych
aktiv), pfitom N < T, ze statistickych diivodu je vhodné, aby N + 30 < T .

Krok 3. Vypocet relativnich kapitalovych vynosu Xi vybranych aktiv a relativnich zmén
indexu F.

Krok 4. Vypocet statistickych charakteristik Xj a F : Ri=E(Xi), Var(Xi) , Var(F), Cov(Xi, F),
Bi ze vztahu (10-15) a Var(ei) z (10-19).

Krok 5. Ovéfeni platnosti predpokladti modelu (1) az (III)

Krok 6. Zadéani hodnot b, (resp. ¢ ), d, h a vypocet optimélniho sloZeni portfolia Zio"
pomoci Sharpeho ( resp. Markowitzova ) modelu s pouzitim Excel — Resitel.
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B T

Uvazujte PF slozené ze 3 akcii a bezrizikového aktiva. V tabulce jsou uvedeny denni
ceny akcii na PBCP v¢etn€ hodnot indexu PX za obdobi od 3.9.07 do 7.12.07 (69 obcho-
dovatelnych dnti): Do PF je zatazeno bezrizikové aktivum ING Konto s 30-ti dennim vy-
nosem 0,0022. Vypocététe 30-ti denni optimalni PF podle:

A) Sharpeho indexového modelu — maximalizujte vynos PF pti zadaném riziku b = 0,05
(. 5%), ptitom kratky prodej neni povolen, tj. di = 0;

B) Markowitzova indexového modelu — minimalizujte riziko PF pii zadaném vynosu ¢
=0,10 (. 10%), ptitom kratky prodej neni povolen.

Reseni: M =4, N =30, F=PX.
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Ceny akcii (denni):
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Nejprve vypoéitame 30-ti denni vynosy podobné jako v Resené uloze 9-1 (Krokl az

Krok3):

135



Sharpeho, Markowitziv a FaktorovY model portfolia

Vynosy akcii {30-denni):

ICETV CEZL KOBA PX 50 ING konto
0,1067 0.1745 -0,0063 0.04588 0.0022
D.0784 01828 0.0326 0.0442 0.0022
D077V 01784 00679 0.0441 0.0022
00953 0.1654 0.0954 0.0562 0.0022
0,0506 0,1464 U,0625 U,0455 0.0022
00504 01511 00453 U,0626 0.0022
0,1146 0.1545 0,0768 0.0610 0.0022
01114 0.1903 0,0729 0.0734 0.0022
0,1032 0.2187 0,0860 0.0790 0.0022
0.1662 0.2502 00849 0.0989 0.0022
0.1936 0.2375 01033 0.0947 0.0022
0, 1681 0. 2196 01289 U,09010 0,002l
0, 1834 02308 01065 U,0813 0,002l
0,1808 0,2343 00876 0,0656 00022
0,1903 0,2333 0,0531 00628 00022
0,1388 02377 00432 0,0621 00022
01279 0.19549 0,0253 0.0380 0.0022

00871 0.157 0.0002 0.0195 0.0022
0.0564 0.1568 0.0517 0.0087 0.0022
00734 00523 U,06.27 -0, 0045 00022
0,0457 U,0604 00514 -0, 0156 00022
0,0862 0,0861 0,0316 -0,0037 0.,0022

00737 0,0743 00579 -0,0351 0.,0022
0,037 0,0634 0,0323 -0,0466 0.,0022

00202 0.0353 00271 -0.0662 0.0022
0.0150 0.0637 00078 -0.0618 0.0022
-0.0351 U.0bod -0 0121 0,051 00022
-0.0420 00711 -0 0154 -0, 0535 00022

-0.0210 0.0807 -0.0280 -0,0658Y 0.0022
-0.04593 0.0665 -0.0282 -0.0719 0.0022
-0.0847 0.0602 -0.0130 -0,0788 0.0022
-0.0r22 0.0450 -0.0200 -0.0762 0.0022
-0.0755 0.0506 -0.0262 -0, 0651 0.0022
-0.0669 0.0508 -0.0154 -[.0544 0.0022
-0.0204 U.0602 00154 -0, 0441 U,0022
0,0094 U.06713 U,0330 -0, 0554 U,0022
-0.01593 0.0693 0,00584 -0,0501 0.0022
0,0000 0.0792 0,0162 -0,0351 0.0022
-0.0208 0.0658 0,0116 -0,0363 0.0022

Dale vypocitame potiebné charakteristiky Ri=E(Xi), Var(Xi) , Var(F), Cov(Xi, F), fi ze
vztahu (10-15) a Var(ei) z (10-19), tj. Krok4:

ST W =) [aJa]ur: £ [ uT: yu] W[ e Luicy ([ u]u]u]
EEAl [ Jn[ul=Es] [ ]nt=1n] AR [nEE=] (W Euicind [ ]u]u]n]
BIE T =i I n]s]= I I =Y=ic] T oo [aJa]nTu]n]
) T stc] I Pl ey =i (nJuJueg npa[apreg
EAm [WJnrar:¥=) (a7 WcEci (W aTu]u]n] (e}
ar(=i] [uJur £ (W ufey =] W T (Wi uTuTu]n] (u Y uTu]u]
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ATFLE MSEMSa_[Rezim kom patibility] - Microsoft Exc (=)

Domi VioZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni @ - 2 X
| K11 ~ (> 1‘-| =0ODMOCNINA(H12*D26+S0UCIN.SKALARNI(D23:G23;015:G15)) ¥

A B c D E F G H [ J [k ] L K

1 |Sharpedv Indexovy model Rep=Y E(CD) Zi

2 oer=Var(F)YY Bi fj Zi Zj + 3 Var(e)Zi’

3 |Model pouziva 30-tidenni wnosy Var(Xi) - ,852 Var(F) = Var(ei)

4

5

6

7

8 |Primémé wnosy, tj Ri: | 0053 01285 00362 00022 Vynos: 0,091922

9

10

11 |Kovariance s PX50: CETV__ |CEZ [KOBA _|ING konto |PX50 Riziko: 0.050001 1

12 PX50 0.0045 00040  0.0021] 0.0000] 0.003666) 1

13 |Koeficient BETAI:  |BETA 0.6872  0.8066  1.1853]  0.0000 Zadané riz 0,05

14 |Koeficient ALFAi:  |ALFA 0,048 01267  0.0337]  0.0000

15 |Individ.riziko: Var(ei) 0.0048  0.0026 -0.0034] 0.0000

16

177i [ 00107] 07060[ 0.0000] 0.2833]suma 10000 = 1

18

19 |kratky prodej: [ 0] 0] 0] 0]

20 | (Krétky prodej pfedstavuje "vypdjéeni” akcii (tzv. krdtkych pozic) za i€elem jejich okamzitého prodeje

21 a za ziskané prostfedky zakoupeni jinych akcii (tzv. dlouhych pozic))

22

23 | Zin2 - [ 00001 04985 0,0000] 0,0802]

24

25

26 (suma BETAI*Zip2 = 0,3327

M 4+ M| “CAPM-Sha IND_Data | IND_Sha , IND_Mar %1 mh m i

Pripraven | | [ —j——] +

A) Sharpeho model (feseni pomoci Excel — Resitel): Optimalni PF ma slozeni: CETV —
1,07%, CEZ — 70,6%, KOBA- 0%, ING konto — 28,33%, pfitom maximalni vynos PF je
9,19%, riziko PF je 5%.

B) Markowitziiv model (feSeni pomoci Excel — Resitel):

137




Sharpeho, Markowitziv a FaktorovY model portfolia

ATVLE MSEMSa [Rezim kompatibility] - Microsoft Exc =k
l Domd VloZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni @ - = x
| Al *iQ fe | Markowitzav Indexovy model ¥

[ A B C D E F G H J K L =

1 [Markowit}iav Indexovy model Rep=Y (ai+ Bi EF) Zi

2 Gl =Var (F)YT. Bifi ZiZi + X Var(ei)Zi-

3 |Model pouziva 30-tidenni wnosy Var(Xi) - ,852 Var(F) = Var(ai)

4

5

6

7

8 |Primémé wnosy. tj Ri- | 0053 01285 00362 00022 Vinos:

9

10

11 |Kovariance s PX50: CETV CEZ KOBA  |ING konto|PX50 Riziko: 0,054501 ] |

12 PX50 0,0045 0,0040  0,0021] 0,0000] 0,003666) 1

13 Koeficient BETAI:  |BETA 0,672  0,8066  1,1853] 0.0000 Zadany wr 0,10

14 |Koeficient ALFAi:  |ALFA 0,0548 01267  0,0337] 0,0000

15 | Individ_riziko: Var(ei) 0,0048  0,0026 -0.0034] 0.0000

16

17 zi 0072507605 00000 028 H surma: 10000 = 1

18

19 |kratky prodej: 0 0 0 0

20 |(Kratky prodej predstavuje "vypljéeni” akcii (tzv. kratkych pozic) za G&elem jejich okamzZitého prodeje

21 | a za ziskané prostiedky zakoupeni jinych akcii {tzv. dlouhych pozic))

22

23 Zir2. [ 0.0002] 05918 0.,0000] 0,0477]

24

25

26 (suma BETAI*Ziy2 = 0,3956

M 4 » M| “CAPM-Sha . IND_Data . IND_Sha | IND_Mar %1 o m i

Pripraven | | [ —j——] +

Optimalni PF ma slozeni: CETV — 1,23%, CEZ — 76,93%, KOBA- 0%, ING konto —
21,84%, ptitom vynos PF je (zadanych) 10%, minimalni riziko PF je 5,45%.

) [smwosramvoo ]

TEMA: OPTIMALNI PORTFOLIO.

1. Vyberte 5 titulti akcii na PBCP, ze kterych budete sestavovat optimalni portfolio.

2. Denni ceny téchto akcii véetné hodnot indexu PX naleznéte na internetu, napt. na
adrese: www.akcie.cz

3. Zvolte dobu trvani portfolia (od ndkupu po prodej) 30 (obchodovatelnych) dnd.

4. Naleznéte optimalni portfolio pro zvolenou dobu trvani portfolia, tj. optimalni po-
dily investované ¢astky pro jednotlivé akcie a do portfolia zahriite t€Z moznost ulo-
zeni v bance na konstantni urok (vyberte banku, kam ¢astku ulozit a zjistéte aktualni
urok, ktery poskytuje; ten pak pouZijete jako hodnotu vynosu bezrizikového aktiva).

5. Optimalni portfolio sestavte s pouzitim klasického stochastického pfistupu na za-
kladé¢

A) Markowitzova jednofaktorového (indexového) modelu pro hodnotu vynosu 5%
(eventudln€ jinou vhodnou hodnotu),
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B) Sharpeho jednofaktorového modelu pro hodnotu varia¢niho koeficientu 10% (even-
tualné jinou vhodnou hodnotu). Jako index slouzi PX.

6. Dosazené vysledky komentujte!

orzr 7]

e Co je podstatou Sharpeho modelu optimalizace portfolia?
e Co je podstatou Markowitzova modelu optimalizace portfolia?
e Jaka je hlavni vyhoda faktorovych modela optimalizace portfolia?

jswmortapro——[T]

V ptedchozi kapitole jsme uvedli model k nalezeni eficientniho portfolia pro investora
se zadanou indiferen¢ni pfimkou. Eficientni PF predstavuje nedominované feSeni této 2-
kriteriadlni ulohy ve smyslu VKMP z kapitoly 7. V této kapitole jsme se zabyvali dal$imi
historicky star§imi pfistupy k vypoctu eficientniho PF. Prvni z nich (Sharpetiv model) spo-
¢iva na myslence prevést kritérium rizika na omezujici podminku se zadanou horni pfipust-
nou hranici a vzhledem k této omezujici podmince pak maximalizovat ocekavany vynos
PF. Druhy pfistup (Markowitztiv model) je symetricky v tom smyslu, ze pievadi kritérium
ocekavaného vynosu na omezujici podminku se zadanou dolni ptfipustnou hranici a vzhle-
dem k této omezujici podmince se pak minimalizuje riziko PF. V piedchozi kapitole jste
riziko PF pocitali z kovarianéni matice zastoupenych M aktiv. V piipadé velkého poctu
aktiv to ale znamena pocitat M X M kovarian¢nich koeficientli, coz mtize byt technicky
problém. Jednoindexovy (jednofaktorovy) model PF tento problém obchazi tak, Ze jednot-
liva aktiva vztdhne k jedinému PF nazyvanému faktor (nebo index) reprezentujicimu cely
kapitalovy trh (tzv. trzni PF). Trzni PF zahrnuje vSechna aktiva daného kapitalového trhu
s prislusnymi vahami odpovidajicimi jejich skute¢nému pomérnému zastoupeni na tomto
trhu. Proto se v praxi jako trzni PF obvykle bere vhodny trzni (akciovy) index. Vynos kaz-
dého aktiva se vyjadii pomoci jednoduchého regresniho modelu. Postup pti vypoctu opti-
malniho PF (jednoindexovy model , historicka“ metoda) za pouziti Excel-Resitele pro akcie
na PBCP byl demonstrovan na ptikladu.
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11 OPTIMALIZACNI METODY NA GRAFECH

[@l[memymneomapmory ]

Tématem této kapitoly je ivod do védni discipliny nazyvané ,, Teorie grafu*, kterd ma
mnoho spole¢nych ¢asti s operacnim vyzkumem. I kdyz by se mohlo zdat, Ze takové téma
je pftili§ vzdalené béznému Zivotu, opak je pravdou. Optimaliza¢ni metody na grafech, spe-
cidlné v sitich, tzv. metody sitové analyzy, se bézn€ vyuzivaji naptiklad v navigacnich
systémech modernich automobilil, nebo pfi planovani ¢innosti slozitych projektti. Nejprve
se seznamite se zakladni pojmy teorie grafil, poté se naucite nalézt minimalni kostru grafu,
nejkratsi cestu v siti, stanovit maximalni tok v jednoduché siti. K feSeni budete pouzivat
Excel. Problematika této a nasledujici kapitoly je podrobnéji rozpracovana napt. v publi-
kaci [8] a také v [10], ze které tento text Cerpa.

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e Zaklady teorie grafii.

e Nalézt nejkratsi cestu v grafu a pochopit princip algoritmti pouzivanych v GPS na-
vigacich.

e Vytvofit minimalni kostru.

e Zjistit maximalni tok sité.

H[weomsiommpranr ]

Graf, hrana, uzel, smycka, multigraf, inciden¢ni matice, ¢astecny graf, podgraf, strom,
kostra, cyklus, cesta, tok v siti.

11.1Zaklady teorie graft

Graf je objekt (obvykle si jej predstavujeme v roving), ktery se sklada z uzli (nékdy se
také fika vrcholi) a hran. Mnozinu uzli budeme znadit symbolem U, mnozinu hran H.
Grafem G je pak dvojice mnozin: G = (U, H). Hrana vzdy spojuje dva uzly a je bud’ neori-
entovana, nebo orientovana. Hrana také mize spojovat uzel se sebou samym. Neoriento-
vana hrana je symetrické spojeni dvou uzld, zatimco u orientované hrany rozliSujeme
jeji smér, ktery nam udava pocatecni a koncovy uzel. Neorientovana hrana ma oba mozné
sméry. Neorientovany graf ma vSechny hrany neorientované. Za orientovany graf bu-
deme povazovat takovy graf, ktery ma alespon jednu hranu orientovanou.
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Nejdiive se budeme zabyvat neorientovanym grafem. VSimnéte si, ze jakakoliv hrana
bud’ spojuje dva rizné vrcholy, nebo tvofii ,,smycku‘ kolem jednoho vrcholu. Obé moznosti
jsou zahrnuty v nasledujicim ptikladu, kde jsou zavedeny nové pojmy.

Piiklad 1:

Nasledujici graf je takovy, ze U = {u1, Uz, U3, U4, Us, Us} a H= {A, B, C, D}. Na nasle-
dujicim obrazku jsou uzly oznaceny krouzky, hrany pak tiseckami, oblouky, eventudlné

smyckou.

Vsimnéte si, Zze v predchozim ptikladu hrany A a C spojuji stejné dva uzly uz a uz. Ta-
kovym hranam se fikd paralelni (nasobné) hrany.

Hrana B zacind 1 kon¢i ve stejném bod¢. Obecné se hrany, které zacinaji 1 konci ve
stejném bodé¢, nazyvaji smycky.

Pro zjednoduseni je vhodné zavést definici grafu, ktery bude ,,0¢i$tén* od paralelnich
hran a smy¢ek. Takovému zjednodusenému grafu se fika prosty graf. Obsahuje-li graf
paralelni hrany nebo smycky, nazyva se multigraf.

Priklad 2:

Nasledujici prosty graf, ktery obsahuje 5 uzld a 4 hrany, je dany tak, Ze U = {uz, U, us,
U, Us, U} @ H = {[us, uz], [uz, us], [us, us], [us, uz]}.

Kromé uvedeného zépisu a grafického znazornéni I1ze kazdy prosty graf G zadat pomoci
inciden¢ni matice lc. Je to ¢tvercova matice s poc¢tem fadkt a sloupct rovnych poctu uzli
grafu. Je-li [ui,u;] hranou grafu G = (U,H), potom prvek inciden¢ni matice aij = 1, v opac-
ném piipadé¢ je aij = 0. Graf z pfedchoziho ptikladu ma nasledujici inciden¢ni matici:
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Vsimnéte si, ze ve ¢tvrtém fadku a ¢tvrtém sloupci jsou samé nuly. Tento fakt znamena,
ze Ctvrty uzel neni spojen hranou s zadnym jinym uzlem, jak je vidét na obrazku grafu.
Incidenéni matice umoznuje snadné zakédovani kazdého grafu do pocitace.

Orientovana hrana je uspofadana dvojice uzld (ui,u;j), kde uj je pocate¢ni uzel a u; je
koncovy uzel, pfitom je uj, Uj € U. Pouzivame zde kulatych zavorek, na rozdil od neorien-
tované hrany, kde jsme pouzivali zdvorek hranatych. Ozna¢ime H jako mnozinu vSech ori-
entovanych hran grafu. Pak graf G = (U, H) nazveme orientovanym grafem. Znamena to,
ze hrany grafu maji zadany néjaky smér. V obrazku se tento fakt vyznaci Sipkami.

Priklad 3:

Nasledujici orientovany graf, ktery obsahuje 5 uzli a 4 hrany, je zadany tak, ze U = {us,
U2, U3, U4, Us} @ H = {(u1, u2), (ug, us), (uz, us), (Us, U2)}. Zadani tohoto piikladu je téméef
stejné jako u prikladu predchoziho. VSimnéte si, v ¢em se ob¢ zadéni lisi a v ¢em se pak
1181 vysledné grafy.

Kam ale zatadit graf, ktery ma nckteré hrany orientované a nckteré neorientované?
Vzdyt i silni¢ni sit’ se sklada z cest obousmérnych a cest jednosmérnych. Neorientovana
hrana se d4 ,,rozlozit* na dvé opacné orientované hrany, tedy takovy graf mizeme povazo-
vat za graf orientovany.

Ubranim jedné hrany z grafu G vytvotime graf Gi, ktery je castecnym grafem grafu G.
Obecnéji, éasteény graf vznikne z piivodniho grafu vynechanim nékterych hran. Samozie-
jmé mizeme vytvofit novy graf t€z vynechanim uzli nebo jak uzli, tak hran. Podgraf
vznikne z ptivodniho grafu po vynechani nékterych uzli a jim odpovidajicich hran, ¢astec-
nym podgrafem rozumime podgraf po vynechani n€kterych jeho hran.

Pro pouziti grafi (a zdaleka se nejedna jenom o operacni analyzu) je vyhodné mit ohod-
noceny bud’ hrany grafu (jako ptiklad mize slouzit kilometrickd vzdalenost mést v silni¢ni
siti), nebo vrcholy grafu (naptiklad ¢asové limity). Dostdvame tak hranové ohodnoceny
graf, nebo uzlové ohodnoceny graf.
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Piiklad 4:

Nasledujici graf G, ptestavujici silni¢ni sit’, je hranové ohodnocenym grafem, graf Gz
(pocitacova sit’) je uzlové ohodnocenym grafem. U prvniho z nich oznacuji ohodnoceni
vzdalenosti uzl (mést) v km, u druhého jde o hodnoty propustnosti uzla (serverti) v mega-
bitech za sekundu.

Graf G1:

Graf G»:

6

Typickym ptikladem grafu je silni¢ni sit’ — viz graf G v pfedeslém piikladu. Mozna vas
napadne, Ze jednim z kol by mohlo byt nalezeni nejkratsi cesty mezi dvéma uzly zada-
ného grafu (napf. mezi uzly u1 a us). U grafu G se 4 uzly je to ovSem snadné, u grafu s
desitkami (stovkami, tisici atd.) hranami jiz to snadné byt nemusi. K tomu bude zapotiebi
zavést jesté dalsi pojmy.

Cesta v grafu je takova posloupnost orientovanych hran, v niz vzdy nasledujici hrana
zacind v uzlu, v némz kon¢i hrana pfedchazejici. Pozor, u cesty musite dbat na orientaci
hran. V ptipadé, Ze nés orientace hran nezajima, nebo se jedna o neorientovany graf, a
chceme mit prosté propojeni mezi dvéma body, pak hovoiime o fetézu. Retéz v grafu je
cesta bez ohledu na orientaci hran. To znamena, ze kazda cesta je zaroven fetéz. Uvédomte
si vSak, ze existuji fetézy, které nejsou cestami.

Priklad 5:

V grafu G najdéte cestu a fetéz mezi uzly Uz a Us.

u
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Cestou A z uzlu uz do uzlu us je pouze posloupnost hran:

A = {(ug, u2), (uz, us)}. Cestou B od uzlu us do uzlu us je jen posloupnost hran B ={(us,
Us), (Us, U1)}. Retézy jsou 3 a tvoii je posloupnosti hran:

C = {[uy, uz], [uz, us]}, D = {[us, ug], [us, us]} a E = {[us, ua], [us, Us]}, z nich pouze D
neni cesta.

Cesta, ktera za¢ina i kon¢i v tomtéz uzlu, se nazyva cyklus. V ptipad¢ smycky se jedna
0 degenerovany cyklus. Cyklus je tedy specialni cesta, sklada se proto z orientovanych
hran. U neorientovaného grafu nahradime kazdou neorientovanou hranu dvojici orientova-
nych hran s opacnou orientaci. Cyklus v neorientovaném grafu (slozeném z neorientova-
nych hran) je pak urcen odpovidajicimi orientovanymi hranami.

Piiklad 6:
V grafu G z piedchoziho ptikladu najdéte cyklus.

V grafu G je jediny cyklus, tvofi ho posloupnost hran F = {(uz,u2), (u2,us), (Us,us),

(Ua,u1)}.
Dalsi pojmy, které musime zavést, se tykaji typa grafi.

Souvislym grafem nazyvame takovy graf, v némZ mezi kazdou dvojici uzli existuje
alespon jeden fetéz, ktery je spojuje.

Priklad 7:

Nasledujici graf neni souvislym grafem. Da se vytvofit podgraf a ¢aste¢ny graf, které by
byly souvislym grafem?

Graf G:

Jako ptiklad podgrafu grafu G, ktery je souvislym grafem, muize slouzit graf, ktery
vznikne z grafu G vynechanim uzli Us a U7 a jim piislu$né hrany. Caste¢ny graf, ktery by
byl souvislym grafem, utvofit nelze.

Acyklickym grafem nazyvame graf, ktery neobsahuje zadny cyklus. Strom je neori-
entovany souvisly acyklicky graf. Strom je tedy specidlnim ptipadem acyklického grafu.
Les se sklada z jednoho nebo nékolika stromt. Plati tedy, Ze souvisly les je strom. U lesu
plati to, ze jeho kazdé dva uzly 1ze spojit nejvyse jednim fetézem. Nékteré uzly mohou byt
takto nepropojitelné. U stromu Ize tuto podminku jemné pozménit: kazdé dva uzly Ize spojit
pravé jednim fetézem. Kdyby totiz propojeni dvou uzli nebylo mozné, odporovalo by to
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podmince souvislosti stromu. Kdyby naopak bylo propojeni mozné dvéma riznymi ce-
stami, pak by tyto cesty spolecné tvofily cyklus, coz je rozpor s pozadavkem na strom.

Piiklad 8:

Zjistéte, kolik hran ma strom se tfemi uzly. Kolik hran ma strom se ctyfmi uzly? Pokuste
se takové stromy nakreslit.

Pokud jste uvazovali spravné, ma vas prvni graf dvé neorientované hrany a druhy ma
neorientované hrany tfi. Obecné plati tento fakt: kazdy strom s n uzly ma (n-1) hran. Oba
grafy, které jste nacrtli, jsou stromem, lesem i acyklickym grafem. Mate-li o tom pochyb-
nosti, znovu se podivejte na piislusné definice. Zkontrolujte, Ze to plati u nasledujiciho
grafu, ktery je lesem sloZenym ze 3 stromi. Kazdy strom mé 7 uzld, a tedy 6 hran:

Uplny graf je takovy neorientovany graf, ve kterém pro kazdou dvojici uzld existuje
prave jedna neorientovand hrana, kterd je spojuje. Jednoduse feceno, je to graf spojent ,,kaz-
dého uzlu s kazdym*.

Rovinny (plochy) graf je takovy graf, ktery lze znazornit v roving tak, ze se nektizi
z4dna dvojice hran.

Priklad 9:

Nacrtnéte Uplny graf se tfemi vrcholy, uplny graf se ¢tyfmi vrcholy a Gplny graf s péti
vrcholy. Jsou tyto grafy rovinné? Kolik maji hran? Pokuste se odvodit obecny vztah pro
pocet hran tplného grafu o n vrcholech.

PakliZe jste spravné uvazovali, pak vas prvni graf ma tfi neorientované hrany a je to
rovinny graf (,,trojihelnik*), druhy graf ma hran 6 a i tento graf je rovinny (,,Ctyfthelnik
vcetné uhlopfticek, jednu z nich vSak Ize vést ,,venkem*), naproti tomu tieti graf ma hran
10
a neni rovinnym grafem (,,pétitthelnik véetné thlopticek*). Indukci odvodite, Ze pocet hran
uplného grafu o n uzlech je roven poctu vSech dvouprvkovych kombinaci vSech uzld, coz

se rovna ¢islu {n) = M .
2 2

11.2 Minimalni kostra
Kostra je ¢astecny graf souvislého grafu, ktery je stromem. Je to tedy acyklicky souvisly

graf, ktery vznikl ze souvislého grafu vypusténim nékterych hran. Minimalni kostra hra-
nove ohodnoceného grafu je kostra s miniméalnim souctem ohodnoceni hran.
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Algoritmus pro nalezeni minimalni kostry ohodnoceného grafu popiseme pro obecnou
situaci. Budeme pfitom vychazet z Gplného hranové ohodnoceného grafu s n vrcholy, kde
kij je ohodnoceni hrany mezi vrcholy uj a uj. Z ptedchoziho odstavce vime, ze kostra tako-
vého grafu ma (n-1) hran.

Algoritmus pro nalezeni minimalni kostry
(Kruskaliv algoritmus)

Krok 1. Vybereme dvé hrany s minimalnim ohodnocenim kijj a zafadime je do vysledné
kostry (pokud jde o graf orientovany, vybereme pouze jedinou hranu).

Krok 2. Ze zbyvajicich hran a vybereme dal$i hranu s minimalni hodnotou tak, aby
s doposud vybranymi hranami netvofila cyklus.

Krok 3. Podle bodu 2. postupujeme az do vybrani (n — 1) hran, tj. do vytvofeni kostry.
Vysledna kostra ma minimalni souc¢et ohodnoceni.

Piiklad 10:

Uvazujme nasledujici sit’ péti pobocek banky, které maji byt propojeny pocitacovou siti
tak, aby propojeni bylo co nejlevnéjsi a aby byly vSechny pobocky pfipojeny do sité. Hod-
noty hran vyjadiuji ceny za propojeni. Naleznéte nejlevnéjsi propojeni.

Reseni:

Vime, Ze kostru grafu budou tvofit vSechny vrcholy a ¢ty hrany. Nejlépe se nam bude
kostra hledat, kdyZ hrany grafu sefadime podle rostouci hodnoty jejich ohodnoceni:

1. kas:4 5. kiz: 10 09. ki5: 19
2. ka:5 6. kas: 11 10. ko5 : 20
3. kis: 6 7.k 14
4. Koa: 7 8. kss: 17

Podle uvedeného algoritmu postupné vybereme tyto hrany: Kas : 4, koz : 5, k14 : 6.
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chozimi vybranymi hranami. Dalsi a posledni vybranou hranou bude kas : 11.

Kostru grafu si zakreslete do obrazku v zadani.

11.3Nejkratsi cesta v siti
Sit’ je souvisly, orientovany, prosty graf, v némz jsou hrany ohodnoceny nezépornymi
Cisly a v némz existuje dvojice uzll, z nichZ jeden je vstupem do sité (nevstupuje do n¢;j
74dnd hrana) a druhy je vystupem ze sité (nevystupuje z n¢j zadné hrana). Jako ptiklad
muze slouzit vodovodni sit’, potrubni sit’, telefonni sit’, zelezni¢ni nebo silni¢ni sit’.
Priklad 11:

Zdivodnéte, pro€ nejsou nasledujici tfi grafy sit€émi.

a)

b)
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0“10 ()

Reseni

V piikladu a) grafu chybi vystupni uzel, nebot’ ani jeden uzel nespliiuje tu vlastnost, ze
z nj nevystupuje ani jedna hrana. V piikladu b) graf neni souvisly, a tedy nemiize byt siti.
V grafu c¢) chybi vstup do sité.

Prvni algoritmus, kterym se budeme zabyvat a ktery ma vyuziti v praxi, je algoritmus
hledani nejkratsi cesty v siti. M&me tedy urcitou sit’, pro nadzornost uvazujme, ze ohodno-
ceni kazdé hrany ptfedstavuje délku této hrany. Pojem ,,nejkratsi cesta® je jist¢ dostatecné
ilustrativni, proto jenom pro upiesnéni: délkou cesty rozumime soucet ohodnoceni vsech
hran, které tuto cestu tvofi, a nejKkrats$i cestou rozumime tu, kterd ma ze vSech moznych
cest mezi vstupem a vystupem nejmensi délku. Pfirozena je i ponékud obecnéjsi formulace
ulohy: nalezeni nejkratsi cesty mezi dvéma zvolenymi uzly, které nemusi nutné byt vstu-
pem a vystupem sité. Uvedené pojmy maji ziejmy smysl také pro neorientované sité — na-
misto cesty uvaZzujeme fetézec.

Piiklad 12:

Pro nésledujici 3 sité logickou iivahou naleznéte nejkratsi cestu, vyznacte ji do grafu a
zjistéte, jaka je jeji délka.

a)

Nejkratsi cestou je cesta {hi2, hz3, ha} s délkou 11.

b)
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Nejkratsi cestou je cesta {hio, hos} s délkou 12.

ALGORITMUS PRO NALEZENI NEJKRATSI CESTY (DANZIGUV ALGORITMUS)

Algoritmt pro hledani nejkratsi cesty v siti existuje n¢kolik, my se budeme zabyvat jen
jednim z nich, je to tzv. Danzigiiv algoritmus. Pfitom budeme piedpokladat, ze sit’ ma uzly
oznaceny prirozenymi Cisly od 1 do n. Nas algoritmus nalezne navic nejkratsi cesty z uzlu
1 do vSech ostatnich uzli.

Algoritmus nejprve popiseme v krocich:
Krok 1. Uzlu 1 ptitadime hodnotu v = 0.
Krok 2. Pro m # 0 ptifadime uzlu m hodnotu vm, podle vztahu
vm = min{vi + kij}, (11-1)

Pfitom se minimum hleda pies v§echna i, pro néz je v; jiz uréeno, a pies vSechna j, pro
néZ Vj neni dosud urceno.

Krok 3. Hodnota vm piifazena uzlu m predstavuje délku nejkratsi cesty z uzlu 1 dom a
pro hrany (i,j), které ji tvofi, plati vztah

Vvj = Vi + Kij.

Krok 2 predstavuje posloupnost vypoctii hodnot v pro v§echna m = 0. Nyni si na kon-
krétnim ptikladu ukaZeme, jak se nalezeni nejkratsi cesty podle Danzigova algoritmu pro-
vadi v tabulce.

Priklad 13:

UvaZujte nasledujici silni¢ni sit’. Vasim ukolem je nalézt nejkratSi cestu mezi uzly 1
(vstupni uzel) a 9 (vystupni uzel).
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Reseni:

Vlastni vypocet je vhodné sestavovat do tabulky, kterd bude mit tolik sloupct, kolik ma
graf uzl, v nasem piipadé 9. V prvnim fadku téchto sloupct budeme uvadét postupné vy-
poctené hodnoty proménnych Vm, pficemz zaéneme hodnotou vi = 0. Ve druhém tadku
uvedeme postupné ¢isla uzli, v dalSich tadcich vzdy dvojice ¢isel, z nichz prvni bude ¢is-
lem uzlu, do n¢hoz vstupuje hrana vystupujici z uzlu uvedeného v zéhlavi sloupce a druhé
(v zévorce) bude oznacovat ohodnoceni této hrany. Téchto dvojic bude v kazdém sloupci
uvedeno tolik, kolik hran z daného uzlu vystupuje k ostatnim uzlim.

Provedeme si tedy spolecné vypocet nejkratsi cesty, vysledky zapisujte do pfipravené
tabulky.

Krok 1. Polozte v1 = 0.

Krok 2. Z uzlu 1 vedou hrany do 5, 6, 7, proto v prvnim sloupci vyplnite dvojice 5(10),
6(19), 7(18). Z uzlu 2 vedou hrany do 3, 4, 6, 7, 8 a 9, tedy ve druhém sloupci postupné
vyplnite 3(9), 4(18), 6(16), 7(17), 8(11) a 9(24). Obdobné& vyplnite zbyvajici sloupce. Ze
sloupcti 5, 6 a 7 této tabulky vysSkrtnete vSechny dvojice zacinajici 1, nebot’ uzel 1 je vstupni
a zadnou cestu, kterd by do uzlu 1 vstupovala neuvazujeme. Prozatim je stanoveno pouze
v1, proto podle vztahu (*) stanovite vs = min{vy + kij} = 10 a v 1. sloupci oznacdite podtrze-
nim dvojici 5(10). Hodnotu 10 zapiSete do zahlavi 5. sloupce. Z tabulky vyskrtnete vSechny
dvojice zacinajici 5. Nyni jiz mate stanoveny hodnoty Vi a Vs, pouzitim vztahu (11-1) vy-
pocitate Ve = min{ v1 + kuj, vs + ksj} = 17. Hodnotu 17 zapisete do zahlavi 6. sloupce. Z
tabulky vyskrtnete vSechny dvojice zacinajici 6. Dale jiZ jsou stanoveny Vi, Vs a Vs, opetnym
pouzitim vztahu (¥) vypocitate vz = min{ v1 + Kyj, vs + Ksj, V6 + ke } = 18, atd. Timto zpiso-
bem postupujete tak dlouho, dokud nejsou vypocteny vSechny hodnoty vm, tj. dokud neni
vyplnén 1. fadek tabulky a vSechny dvojice jsou bud’ podtrzeny, nebo pteskrtnuty, viz Tab.
11.1.

Tabulka 11.1: Vypocet nejkratsi cesty v grafu
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33 42 24 10 17 18 39 |54
2 3 4 5 6 7 8 9
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Nejkratsi cestu z uzlu 1 do uzlu 9 tvoii hrany spojujici postupné uzly: 1, 5, 6, 2,3 a 9.
Délka této cesty je 54. Z tabulky lze rovnéz vycist nejkratsi cesty z uzlu 1 ke vSem zbyva-
jicim uzlim, vcetné jejich délek.

11.4 Maximalni tok v siti

Co muze v siti téci? Ve vodovodni siti samoziejmé voda, v plynové potrubni siti zemni
plyn, v telefonni nebo pocitacové siti to budou elektrony tvotici informace atd. Tokem v
siti se obecné rozumi funkce, ktera kazdé hran¢ hjj dané sité ptifadi nezaporné Cislo Xij,
které se nazyva hodnota toku v hrané (i,j). Jako obvykle ozna¢ime symbolem kij ohodno-
ceni hrany hij, které pfedstavuje kapacitu hrany neboli propustnost hrany. Uvédomte si,
7e hrana je propustnd obéma sméry. Podivejte se na nasledujici obrazek 11.2, kde je zna-
zornéna pocitacova sit S = (U,H), kapacity hran piedstavuji jejich propustnosti v
Mb/sekundu a jsou dany pouZzitym technickym zafizenim (napt. kabely). Zajima nés pro-
blém propustnosti této site, tedy kolik informaci v Mb/sekundu posilanych z uzlu 1 do uzlu
4 dana sit’ schopna pienést. Kapacita hran je v obou smérech stejna, proto v nasem pro-
blému mizeme zaménit uzly 1 a 4, tj. vstupni za vystupni a obracen¢.

Obrazek 11.2: Poéitacova sit’

Je ziejmé, Ze celkovy tok T, ktery vystupuje z uzlu 1, bude do uzlu 4 vstupovat. Sym-
bolicky budeme tento fakt zapisovat takto:

X12 + X13 + X14 = X14 + Xo4 + X34 (11-2)

V jednotlivych uzlech (mimo uzel vstupni a vystupni) nepiipoustime ztraty toku, proto
soucet hodnot toho, co do uzlu vtéka se musi rovnat souctu hodnot toho, co z uzlu vytéka.
Symbolicky vyjadieno (nejdiive pro uzel 2, potom 3):

X12 + X32 + X42 = X21 + X23 + X24 ,

11-3
X13 + X23 + X43 = X31 + X32 + X34. ( )
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Nakonec musi byt splnéna podminka, Ze tok v Zddné hrané nesmi ptekrocit jeji kapacitu,
ptitom je kapacita v obou smérech stejna, tj. pro kazdou hranu plati kij = kji. Symbolicky
vyjadieno:

0<X12<6,0<%1<6,0<x13<5,0<X31<35,
0<x14<3,0<X23<1,0<x32<1,0<x41<3, (11-4)
0<%24<4,0<X22<4,0<X%X31<6,0<Xa3<6.

Nalezeni maximalniho toku T pfedstavuje maximalizaci

T = X14 + Xo4 + X34 (11-5)

za omezujicich podminek (11-3), (11-4) a (11-5). Toto je zfejme uloha linearniho progra-
movani, kterou jsme se zabyvali podrobné v piredchozich kapitolach. VSimnéte si, Ze po-
mérné jednoducha uloha nalezeni maximalniho toku v siti z Obr. 11.2 ma v pfislusné for-
mulaci tlohy LP celkem 10 proménnych Xij, 3 omezujici podminky ve tvaru rovnosti a 10
omezujicich podminek ve tvaru nerovnosti (kromé obvyklych podminek nezapornosti).

[Hloocamosowrs ]

Odutvodnéte, pro¢ je mozné v pedchozi tiloze LP nahradit G¢elovou funkei (11-5) touto
funket:

T = X12 + X13 + X14

Vyfeste predchozi tlohu LP (1) — (4) pomoci Excel — Reitel.

Pro nalezeni maximalniho toku v siti si ukdzeme jednoduchy a velice nazorny algorit-
mus, ktery vSak je pouZitelny jen pro specidlni sité, tzv. jednoduché sité.

Sit’ se nazyva jednoducha, jestlize je rovinna, tj. 1ze ji zakreslit v roviné tak, ze se zadné
dvé hrany nekiizi a jestlize 1ze ptidat do sit€ dalsi hranu spojujici vstupni a vystupni uzel
tak, Ze se nekiizi s Zadnou hranou.

Obrazek 11.3: Sit’, ktera neni jednoducha

Na Obr. 11.3 vidite ptiklad sité, kterd je rovinna, avSak neni jednoduchd, nebot’ je
ziejmé, Ze vstupni uzel ,,1* nelze spojit s vystupnim uzlem ,,n* hranou, kterd by se nekfizila
s jinou hranou sité. Pojem jednoduché sité zavisi nejen na tom, ze je graf rovinny (plochy)
grafu, ale také na konkrétnim umisténi vstupu a vystupu.
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ALGORITMUS ,,NEJSEVERNEJSI CESTY* K NALEZENI MAXIMALNIHO TOKU V JEDNODU-
CHE SITI

Krok 1. Urcete ,,nejsevernéjsi* (divate-li se na graf jako na mapu) cestu v siti vedouci
od uzlu ,,1* (vstup) do uzlu ,,n“ (vystup) — oznacte tuto cestu symbolem Ci.

Krok 2. Na této cesté C1 naleznéte hranu (pfipadné vice hran) s nejmensi kapacitou —
oznacte ji hrs. Prislusna kapacita je krs. Potom k(C1) = Krs.

Krok 3. Odstrarite tuto hranu (pfipadné vice hran) s minimalni kapacitou a u zbyvajicich
hran cesty Ci snizte kapacitu o hodnotu k(C1). Ziskate tak novy ohodnoceny Castecny graf.

Krok 4. Kroky 1 az 3 opakujte tak dlouho, dokud mezi uzly ,,1* a ,,n“ existuje cesta.
Jakmile v Kroku 3 odstranime hranu tak, ze mezi témito uzly jiz neexistuje zadna cesta,
algoritmus ukoncite.

Krok 5. Hodnota maximalniho toku v siti je Tmax = k(C1) + k(C2) +...

Nyni pouZijeme uvedeny algoritmus na sit’ z Obr. 11.2, avSak narazime hned na potiz:
Zda se, ze nase sit’ neni rovinnd, nebot’ se hrany (1,4) a (2,3) vzéjemné kiizi. Nastésti lze
sit’ prekreslit tak, jak je uvedeno na Obr. 11.4, ptfitom ke kiiZeni hran nedojde a vysledna
sit’ bude jednoduchou siti s ptivodni siti zcela ekvivalentni.

Obrazek 11.4: Ekvivalentni sit’ se siti na Obr. 11.2

Postup podle algoritmu demonstruje posloupnost nasledujicich podgrafu sité¢ z Obr.
11.4:
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=5

Maximalni tok v siti je Tmax = k(C1) + k(C2) + k(C3) + k(Cs) = 13.
V jednotlivych hranach tento maximalni tok realizuji toky:
X12=4,%X21=0,%X13=5,%X31=0,X14 =3, X41 =0, Xo4 =4, Xa2 = 0, X34 =5, Xa3 = 0.

Podle vztahu (11-5) je T = X14 + Xo4 + X34 =3 + 4 + 6 = 13 = Tmax. Pokud jste vyfesili
spravng ulohu LP z vySe zadanych tkoll s vyuZitim Excelu, dospéli jste ke stejnému vy-
sledku.

Protoze, jak jsme fekli, Ize vySe uvedeny algoritmus pouzit jen v piipad€ jednoduché
sité (téch je v praxi vétSina), ziistdvaji ndm k feSeni obecnych siti (téch, které nejsou jed-
noduché) pouze metody linearniho programovani. Ty jsou vSak pro feSeni nasi tlohy trochu
tézkopadné, a proto panové L.R. Ford a D.L. Fulkerson navrhli v 60. letech minulého stoleti
jednodussi metodu. Zavedli k tomu pojem Fez sité. Definuje se nasledujicim zpisobem:
necht’ U; a Uz jsou dvé disjunktni podmnoziny mnoziny uzlt U grafu G takové, ze U1 LU U»
= U, pfitom U1 obsahuje vstup sité a U2 obsahuje vystup sité. Pak fezem rozumime mnoZinu
hran grafu G, které maji pocatecni uzel v U: a koncovy uzel v U,. Kapacitou fezu rozu-
mime soucéet ohodnoceni hran Kij, které tvofi fez. Pfitom plati, ze maximalni hodnota toku
v siti je rovna minimalni kapacité fezu sité. Tento vysledek se v odborné literatuie nazyva
teorém o maximalnim toku a minimalnim fezu, anglicky Max-Flow-Min-Cut theorem.

Vrat'te se k naSemu piikladu z Obr. 11.2. Sit’ tu ma 4 uzly, tedy U = {1, 2, 3, 4}. Polozte
naptiklad Uy = {1, 3}, U2 = {2, 4}. Ptislusny fez obsahuje hrany (1, 2), (1, 4), (3, 2), (3, 4),
kapacita fezu je 6+3+1+6 = 16. Jak ihned uvidite, kapacita tohoto fezu neni minimalni.
Zvolte nyni fez U1 = {1, 2, 3}, U, = {4}. Tento fez obsahuje hrany (1, 4), (2, 4) a (3, 4),
toku se rovna kapacité uvedeného fezu, coz je podle uvedeného Max-Flow-Min-Cut teo-
rému minimalni kapacita fezu v dané siti.

Ford-Fulkersontv algoritmus zde nebudeme podrobné popisovat, fekneme jen, ze vede
k nalezeni fezu s minimalni kapacitou a tedy k hodnoté maximalniho toku v siti.
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pesevioomans 3]

Pro nasledujici sit’ urcete maximalni tok mezi vstupnim a vystupnim uzlem.

Reseni:

Jedna se o jednoduchou sit’, proto pouzijte algoritmus Nejsevernéjsi cesty. Nejprve vy-
pust'te hranu (2, 4) a kapacitu ki2 snizte o 8, tedy z 9 na 1, pak polozte k(C1) = 8. Dale
vypust'te hranu (2, 3) a zaroven (1, 2) — maji stejnou kapacitu 1, kapacitu ka4 snizite o 1 na
7 a polozte k(C2) = 1. Kone¢né vypust'te obé zbyvajici hrany (1, 3) a (3, 4) se stejnou ka-
pacitu 7 a polozte k(C3z) = 7. Algoritmus kon¢i, nebot’ vstup 1 a vystup 4 nejsou jiz spojeny
cestou. Maximalni tok je Tmax= 8+1+7 = 16.

N 7]

e Vyjmenujte alespon 3 ulohy, které Ize fesit pomoci grafi
e Jakych hodnot mohou nabyvat prvky inciden¢ni matice?
e Kolik hran m4 kostra?

wwrtiarrory 2]

V této kapitole jste se zabyvali zakladnimi pojmy a jednoduchymi aplikacemi teorie
grafi: optimaliza¢nimi ulohami tii typl. S aplikacemi teorie grafii je mozno se setkat v
bézném zivote i pii praci v ekonomické 1 technické oblasti. VSechny uvedené optimalizacni
ulohy lze formulovat, a tedy i fesit, jako tlohy line4drniho programovani. Ne vzdy je to vSak
vyhodné (a mozné) pro velky rozsah téchto uloh. Jednou z nejznaméjsich tloh teorie grafti
je tloha nalezeni minimélni kostry v grafu. Reseni této ulohy umozZiuje vytvofit propojeni
vSech bodi v plivodnim grafu s minimalnim celkovym ohodnocenim hran. Kruskaliv al-
goritmus poskytuje velmi jednoduchou metodu feseni tohoto problému. Dal§imi zaklad-
nimi optimaliza¢nimi tlohami jsou ulohy v sitich — specialnich grafech se vstupem a vy-
stupem. Nejdiive byla pomoci Danzigova algoritmu nalezena nejkratsi cesty v siti. S touto
ulohou se Ize setkat v fadé riiznych aplikaci, jako ptiklady lze uvést elektronicky jizdni fad
nebo minimalizaci cestovnich ndkladt. Posledni algoritmus, kterému se vénovala tato ka-
pitola, byl algoritmus hledani maximalniho toku v siti. Pro specialni tzv. jednoduchou sit’
byl uveden jednoduchy algoritmus Nejsevernéjsi cesty. Pro obecnou sit’ je vhodny Ford-
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Fulkersontiv algoritmus zaloZeny na rovnosti maximalniho toku a miniméalniho fezu v siti.
Algoritmy pro hledani maximéalniho toku se vyuzivaji naptiklad v logistickych problémech
ke stanoveni maximalniho mozného piisunu (toku) materialu vzhledem ke kapacité jednot-
livych cest, nebo pfi planovani slozitych pocitacovych siti.
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12 CASOVA ANALYZA PROJEKTU (CPM, PERT, GERT)

owrmmesaemoy ][]

vvvvvv

fizeni projekti. Ulohy fizeni projektd s vyuzitim teorie grafii se objevily koncem 50. let.
Konkrétné v roce 1957 uvetejnili panové M. R. Walker, zaméstnanec chemického kon-
cernu DuPont, a J. E. Kelley ze spoleénost RAND novou metodu, kterou nazvali Project
Planning and Scheduling System (systém planovéni a rozvrhovani projekti). Pozdéji tato
metoda dostala nazev Critical Path Method — CPM (metoda kritické cesty). Dal$i metodou,
se kterou se seznamite je metoda PERT (podle anglického ,,Program Evaluation and Re-
view Technique®). Obé metody vznikly v 50. letech 20. stoleti jako reakce na pozadavky z
praxe. Zatimco CPM piedpoklada deterministicky uréené délky trvani jednotlivych ¢in-
nosti, PERT pracuje s pravdépodobnostnim odhadem trvéani ¢innosti. Problematika této ka-
pitoly je podrobné&ji rozpracovana v [2], nebo téz v publikaci [ 10], ze které tento text bohaté
cerpa.

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e Vytvorit sitovy graf projektu.
e Provést ¢asovou analyzu projektu.
e Nalézt kritickou cestu projektu.

eovssiommarmory  [[]

Projekt, Cinnost, kritické ¢innost, kriticka cesta, sitovy graf, CPM, PERT, GERT.

12.1Projekt

Pojem projekt zde chapeme jako soubor ¢innosti prostorové a ¢asové omezenych, tech-
nologicky a organiza¢né souvisejicich. Ptikladt projektli mizete najit ve svém okoli celou
fadu. Napftiklad rekonstrukce domu je sloZzena z mnoha ¢innosti: vymény elektrické insta-
lace, vymény rozvodu vody, tepla, opravy kanalizace, stiechy, omitky apod. Z ekonomické
praxe muze byt projektem naptiklad marketingova kampan ptred zavedenim nového vy-
robku na trh, ktera zahrnuje mnoho ¢innosti od marketingového vyzkumu, téz vytvoieni
reklamnich materialli, umisténi reklamnich materialt v médiich, az po zaskoleni produkto-
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vych manaZert a prodavaci. Realizace projektu piedstavuje realizaci vSech ¢innosti tvo-
ficich projekt. Pro kazdou ¢innost musime stanovit udaje, které ji charakterizuji, naptiklad
dobu trvani (danou nebo predpokladanou), pozadavky na zajisténi (financni, materiadlové
nebo jiné), a jeji ndvaznost v ramci celého projektu. Posledni charakteristika znamena, ze
potadi ¢innosti v projektu neni ndhodné. Naptiklad u rekonstrukce domu neni asi rozumné
nejprve oblozit koupelnu novymi kachlickami a az pak vysekavat staré vodovodni trubky

vvvvvv

lené naplanovan.

12.2 Konstrukce sitového grafu projektu

Jednotlivé ¢innosti v projektu nelze provadét v libovolném potadi, u €innosti se musi
dbat na jejich vécnou a logickou (technologickou) navaznost na dalsi ¢innosti v ramci ce-
1¢ho projektu. Ukazuje se vyhodné, aby matematickym modelem projektu byla sit’ — hra-
nov¢é ohodnoceny orientovany graf, kde jednotlivé hrany predstavuji ¢innosti. Kazda ¢in-
nost je tedy vyjadiena orientovanou hranou mezi dvéma uzly, které predstavuji zacatek a
konec dané Cinnosti. V zavislosti na typu provadéné analyzy pak ohodnoceni hran vyjadiuje
dobu trvani ¢innosti, zdroje potfebné na realizaci ¢innosti, ¢i ndklady spojené s realizaci
¢innosti.

Se siti — specialnim grafem — jste se setkali jiz v minulé kapitole. Pfipomenime si definici
sité: Je to souvisly graf se vstupem a vystupem. Ve shod¢ s obvyklou terminologii z praxe
sitové analyzy budeme pro specidlni sit’ pouzivat nazev sitovy graf.

Pti konstrukci sitového grafu budeme pozadovat tyto vlastnosti sitového grafu:
1. Sitovy graf je acyklicky: sitovy graf neobsahuje zadny cyklus ani smycku.

2. Sitovy graf neni multigrafem: soubézné ¢innosti je nutno zndzornit pomoci tzv.
fiktivnich ¢innosti. Fiktivni ¢innost slouzi k dodrzeni navaznosti mezi ¢innostmi,
ma vZdy nulové ohodnoceni (trvani fiktivni ¢innosti je 0) a nezasahuje tedy do
vypoctu pro celkovy projekt.

3. Vsitovém grafu jediny uzel pfedstavuje okamzik zahajeni projektu (zadné hrany
do n¢&j nevstupuyji, tj. Zadné ¢innosti projektu mu neptedchazeji) a jediny uzel pred-
stavuje udalost ukonceni projektu (Zadné hrany z né&j nevystupuji, tj. Zadné Cin-
nosti projektu po ném jiz nenasledu;ji).

4. Index uzlu, ze kterého hrana vychazi, je niZsi nez index uzlu, ve kterém hrana
kon¢i. Tato podminka neni nutnd, ale uleh¢i nam vypocty v sitovém grafu a sou-
Casné zabezpeci, aby v siti nebyly zadné cykly.

Piiklad 1:

Cinnosti A a B jsou &innosti, které vychazeji ze vstupniho uzlu projektu. Cinnost C na-
vazuje na ¢innost A 1 B. Na prvnim obrazku vidite nespravné zobrazeni této ¢asti projektu,
nebot’ zde neni splnéna vlastnost 2. Druhy obrazek uz znazornuje spravné vyjadieni pomoci
fiktivni ¢innosti X:
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nespravng spravng

e

Projekt uvedeni na trh nového vyrobku zahrnuje 12 ¢innosti ozna¢enych A az L. Pro
kazdou ¢innost jsou v nésledujici tabulce uvedeny ¢innosti, které ji musi pfedchazet. Vasim
ukolem bude sestrojit sitovy graf tohoto projektu.

Cinnost | Predchazejici Cinnost

A _
B —
C _

D A

E A

F C

G C

H A.B.T

I A,B,F

J D.H

K D, H

L G,1L1J

-
™

Reseni:

Podrobné popiseme postup pii konstrukci sitového grafu. V prvnim kroku znézornéte
vSechny hrany, které nemaji Zadnou pfedchozi ¢innost. Z uzlu 1 vychéazeji hrany A, B, C
do uzli s vyssimi indexy:

A AD
B

O—O
C

O

Ve druhém kroku zarad’te ¢innosti D, E, které nasleduji po ¢innosti A, a ¢innosti F a G,
které nasleduji po ¢innosti C:
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Jako dalsi krok pfti konstrukci sitového grafu musite vzit v ivahu fakt, Ze ¢innosti H a |
nasleduji po ¢innostech A, B a F. Bude tedy vyhodné, kdyZ hrana F bude konc¢it ve stejném
uzlu jako hrana B. Od hrany A k hran¢ B musite proto vést fiktivni hranu. Dal$i zménu si
74d4a indexovani uzll, protoze hrana F by méla vést od uzlu s niz§im indexem do uzlu s
vy$$im indexem a uzel 7 by Upln¢ zmizel, zatimco by zlstal uzel 8. Po ptecislovani bude
tedy hrana G konc¢it v uzlu 7:

Dalsim krokem bude zakresleni ¢innosti H a I, které budou mit pocatek v uzlu 4, protoze
jsou navazujicimi ¢innostmi po ¢innostech A, B a F:

Cinnosti J a K nasleduji po ¢innostech D a H. Bude tedy vyhodné, aby ¢innosti D a H
kon¢ily ve stejném uzlu:
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V dal$im kroku musime vzit v tvahu, Ze posledni ¢innost, tj. L, za¢ina po ¢innostech G,
laJ:

V sitovém grafu mame nyni zakresleny v§echny ¢innosti. Posledni podminka, kterou by
sitovy graf mél jestd splitovat, je podminka existence jediného vstupu a vystupu. Cinnosti
E, K a L musi tedy kon¢it v jednom uzlu, ktery bude soucasné vystupem ze sité. Pak pro-
vedeme odpovidajici precislovani uzli:

vSechny 4 pozadované podminky splnény.
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12.3Metoda CPM

Dvéma nejznadméjSimi metodami pro casovou analyzu projektu jsou Metoda kritické
cesty — CPM (z anglického ,,Critical Path Method*“) a metoda PERT (podle anglického
,Program Evaluation and Review Technique®). Obé vznikly v 50. letech 20. stoleti jako
reakce na pozadavky z praxe. Zatimco CPM piredpoklada deterministicky ur¢ené délky tr-
vani jednotlivych ¢innosti, PERT pracuje s pravdépodobnostnim odhadem trvani ¢innosti.

Algoritmus metody CPM se sklada ze ¢tyt fazi vypocti:
L. faze: Vypocet nejdiive moznych zacatki a konci ¢innosti.
I1. faze: Vypocet nejpozdéji piipustnych zacatkli a konct provadénych ¢innosti.
I11. faze: Vypocet celkovych ¢asovych rezerv.
IV. faze: Interpretace ziskanych vysledk.

Pro algoritmus CPM budeme potiebovat oznaceni ¢innosti, riiznych dob trvani, termini
a ¢asovych rezerv, konkrétné:

(i,) je ¢innost s poc¢atkem v uzlu i a koncem v uzlu j,

Yij je ohodnoceni - doba trvani ¢innosti (i,j),

t;© je termin nejdiive mozného zahajeni ¢innosti vychazejicich z uzlu i,
i@ +yij je termin nejdiive moZzného ukondeni ¢innosti (i,j),

e je termin nejpozdé&ji piipustného ukonéeni ¢innosti konéicich v uzlu j,
t{Y) - yij je termin nejpozdéji piipustného zahajeni innosti (ij),

Tp je planovana délka trvani celého projektu.

V jednotlivych fazich vypoctu postupujeme takto:

I. faze: Postup “od zacatku do konce”. Vypocet nejdiive moznych terminti zacatki
a koncti ¢innosti provadime tak, Ze pro prvni uzel zadame t;¥ = 0 a pro dalsi uzly hledame

t® —max(t® +y;)i=1,2...,n
I1. faze: Postup “od konce k zac¢atku”. Vypocet nejpozdéji ptipustnych zacatkii a konct

provadénych ¢innosti provadime tak, Ze pro posledni uzel zadame t,!) = T, a pro dalsi uzly
hleddame

1 1 :
tl() = max(t§ ) +yu),J =n, veey 2, 1.
II1. faze: Celkové €asové rezervy (CR) Cinnosti jsou Casy, které je mozno Cerpat, aniZ
se prodlouzi trvani celého projektu. Casové rezervy pro Cinnost (i,j) se daji vypocitat po-

moci:

CRjj = t{V — @ —y;
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Jestlize pro nékterou ¢innost k plati t = (@, pak je pro tuto &innost ¢asova rezerva
nulova. Cinnosti s nulovou celkovou rezervou se nazyvaji kritické ¢innosti a tvoti Kritic-
kou cestu mezi vstupem a vystupem sité. Kritické ¢innosti rozhoduji o délce trvani celého
projektu.

Pro zadanou planovanou délku trvani celého projektu Tp plati, ze kdyz Tp > tn©, pak na
kritickych hranach budou nezaporné rezervy, projekt je mozno realizovat v planovaném
Case
a projekt ma &asovou rezervu. Kdyz Tp < t©, pak projekt neni mozno realizovat
v planovaném case bez zkraceni doby trvani nékterych ¢innosti.

Vypocet termind metodou CPM se provadi bud’ v tabulce, nebo v grafu. Pro vypocet
v tabulce se do tabulky postupné vpisuji polozky:

1

@i.j) Yy to ti(0)+y§_ E:f(l)_yzj rj(l) CRy_

Pro vypocet v grafu se vepisuji jednotlivé polozky do znaceni uzli (horni polovina, dolni
leva a prava ¢tvrtina) a pod a nad jednotlivé hrany grafu:

¥y RO
CR,;;‘ = I_‘f(U - Ij(m Vi

L@ L

Oba postupy budou demonstrovany na konkrétnim ptikladu. Nejprve samostatn¢ se-
stavte sitovy graf projektu a aZ potom se podivejte na vysledny graf projektu. Pokuste se
pochopit kazdy krok algoritmu, v piipad¢ nejasnosti se vrat'te, dokud vam postup nebude
uplné jasny.

pesevioomarz: 3]

Projekt zavedeni nového druhu vyrobku zahrnuje 12 ¢innosti (A az L). V nésledujici
tabulce jsou zadané predchozi ¢innosti a doba trvani ve dnech. Sestrojte sitovy graf pro-
jektu a naleznéte kritickou cestu. Je mozné ukoncit projekt za jeden mésic?

Cinnost | Piedchazejici ¢innost | Doba trvani
A | e 5
B | 10
c | - 6
D A 6
E A 1
F C 2
G C 5
H E,B.F 8
| E,B.F 7
J D,H 9
K D,H 7
L G,LJ 12
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Reseni:

Sitovy graf, ktery jste sestavili podle pravidel minulého odstavce, by mél vypadat jako
ten, ktery vidite na obrazku:

Nejprve si na tomto projektu vyzkousite vypocet provadény v tabulce. Do tabulky za-
znacite vSechno, co se da vycist ze zadani a ze sitového grafu. Zacnete vyplnénim prvniho
sloupce: vepiste tam vSechny hrany (¢innosti) ve tvaru (i,]), do druhého sloupce pak vyplite
vSechna ohodnoceni hran (délky ¢innosti) yij. Nasledujici tabulka jiZ je takto pfedvyplnéna,
ostatni volna policka v tabulce jiz vyplnite samostatn¢ podle nésledujiciho postupu. Na
konci feSeni ptikladu naleznete, jak ma vysledna tabulka vypadat.

(i) Yy tO [ t0+y, [Py, | @ | CR,
(1,2) 5
(1,3) 6
(1L4) [ 10
2.4) 1
(2.5) 6
G.4) 2
(3.6) 5
(4.5) 8
(4.6) 7
(5.,6) 9
(6.7 7
6,7) | 12

V prvni fazi vypoctu ,,od zac¢atku do konce* poloZime nejprve termin nejdiive mozného
zahajeni i roven 0 pro &innosti, které vychazeji z uzlu 1, tedy pro &innosti (1,2), (1,3)
a (1,4), protoze t€émto ¢innostem neptedchédzi zadna jina ¢innost. Termin jejich nejdiive
mozného ukonéeni, ktery se zapisuje do sloupce ti® + yij, bude zaviset pouze na délce t&chto
¢innosti.

Cinnostem, které¢ zacinaji v uzlu 2, ptedchézi jen ¢innost (1,2), ktera koncila v Case 5.
Proto terminem nejdiive moZného zahéjeni ¢innosti vychéazejicich z uzlu 2 je hodnota 5.

Cinnostem, které maji po¢atek v uzlu 3, predchazi pouze &innost (1,3), ktera skonéila
v Case 6. To znamena, Ze pro ¢innosti s po¢atkem v uzlu 3 bude terminem nejdiive mozného
zahdjeni ¢innosti hodnota 6. Vypliitte odpovidajici sloupec terminii nejdiive mozného ukon-
Ceni ¢innosti vychazejicich z uzlu 2 a 3. Cinnostem s pocatkem v uzlu 4 predchazeji tii
¢innosti: ¢innost (1,4), ktera konc¢i v Case 10, ¢innost (2,4), kterd kon¢i v ¢ase 6, a ¢innost
(3.4), kterd konci v case 8. Protoze Cinnosti, které zacinaji v case 4, mohou zacit az po
skonceni vSech predchozich ¢innosti, terminem nejdiive mozného zahajeni ¢innosti vycha-
zejicich z uzlu 4 bude ten posledni z nich, konkrétné je to ¢as 10.

Cinnostem s pocatkem v bodé 5 piedchazeji dvé ¢innosti: (2,5), ktera kondi v ¢ase 11,
a (4,5), ktera konci v Case 18. Cinnosti s pocatkem v bod€ 5 mohou proto zacit az v Case
18.

V poslednim kroku prvni faze algoritmu ur¢ime termin nejdiive mozného zah4jeni Cin-
nosti vychazejici z uzlu 6 a termin jejiho nejdiive mozného ukonceni. V uzlu 6 konéi tfi
¢innosti,
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a to ¢innost (3,6) v case 11, ¢innost (4,6) v Case 17 a (5,6) v case 27. Maximum ze vSech
nejdiive moznych ukonceni ¢innosti konéicich v uzlu 6 je 27. Dopliite hodnoty do tabulky.
Posledni vypocitané Cislo, Cas 39, je termin nejdiive mozného ukonceni celého projektu.
Tim je ukoncena prvni faze vypoctu. Mame vyplnény prvni 4 sloupce tabulky:

(i ;J) yzj tﬁ('J) tj(ﬂ) + yg t,« @ _ yy_ t,« 8] Csz
(1.2) 5 0 5
(1.3) 6 0 6
(1.4) 10 0 10
(2.4) 1 5 6
(2.3) 6 5 11
(3.4) 2 6 8
(3.6) 5 6 11
(4.5) 8 10 18
(4.6) 7 10 17
(5.6) 9 18 27
(5.7) 7 18 25
(6.7) 12 27 39

V tomto okamziku také dokazete odpovedét na otazku ze zadéani prikladu, zda je mozné
dokoncit projekt za 1 mésic. Odpovéd’ zni NE — mésic ma maximalné 31 dni.

Druha faze vypoctu metody CPM piedstavuje ,,zpétny chod* a vyplnite pfi ni dalsi dva
sloupce tabulky. Na rozdil od prvni faze budeme tabulku vyplnovat zdola nahoru, tedy ,,od
konce k zacatku* projektu. Budeme pfedpokladat, Ze projekt ma byt dokoncen v terminu
nejdiive mozného ukonceni celého projektu, tj. v Case 39, ktery vyplnite do tabulky do
fadka ¢innosti konéicich v uzlu 7 ve sloupci t{M - termin nejpozdéji piipustného ukonéeni
¢innosti koncicich v uzlu 7. Pak vypocitate termin nejpozd¢ji ptipustného zahéjeni Cinnosti
koncicich v uzlu 7, tedy terminy, kdy nejpozdéji musi tyto ¢innosti zacit, aby byl dodrZzen
termin projektu.

Termin nejpozdéji ptipustného ukonceni ¢innosti koncicich v uzlu 6 bude 27, protoze
74dn4 jina ¢innost neZ ¢innost (6,7) v uzlu 6 nezacina a jeji nejpozdéji piipustné zahajeni
je v case 27.

Termin nejpozdéji piipustného ukonceni €innosti koncicich v uzlu 5 bude minimum
z termint nejpozdgji piipustného zahajeni ¢innosti zaéinajicich v uzlu 5. Cinnosti zaginajici
v uzlu 5 jsou dvé: ¢innost (5,7) musi zacit nejpozdéji v Case 32 a ¢innost (5,6) musi zacit
nejpozdéEji v Case 18. Minimem je €as 18. Dopliite ptislusné hodnoty do tabulky.

Termin nejpozdéji piipustného ukonceni ¢innosti koncicich v uzlu 4 bude minimum
z termind nejpozdgji pripustného zahajeni ¢innosti zaéinajicich v uzlu 4. Cinnosti za¢inajici
v uzlu 4 jsou opét dvé: (4,6) musi zacit nejpozdéji v Case 20 a (4,5) nejpozdeji v case 10.
Minimem je ¢as 10.

Analogicky vypliite prvni dva fadky v tabulce: termin nejpozdéji piipustného ukonceni
¢innosti koncicich v uzlu 3 bude minimum z termind nejpozdéji ptipustného zahajeni ¢in-
nosti za¢inajicich v uzlu 3, tedy hodnota 8. Termin nejpozdéji ptipustného ukonceni ¢in-
nosti koncicich v uzlu 2 bude minimum z termini nejpozd¢ji piipustného zahéjeni Cinnosti
zacinajicich v uzlu 2, tedy hodnota 9. Tim je ukoncena druha faze vypoctli metodou CPM.
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Ve tieti fazi se vypocitaji Casové rezervy pro jednotlivé ¢innosti a jako Kritické ¢innosti
se stanovi ty ¢innosti, které maji ¢asovou rezervu nulovou. Casovou rezervu vypoditejte ze
vztahu CRjj = t{M — t©@ — yj;, ktery predstavuje rozdil mezi nejpozd&ji piipustnym ukonée-
nim ¢innosti v uzlu j a nejdfive moznym terminem ukonceni ¢innosti (i,). Vysledna tabulka
by méla byt identicka s tou, kterou jste vypliovali sami. Kritické ¢innosti jsou vyznaceny
tucné.

Kritickou cestu tvoii hrany s nulovou ¢asovou rezervou, tedy kritickou cestu tvoii hrany
(1,4), (4,5), (5,6) a (6,7). Kdyby se prodlouzilo trvani kterékoliv z ¢innosti na kritické cestg,
prodlouzilo by se i trvani celého projektu.

(i) Yy ) tO+y, | tO-y, t® CR,
(1,2) 5 0 5 4 9 4
(1.3) 6 0 6 2 8 2
(1,4) 10 0 10 0 10 [0
(2.4) 1 5 6 9 10 |4
(2.3) 6 5 11 12 18 |7
(3.4) 2 6 8 8 10 |2
(3.6) 5 6 11 22 27 |16
4,5) 8 10 18 10 18 |0
(4.6) 7 10 17 20 27 |10
(5,6) 9 18 27 18 27 |0
(5.7) 7 18 25 32 39 |14
(6,7) 12 27 39 27 39 |0

Druhy zptisob pouziti metody CPM — s vyuzitim sitového grafu — je ndzorn&jsi pro
mensi projekty, avSak pro velké projekty s n€kolika stovkami Cinnosti je téZko realizova-
telny. K jeho demonstraci pouzijeme stejny piiklad projektu jako pro piedchozi tabulkovy
zpisob.

V piivodnim sitovém grafu, viz nize uvedeny obrazek, vyplnite nejprve ¢isla uzld (do
horni poloviny uzlt), u jednotlivych hran (¢innosti) uvedete jejich trvani. Zacatek projektu
v Case 0 vyplnite do levé dolni ¢tvrtiny uzlu 1. V celé prvni fazi vypoctl budete vypliovat
pouze levé dolni ¢asti jednotlivych uzll. Vepisujte hodnoty podle navodu piimo do nasle-
dujiciho grafu.

Do levé dolni ¢tvrtiny uzli 2 a 3 vepiste hodnoty terminti ukonceni, protoZe do nich
vstupuji jenom hrany s pocatkem v uzlu 1. Pro uzel 2 to bude termin nejdiive mozného
ukonceni ¢innosti (1,2), ktery je roven souctu terminu nejdiive mozného zahdjeni ¢innosti
(1,2) a délky trvani ¢innosti (1,2): konkrétné je to 0 + 5 = 5. Pro uzel 3 to bude hodnota 6.

Pokracujte vyplnénim terminu nejdiive mozného zahdjeni ¢innosti vychdzejicich z uzlu
4. Najdete jej jako maximum ze vSech termint nejdiive moznych ukonceni ¢innosti konci-
cich v uzlu 4, tedy jako maximum z termind 6 pro hranu (2,4), 10 pro hranu (1,4) a 8 pro
hranu (3,4). Do levé dolni ¢tvrtiny uzlu 4 doplnite tedy ¢islo 10.

Analogicky postupujeme pro dalsi uzly. Po ukonceni prvni faze algoritmu by mél byt
sitovy graf projektu vyplnén nasledujicim zpiisobem:

Ve druhé fazi budete vypliiovat pouze pravé dolni Ctvrtiny uzld. Tuto fazi zacnete
u posledniho uzlu, kam dosadite vypocitanou délku celého projektu, tedy hodnotu 39. Dale
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vyplnite hodnotu nejpozdéji piipustného zahajeni ¢innosti (6,7), kterd zac¢ina v uzlu 6. Pro-
toze v uzlu 6 nezacind jiz zadna jina ¢innost, bude to 39 — 12 = 27.

Analogicky postupujeme u vSech dalSich uzli smérem k zacatku. Po ukonceni druhé
faze algoritmu by graf mél byt vyplnén nasledujicim zptisobem:

V posledni fazi algoritmu vyplnime pod jednotlivé hrany jejich ¢asové rezervy. V sit'o-
vém grafu tyto hodnoty obdrzite jako rozdil hodnoty pravé dolni ¢tvrtiny u uzlu, do kterého
hrana vstupuje a levé dolni ¢tvrtiny u uzlu, z néhoz hrana vystupuje, minus ohodnoceni
hrany. Hrany, jejichz ¢asova rezerva je nulova, tvofi kritickou cestu. Kriticka cesta je v
grafu vyznacena tucne.

vvvvvv

ziskanych vysledki. Piedchozi vypocty provede obvykle pocitac, zatimco interpretovat vy-
sledky musi ¢lovék — uzivatel. Ukolem je obvykle uréit, které &innosti se mohou v ase
¢astecné nebo uplné piekryvat. Takové uvahy vyzaduji v praxi krome ¢asového zhodnoceni
téz analyzu zdroju a naklada.

V dané situaci Ize uvazovat ¢asové rozvrzeni jednotlivych ¢innosti. K tomu ndm po-
slouzi nésledujici tabulka, kde vymezeni ptipustné doby ¢innosti (mezi nejdiive moznym
zacatkem
a nejpozdéji pripustnym koncem) je vyznaceno rameckem a skute¢nd doba trvani projektu
je vystinovand. V prvni ¢asti tabulky jsou uvedeny kritické ¢innosti, tak, jak nasleduji za
sebou.

S ¢innostmi, které nejsou kritické, 1ze ,,manipulovat®, tj. posouvat je v ramci uvedenych
casovych mezi. Na jejich konkrétni ¢asové zafazeni bude mit vliv dostupnost zdrojt (lid-
skych, finan¢nich apod.), eventudlné naklady jejich realizace.

V nésledujicim jednoduchém prikladu se pokuste vyfesit vSechno samostatné a az pak
se podivejte na postup. Pozor, tentokrat jsou ¢innosti definovany trochu jinak: pomoci ¢in-
nosti nasledujicich. Postup sestaveni sitového grafu projektu je vSak stejny jako v ptipadé
zadani pomoci pfedchazejicich ¢innosti.

Cinnost| 1-5 6-10 | 11-15 | 16-20 | 21-25 | 26-30 | 31-35 | 36-40
B

AlH QT EH g0 > - T
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Cinnost Nasledujici ¢innosti | Doba trvani
A C.D 4
B C 2
c | e 4
D | - 3
ReSeni:

Do nasledujiciho ramecku sami nacrtnéte sitovy graf projektu. Napoveda: sitovy graf

obsahuje jednu fiktivni hranu. Graf si zkontrolujte podle nasledujici tabulky.

Celou tabulku vypliite a az ji budete mit kompletni, proved’te vypocet pomoci grafu:

B

Projekt uvedeni nového vyrobku na trh zahrnuje 4 ¢innosti (A - D). V nésledujici tabulce
jsou ke kazdé ze 4 ¢innosti uvedeny ¢innosti nasledujici a doba trvani ve dnech. Sestrojte
sitovy graf projektu a naleznéte kritickou cestu. Je mozné ukoncit projekt za jeden tyden?

Hrana | (iy) | )y t® | t®+ Yy e}.(l)- Yy 1}.(1) CR!.;.
A (1,2) | 4
B 13| 2
X(fikt)] 23)] 0
D 24| 3
C 3.4)| 4

Pokud jste spravné pocitali, obsahuje vase tabulka tyto hodnoty:

Kritickou cestu tvofi ¢innosti A, X a C a projekt bude dokoncen za 8 dni, coz je doba

Hrana | (iy) | y; [t | tO+y, | tO-p, t® CR,
A | (12)] 4]0 4 0 4 0
B | (13) 2] 0 2 2 4 2
X (fikt) | (2.3) | 0 | 4 4 4 40
D | (24)] 3 | 4 7 5 R
C | (34) 4 | 4 8 4 g |0

delsi nez 1 tyden.
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12.4Metoda PERT

Metoda PERT je vlastné jen pravdépodobnostnim rozsifenim metody CPM. V praxi si-
tového planovani nejsme obvykle schopni stanovit délky trvani ¢innosti pfesné, jak poza-
duje metoda CPM, ale jen piiblizn€. Je to zptisobeno nedostatkem informaci o provadéné
¢innosti a také plisobenim mnoha neptedvidatelnych vlivii na dobu jejich trvani. Pokud
vSak pro kazdou ¢innost dokazeme urcit, v jakych mezich, eventualné s jakou pravdépo-
dobnosti bude doba trvani ¢innosti, pak mizeme pouzit metodu PERT. Ta ndm pak umozni
stanovit termin ukonceni projektu, resp. jeho dal$i charakteristiky ovSem taktéz s urcitou
pravdépodobnosti, kterou vSak dokézeme vycislit.

Ze zékladniho kurzu statistiky vite, Ze doba trvani n¢jaké Cinnosti miize byt spojita na-
hodna veli¢ina, ktera je definovana na ¢iselném intervalu, ktery oznac¢ime <a, b> V metodé
PERT se ptedpoklada, Ze doba trvani (kazdé€) ¢innosti je ndhodna veli¢ina s tzv. f-rozdé-
lenim pravdépodobnosti na intervalu <a, b>. Symbolem y oznacime stfedni hodnotu a

symbolem m oznac¢ime modus (tj. nejpravdépodobnéjsi hodnotu). Graf funkce hustoty
pravdépodobnosti f-rozdéleni na intervalu <a, b> je znazornén na nasledujicim obrazku.

0,07
0,06 ——

0.05 AN
0.04
0,03
0,02
0,01

I:I IIIII;IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII-.-I...I

Obriazek 12.1: Graf funkce hustoty f-rozdéleni

Levy krajni bod intervalu a nazveme optimisticky odhad trvani ¢innosti (nejkratsi doba
trvani Cinnosti), pravy krajni bod intervalu b ozna¢ime jako pesimisticky odhad trvani
¢innosti (nejdelsi doba trvani ¢innosti), modus m budeme nazyvat modalni odhad trvani
¢innosti (nejpravdépodobnéjsi doba trvani cinnosti).

Pro kazdou ¢innost pak mtizeme vypocitat jeji stiedni hodnotu doby trvani y a smé-
rodatnou odchylku s doby trvéani, resp. rozptyl doby trvani s

Pro stfedni hodnotu y; doby trvani ¢innosti (i,j), kterd mé -rozd€leni na intervalu <ajj,
bij> plati:

Yij = 5
Smeérodatna odchylka sij doby trvani ¢innosti (i,]) je:
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Rozptyl doby trvani ¢innosti (i,j) je potom:

2
2 _[bij ‘auJ

Pti vypoctu kritické cesty metodou PERT namisto pevné zadanych hodnot délek (dob)
trvani jednotlivych Cinnosti yij pouZijeme stiedni hodnoty dob trvani Cinnosti y; a dale
postupujeme stejné jako u metody CPM. Vysledkem vypocti jsou jednotlivé hrany tvotici
kritickou cestu. Namisto délky projektu vypocitdme pouze stiedni hodnotu doby trvani ce-
1€ho projektu, rozptyl doby trvani celého projektu, resp. smérodatnou odchylku doby trvani
celého projektu:

Stiedni hodnota trvani projektu se vypocita jako soucet stfednich hodnot dob trvani
kritickych Cinnosti, tj. ¢innosti na kritické cesté:

Rozptyl doby trvani projektu se vypocita jako soucet rozptyla na kritickych hranach:

s?(T)=>ss.

krit.c.

Smérodatna odchylka doby trvani projektu se vypocita jako odmocnina ze souctu
rozptyll na kritickych hranach:

s(T):\@.

Budete-1i mit k dispozici vSechny zakladni hodnoty, které vam metoda PERT poskytuje,
budete schopni odpovédét na otazku, s jakou pravdépodobnosti bude projekt dokoncen
v planovaném terminu. K tomu, abyste mohli urcit pozadovanou pravdépodobnost, potie-
bujete si pfipomenout nékteré¢ pojmy ze statistiky. Dobu trvani projektu T Ize ptiblizné od-
hadnout pomoci normalniho rozdéleni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou T a sméro-
datnou odchylkou s(T). Tento odhad vyplyva z centralniho limitniho teorému. Cim kritick4
cesta obsahuje vice ¢innosti, tim je odhad presnéjsi. Mizeme proto napsat:

T =N(T,s(T)).

ProtoZe pfi ruénim vypoctu miiZzeme vyuZzivat jen statistické tabulky, musime vSechny
hodnoty tohoto normélniho rozdéleni pievést na normované normalni rozdéleni, pro néjz
jsou hodnoty distribu¢ni funkce uvedeny v tabulkach nebo v Excelu. Jak znamo, normo-
vané normalni rozdéleni ma sttedni hodnotu 0 a smérodatnou odchylku 1, coz zapisujeme
N(0,1). Ozna¢me F(X) hodnotu distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni v
bod¢ x. Potom pravdépodobnost toho, Ze projekt bude splnén v Case T, ktery neptekroci cas
planovany Ty, bude rovna:

170



Jaroslav Ramik, Radomir Perzina - Ekonomicko-matematické metody

P(T<T,)= F(%J

Cely vypocet pro analyzu PERT i s vypoctem pravdépodobnosti toho, ze projekt bude
ukoncen v¢as a s hleddnim v tabulkéch si ukdZeme na nasledujicim ptikladu.

pesevdmonarzs 3]

Je dan projekt, ktery ma nasledujici sitovy graf. Optimistické, pesimistické
a modalni odhady trvani ¢innosti jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Cinnost E je fiktivni.
Najdéte kritickou cestu, vypocitejte sttedni hodnotu doby trvani projektu a smérodatnou
odchylku doby trvani projektu. Ur€ete pravdépodobnost toho, Ze cely projekt bude realizo-
van v Case, ktery neptekroci planovany termin ukonceni projektu Ty =42 dni. S jakou prav-
dépodobnosti bude projekt ukoncen za 35 dni?

AT D -

i ] k3 ¥ ---x\\.
o= = 5 4
I*x_ .f;“‘-. E I' ; K
V B H g TN
_r,-'"'xx B a’_}-‘"'xx J ':1L ! :':I
1 . L -
III 3 1‘ G 5 \.III
II'\'\. .III _r-l"\. .I'I

Tabulka vstupnich tdajt:

(iJ) agf my bg yy‘ széf
(1.2) 3 5 7
(1.3) 4 5 12
(1.4) 8 9 16
(2.4) 0 0 0
(2.5) 5 6 7
(3.4) 1 2 3
(3.6) 3 4 11
(4.5) 6 8 10
(4.6) 6 7 8
(5.6) 7 8 15
(5.7) 6 7 8
(6.7) 11 12 13
ReSeni:

Nejprve vypoctéte stiedni hodnoty dob trvani jednotlivych ¢innosti a rozptyl dob trvani
jednotlivych ¢innosti s%j podle vztahii:
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2

Vypocitané tdaje zapiste do tabulky:

(i J) a, m, b p Vi slg_ tz.(") tz.(l) t; ©) t; @
(1,2) 3 5 7 5 16/36
(1,3) 4 5 12 6 64/36
(1,4) 3 9 16 10 64/36
2.4) 0 0 0 0 0
(2.5) 5 6 7 6 4/36
3.4) 1 2 3 2 4/36
(3,6) 3 4 11 5 64/36
(4.5) 6 8 10 8 16/36
(4,6) 6 7 8 7 4/36
(5,6) 7 8 15 9 64/36
(5,7) 6 7 3 7 4/36
(6,7) 11 12 13 12 4/36

Dalsim krokem je vypocet kritické cesty metodou CPM, pfi€emz délky trvani ¢innosti
Jsou stfedni hodnoty dob trvani jednotlivych Cinnosti ;. K vypoctu vyuZijte prazdné
sloupce tabulky.

Znate-li kritickou cestu, mizete vypoditat stfedni hodnotu doby trvani projektu, rozptyl
a smérodatnou odchylku doby trvani projektu. Kritickou cestu pro zadany projekt tvori
hrany (1,4), (4,5), (5,6) a (6,7), proto do vypoctu zahrnujeme jen hodnoty ptislusné t€émto
hranam:

Stfedni hodnota trvani projektu:

T =>y; =10+8+9+12=39.

krit.

Rozptyl doby trvéani celého projektu:

SZ(T)=ZS§ _ 64+1E;EG4+4 _ 134;3
krit.

Smeérodatna odchylka doby trvani projektu:

~ 2 /148
S(T): ZSE = ¥=2,03
krit.

Nakonec mame zjistit, s jakou pravdépodobnosti bude projekt ukoncen za dobu kratsi
nez 42 dni a s jakou pravdépodobnosti za dobu kratsi nez 35 dnd.

Po standardizaci, tj. transformaci na normované normalni rozdéleni, obdrzite hodnoty:
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T,-T .
P(T <42)=F| -2 _F[ 42 39) = F(148),
s(T) 2,03

T,-T .
P(T <35)=F| -2 _F[® 39} = F(-197).
s(T) 2,03

V tabulce jsou uvedeny hodnoty F(z), které udavaji pravdépodobnost toho, Zze nahodné
vybrané Cislo bude z intervalu <0, z>. Nas§im tkolem je najit pro hodnotu F(x) takovou
pravdépodobnost, ze nahodné vybrané ¢islo bude v intervalu (-oo, X). Pak hledanou hodnotu
pravdépodobnosti dostaneme takto:

pro kladné x; P(T <T,)=05+F(x),

prozapornéx:  P(T <T,)=05-F(-x).

Nejprve tedy naleznete v tabulce z Prilohy 1 (v zavéru této kapitoly) hodnoty F(1,48) =
0,43056 a F(1,97) = 0,47558. V tabulce hledame tak, Ze v levém sloupci najdeme ¢islo X

zaokrouhlené na 1 desetinné misto, druhé desetinné misto najdeme podle ptislusného
sloupce tabulky.

Hledané hodnoty pravdépodobnosti tedy jsou:
P(T <42)=0,5+F(1,48) = 0,5+0,43056 = 0,93056 ~ 0,931 ,
P(T <35)=0,5—-F(197) =0,5-0,47558 = 0,02442 ~ 0,024 .

Projekt bude dokoncen do doby 42 dnil s pravdépodobnosti 93,1% a do doby 35 dnil
s pravdépodobnosti 2,4%.

Hledané pravdépodobnosti miizeme obdrzet také pomoci programu MS Excel.

12.5Metoda GERT

V metodé¢ GERT se pro kazdy uzel rozlisuji tii typy vstupi a dva typy vystupi. Mezi
vstupy patii:

1. konjunktivni vstup, pii némz se uzel realizuje, tj. mohou se zacit vykonavat z uzlu
vystupujici ¢innosti, az poté, co jsou ukonceny vSechny do uzlu vstupujici ¢innosti,

2. disjunktivni vstup, pfi némz se uzel realizuje, je-1i ukoncena prave jedna ¢innost
do n¢j vstupujici,

3. inkluzivni vstup, pii némz se uzel realizuje, je-li ukoncena alespoil jedna ¢innost
do n¢j vstupujici.

Vystupy jsou nésledujici:
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1. deterministicky vystup, kde se realizuji vSechny ¢innosti, které z uzlu vystupuji,

2. stochasticky vystup, kde se realizuje jen jedna z ¢innosti vystupujici z uzlu s danou
pravdépodobnosti.

Kombinacemi 3 vstupt a 2 vystupii ziskdme 6 riznych typi uzll, graficky je oznacu-
jeme podle nasledujici tabulky. Pfitom konjunktivné-deterministicky typ uzlu je ten, ktery
jsme doposud pouzivali v metodé¢ CPM a PERT, dalSich 5 typli uzla jsou nové typy, které

v _c7

Tabulka 12.1: Typy uzli v siti GERT

Vystup\ Vstup Konjunktivni Disjunktivni Inkluzivni

Deterministicky O | : :

Stochasticky <> | : :

Priklad:

Projekt je tvofen 6 ¢innostmi a 5 uzly, pfedstavuje systém kontroly kvality, viz Obr.
12.2. Pfi kontrole vyjadiené uzlem 1 vyhovujici polotovary postupuji na montazni linku
(uzel 4). Opravitelné kusy jdou do opravny (uzel 2). Po opravé jde opét ¢ast opravenych
polotovari na montazni linku, neopravitelné polotovary jdou do Srotu. Nékteré dobré vy-
robky se prodavaji mimo podnik (uzel 3). Pti dostate¢né velkém poctu opakovani tohoto
procesu je mozné vypocitat relativni ¢etnost (tj. pravdépodobnost) polotovarti jdoucich do
opravny, na montdZ a do prodeje. Na sitovém grafu tyto pravdépodobnosti P1, P2 a P3
piedstavuji ohodnoceni jednotlivych hran (1,2), (1,3) a (1,4). Analogicky pravdépodobnosti
P4, Ps a Ps udavaji relativni ¢etnosti — pravdépodobnosti polotovart, které jdou po opraveé
na prodej, na montazni linku, nebo do Srotu. ProtoZe pro kazdy vyrobek musi nastat prave
jedna z uvedenych situaci po kontrole, resp. po oprave, plati P1+ P2 + P3 =1 a P4+ Ps + Pg
=1

L :_ : . = 6 - S \-\:.
l?l . \ F 5
j_‘\-\ - ).DE ", N . . .—-'-I- -
d ) - - _ -, 1"_)4 : e
_— -
—— B .
F3 T3

Obrazek 12.2: Sitt GERT
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Podrobnéji se metodou GERT nebudeme v tomto textu zabyvat, zajemce odkazujeme
na odbornou literaturu.

N 7]

e Muze mit projekt vice nez jednu Kkritickou cestu?

e K emu se pouziva fiktivni hrana?
e V ¢em se lisi metoda PERT od metody CPM?

wwrtaproy [T

Tato kapitola byla vénovana fizeni projektli — metod¢ kritické cesty CPM pro ¢asovou
analyzu projektii. Nejdiive byly uptfesnény zasady konstrukce sitového grafu a pouziti fik-
tivni ¢innosti pro dodrZeni téchto zasad. Metoda CPM probiha ve 4 fazich a lze ji realizovat
dvéma postupy. V prvnim z nich se vysledky propocti zapisovaly do tabulky, ve druhém
se k témuZz vyuzivalo grafického znazornéni projektu pomoci specialn€ upraveného sit'o-
vého grafu. Oba postupy maji své piednosti i nedostatky. Prvni postup je vhodnéjsi pro
rozsahlejsi projekty, je vSak méné& nazorny, druhy se naopak vyznacuje nazornosti, avSak
pro rozsahlé projekty je hiife realizovatelny. Posledni faze metody CPM — interpretace vy-
sledkt: je z praktického hlediska nejdileZzitéjsi. Vypocty provede zpravidla pocitag, zatimco
interpretovat vysledky musi sam uZivatel. Ukolem je obvykle uréit, které &innosti se mohou
v Case CasteCné nebo Uplné piekryvat. Tato kapitola byla vénovana fizeni projektli, kon-
krétné¢ metodam PERT a GERT. VEtsi pozornost byla vénovana znaméjs$i metodé PERT,
ktera neni nic jiného nez stochastickou variantou metody CPM z ptedchozi kapitoly. De-
terministické trvani ¢innosti z metody CPM je tu nahrazeno nahodnou veli¢inou s b-rozdé-
lenim pravdépodobnosti, kterd je pln¢ urcena tfemi charakteristickymi ¢isly: optimistic-
kym, pesimistickym a modalnim odhadem trvani ¢innosti. Z téchto hodnot se stanovily tyto
charakteristiky: stiedni hodnota a rozptyl (smérodatna odchylka). Se stiednimi hodnotami
se zachazelo stejné jako v metodé CPM: stanovila se kriticka cesta a stfedni hodnota trvani
projektu, eventudlné charakteristiky variability (rozptyl, smérodatna odchylka). Déle se fe-
Sila tiloha, s jakou pravdépodobnosti trvani projektu nepiekroc¢i pfedem zadany termin. Me-
todou GERT jsme v této kapitole zabyvala pouze zevrubné, nejprve byly zavedeny zakladni
pojmy: 6 typt uzli podle toho, kdy mohou vystupujici c¢innosti zapodit
v navaznosti na ukonceni vstupujicich ¢innosti do uzlu. Bylo ukézano, Ze jak metoda CPM
tak PERT jsou pouze specidlnimi piipady obecnéjsi metody GERT. Na prikladu se demon-
strovaly moznosti této metody a jeji odlisnosti od metod predchozich.
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SHRNUTIi STUDIJNi OPORY

Tento text je urcen studentlim navazujiciho magisterského stupné studia na Slezské uni-
verzité, Obchodné podnikatelské fakult¢ v Karviné. Jakozto studijni opora je urcen piede-
v§im studentim kombinované formy studia, mohou jej vSak stejné dobfe vyuziti studenti
prezen¢ni formy. Autor piedpoklada, ze ¢tenar — student ma z predchoziho studia znalosti
ze zékladnich kurzii matematiky a statistiky (kvantitativnich metod) a téz absolvoval za-
klady z opera¢niho vyzkumu (operacni analyzy). S témito prerekvizitami je studium tohoto
textu prirozen¢ jednodussi, nebot’ nékterd témata se Casteéné prekryvaji, avSak autor se
snazil 1 o to, aby text byl samonosny, tedy aby mu bylo mozno porozumét bez piedchoziho
studia uvedenych predméti. K feSeni prikladii uvnitt textu je systematicky vyuzivan stan-
dardni program MS Excel. Mimo uvedenou teorii se proto ¢tendi naucil pouzivat Excel-
Regitel k feseni konkrétnich iloh. To mu umoznilo 1épe pochopit podstatu matematického
modelovani a také ekonomickou interpretaci dosazenych vysledk.
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Pozn. Tuto ¢ast dokumentu nedoporuc¢ujeme upravovat, aby byla zachovana spravna
funkénost vlozenych maker. Tento posledni oddil mize byt zamknut v MS Word 2010
prostiednictvim menu Revize/Omezit Gpravy.

Takto je rovnéZ omezena moznost ménit napiiklad styly v dokumentu. Pro jejich Gpravu
nebo pfidavani €1 odebirani je opét nutné omezeni Uprav zrusit. Zamek neni chranén hes-

lem.
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