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Ulohy linearniho programovani (LP)

Necht A € R™*" je matice, b € R™ je vektor
pravych stran a ¢ € R® resp. ¢! € R'™*" je
vektor (gradient) cilové funkce.

Primarni dloha LP v kanonickém tvaru:

cTx — max
Z.p.
Ax<b
x=20



Primarni uloha LP v kanonickém tvaru:

C1X1 + CXy + +** + CpX, — Mmax
Z.p.
a11x1 + a12x2 + vee + a]_-nxn S bl
Ar1X1 ~+ Ar2X> + -4 XonXn < bz
Am1X1 T QpaXe + o+ App Xy < bm

X15 X2y wiyXpn = 0



(P) a (D) uloha LP v kanonickem tvaru

Uloha LP v kanonickém tvaru

PRIMARNI (P)

c'x — max

Z.p.
Ax < b
x>0

kde x € R" je proménna

DUALNI (D)

y'bh — min
z.p.
yTA > T
yT > OT

kde yT € R*™ je promé&nna

respektive



(P) a (D) uloha LP v kanonickem tvaru

Uloha LP v kanonickém tvaru

PRIMARNI (P) DUALNI (D)
c'x — max b'y — min
Z.p. Z.p.
Ax<b Aty > ¢
x=0 y=0

kde x € R" je proménna kde y € R™ je proménna



Ulohy LP v kanonickém tvaru

Kazdou ulohu LP Ize prevést na kanonicky tvar
(P) resp. (D) pomoci obvyklych Gprav:

* Podminky Cx =d napiSemejako Cx<d a Cx=d

respektive
podm. yTC =dT napiSeme jako yT'C<d' a y'C=d"

 Podminky Cx = d napiSeme jako —Cx < —d
respektive
podminky yTC < dT napiSeme jako —yTC = —dT



Ekonomicka interpretace dualni

promenneé

Vyznam dualnich proménnych y,, ..., ¥y, V Uvazované uloze
stanoveni optimalniho vyrobniho programu pfi michani smesi:

Jsou to tzv. stinové ceny (angl. shadow prices) jednotlivych
zdroju resp. vstupnich surovin &islo
i=1,.. m.

JestliZe i-té suroviny je dostatek (af x < b;), potom jeji dualni
cena je nulova (y; = 0).

JestliZe i-t4 surovina se vyrobou vy&erpé (a; x = b;), potom
jeji dualni cena je obvykle (1) kladna (y; > 0).



Ekonomicka interpretace dualni
promenné I

Vyznam hodnoty dualnl promenné y;:

Jestlize y; > 0, znamena to, Ze i-fa surovina se vyGerpala, a
proto jiZ neni mozné vyrobit vice vyrobku (smesi).

Jestlize i-tou surovinu je mozné nakoupit ha vnéjsim trhu,
pak hodnota y; predstavuje horni mez ceny, za kterou se
vyplati surovinu nakoupit (je-li drazsi, zvySeni vyroby
neprinese zisk).



Ulohy LP v kanonickém tvaru
Kazdou ulohu LP Ize pfevést na kanonicky tvar
(P) resp. (D) pomoci obvyklych Gprav:

* Proménnou x € R neomezenou ve znaménku napiseme
jako x =x* —x~,kde x*,x~ = 0.

(V pfipadé promeénné y € R obdobnég.)

e Cilovou funkci ¢Tx — min napiSeme jako —cTx — max

respektive
cilovou funkci yTh — max napieme jako —yTh — min



Dusledky vety o slabé dualité (cTx < yTb)

- Jestlize x* a yT* jsou pFipustna feSeni tloh (P) a (D)
takova, Ze ¢Tx* = y™b,
potom obé feSeni jsou optimalnimi Fe$enimi obou uloh.

+ Jestlize uloha (P) neni omezena shora
(cTx — +o0 pfisplnéni Ax < b, x> 0),
potom uloha (D) neni pFipustna.

+ Jestlize dloha (D) neni omezena zdola
(yTh — —oo pfisplnéni yT4 = cT, yT = 07),
potom Uloha (P) neni pripustna.



Veéta o silné dualité (princip duality)

* Jestlize uloha (P) ma optimalni reSeni x*,
potom Uloha (D) ma optimalni feSeni y™*
a plati rovnost ¢'x* = y™b.

« Jestlize loha (D) mé4 optimalni feeni yT™*,

potom uloha (P) ma optimalni FreSeni x*
a plati rovnost ¢'x* = y™*b.

respektive



Veéta o silné dualité (princip duality)

» Uloha (P) ma optimalni Feeni pravé tehdy,
kdyz uloha (D) ma optimalni reseni.
To jest, optimalni reSeni maji

* bud obe ulohy soucCasne,
* anebo zadna z nich.

» Jestlize obé ulohy maji optimalni reseni,
potom jejich optimalni hodnoty se rovnaiji.



Dusledek vsech uvedenych tvrzeni

Pro ulohy (P) a (D) nastava prave jedna
Z nasledujicich moznosti:

* obe ulohy (P) a (D) jsou pfipustné, maji optimalni reSeni
a plati rovnost optimalnich hodnot,

* Uloha (P) neni pripustna a uloha (D) neni omezena zdola,
* Uloha (D) neni pripustna a uloha (P) neni omezena shora,

* obé ulohy (P) a (D) jsou nepfipustné.
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Ulohy LP v norm. a std. tvaru

Kazdou ulohu LP Ize preveést na normalni (P)
a standardni (D) tvar pomoci dprav, které uz
zname, a pfidame:

 Podminky Cy <d napiSeme jako Cy + s =d neboli
Cy+Is=d, kde I je jednotkova matice a s = 0 jsou
nové proménné (angl. slack variables)



Ulohy linearniho programovani (LP)

Necht A € R™*" je matice, b € R™ je vektor
pravych stran a ¢ € R® resp. ¢! € R'™*" je
vektor (gradient) cilové funkce.

Primarni uloha LP ve standardnim tvaru:

c'x — min

Z.p.
Ax=Db
x=20
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Primarni uloha LP ve standardnim tvaru:

Z.p.

C1X1 + €3X5 + +++ + cpx,, — Min

a11x1 + alzxz + -4 a]_nxn —_— bl
ar1X1 -+ aAy2X9 + - 4 XonXn = bz

Am1X1 + QpaXay + o+ A Xy = by

X15 X2y wiyXpn = 0
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Ulohy LP ve standardnim tvaru - pFiklad

Pieved'te nasledujici optimalizac¢ni tlohu (uloha 4-1) na standardni tvar:

6 x1 + 3 x2 > MAX:
pii omezenich

dx;+2x=20,
2x1t+4x <22
x120.x=20.

Reseni:
6 x1 +3 x2 > MAX:
pi1 omezenich

dx1+2x2+x3=20.
2xit+t4dx2+txa=22,
120,020, 3x320.x42=0.

Nakonec uved'me jeste vektorovy tvar ulohy LP ve standardni forme

cx > MAX: (5-7)
pi1 omezenich
Ax=b, (5-8)
x=>0. 5-9)
(
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Zakladni pojmy LP

V nasledujici analyze vlastnosti tloh LP budeme oznacovat mnozinu vsech pripustnych
feSeni ulohy LP (5-7) az (5-9) symbolem .Y, {j.

X={x=(x,x2 ..., x»))eR"|Ax=b,x >0 (5-10)

a mnozinu vsech optimalnich feSeni této ulohy. fj. mnozinu vsech x = (x1, x2, ..., xn)€
X < R kde ucelova funkce nabyva svého (globalniho) maxima, symbolem X*.

Pripustné resSeni: kazdy vektor x, ktery splnuje podminky:

Ax=b,
x=0.

Optimalni FeSeni: kazdy vektor x, pro ktery je ucelova funkce maximalni.
Znadeni: X*.



Zakladni pojmy LP

- £

UvaZujme maximalizaéni tdlohu linearniho programovani:
Z =11 + Cag + -+ - + €T, — ax

na mnoZiné zadané soustavou linearnich nerovnic:

ap Ty + appre + -+ agr, <ob
(o171 + a2x9 + -+ -+ ag,x, < by
Um1l1 + Umn2L2 + o AmnLn S b-m.:

I]_IQ. . ‘."rﬂ- 2 0?

KaZdou z nerovnic tvoficich vlastni omezeni tlohy prevedeme na rovnici tak, Ze k
levé strané pri¢teme novou nezapornou proménnou. Celkem tedy zavedeme dalSich
m proménnych, oznaéme je x,, 411, Tp19, ..., Tpim. 1YLO proménné se nazyvaji
dopliikové proménné a vyjadfuji rozdil mezi levou a pravou stranou pivodnich
nerovnosti.
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Zakladni pojmy LP

Plvodni tlohu jsme tedy ptevedli na tlohu:
Z =C1T] + X9 + -+ CpT,, — INax

na mnoziné zadané soustavou linearnich rovnic:

aj1r] + a1aro + -+ A1ty + Tpta = b
(4) (121T1 + Q22T + -+ A2p,Tp + Tp10 = by
A1 + 29 + -+ AmnLn + mn—km — bm

L1, L2« -+ Tntm > O:
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Zakladni pojmy LP

Regeni (z1,29,...,%1,,) soustavy (4) nazyvdme bazickym FeSenim, jestliZe

@ Iy, r2,....Tptm 2 O!
@ n (z celkového pottu n + m) proménnych je nulovych
@ sloupce matice soustavy (4) odpovidajici zbyvajicim m promé&nnym jsou
linedrné nezavislé (tj. je mozné je ekvivalentnimi Gpravami pfevést na
jednotkovou matici). Tyto proménné nazyvame bazické proménné.
Bazické feseni se nazyva degenerované, jestliZze jsou nulové i nékteré bazické

proménné.

Tedy nap¥. vektor, jehoZ slozky jsou
r1 =0, 22=0, ..., 2pn =0, 2pnp1 =01, Tnyo =02, ... . Tpntm = bn,

je bazické FeSeni soustavy (4), pricemzZ bazické proménné jsou xpy1,....Tnim (sloupce
odpovidajici témto proménnym tvofi jednotkovou matici a jsou tedy linedrné nezavislé).
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Simplexova metoda (algoritmus)

Autor: G. Dantzig (1947).

Simplexovy algoritmus efektivne prohledava tzv. zakladni
(bazicka) feseni uloh linearniho programovani, kterych je
konecny pocet a hleda mezi nimi reseni optimalni.

Optimalni reseni je takové zakladni reseni, které poskytuje
nejlepsi hodnotu ucelové funkce.

Metoda souvisi s vlastnostmi polytopu v N dimenzionalnim

prostoru. Redena uUloha je tak i graficky interpretovatelna —
hledaji se co nejvzdalenéjsi vrcholy polytopu.
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Simplexova metoda

Simplexova metoda je iteracni vypocetni postup pro nalezeni optimalniho feSeni ulohy
linearniho programovani (pokud takoveé feSeni existuje). Vychozim bodem tohoto algo-
ritmu je nalezeni vychoziho zakladniho reSeni ulohy linearniho programovani. Pokud je jiz
takove feseni k dispozici. potom simplexova metoda v jednotlivych krocich vypocte vzdy
nove zakladni feSeni s lepsi nebo alespon stejnou — v piipadé maximalizace vyssi — hodno-
tou ucelové funkce. Po konecném poctu kroku musi tedy tento vypocetni postup vest k
nalezeni zakladniho feSeni s nejlepsi hodnotou ucelove funkce nebo ke zjisténi, ze takove
reseni neexistuje. Pi1 jeho nalezeni se musi podle zakladni vety LP — Vety 5-1 jednat o
reSeni optimalni.

Postup vypoctu pomoci simplexove metody se nékdy deli na dve faze

I.  nalezeni vychoziho zakladniho feseni,
IT. iteracni postup vedouci k optimalizaci ucelové funkce.

V nekterych specidlnich piipadech je nalezeni vychoziho zékladniho feSeni natolik
snadné. ze 1. faze vypoctu vlastné odpada. V takoveém piipadé se cely postup oznacuje jako
jednofazova simplexova metoda. V obecném piipade nemusi byt vSak nalezeni vychoziho
zakladniho feseni ulohy LP jednoduché. Potom mluvime o dvoufizové simplexové me-

todé.
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Simplexova metoda

Rt ucelove

fimkce == X,

24



Simplexova metoda

Danou tlohu jsme tedy pfevedli na tlohu najit takové bazické FeSeni soustavy
pro které je odpovidajici hodnota tcelové funkce ¢y + coxo + -+ + iy
maximalni. Hodnotu G&elové funkce miiZzeme p¥idat do soustavy jako dalsi
proménnou:

Rovnici 2z = cywy + cowa + -+ - + ¢, pFepiSeme do tvaru
—C1x) — Coly — - — iy + 2 =10

a pridame k soustavé (4):

11Ty + @129 + -+ A1pTy + Tpy =
a1 + A22T2 + -+ + A2pTy + Tnt2 = by
Am1L] + U292 + -+ AmnLn + il:n—{—-m — bm.:
—C1T] — CoTg — -+ — CpTy, +2=0

L1, L2y -y Tntm > O:
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Simplexova metoda

Koeficienty ziskané soustavy zapiseme do tabulky:

L1 Lo T Ln Ln41 Ln42 T Lntm
Lp+1 a1 a12 s A1n 1 0 s 0 bl
Tyto as1 oo - a9 0 1 e 0 bo
Ln+m 1 Am?2 e Umn 0 0 o 1 bm
z —C1  —Cy s+ —Cp 0 0 ce 0 0

Toto je tzv. vychozi simplexova tabulka a miZeme z ni vy&ist vychozi bazické Fedeni:
r1 =0, 22 =0, ... , 2, =0, Tpp1 =b1, Tpya =ba, ... ., Tnim = bp.

V levém sloupci vidime bazické promé&nné a proménnou z, v pravém sloupci vidime
hodnotu bazickych proménnych a hodnotu proménné z (tj. hodnotu Géelové funkce).
Ostatni proménné nejsou bazické a klademe je rovny nule. Toto vychozi pFipustné feseni
odpovida vrcholu (0,0, ..., 0) pFipustné mnoZiny, hodnota tcelové funkce je zde nulova.

Sloupec odpovidajici prom&nné = jsme zdmé&rn& vynechali, nebot se ddle nebude ménit.
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Simplexova metoda

Nyni je potfeba odpovédét na otazku, zda je vychozi hodnota = optimalni a pokud
ne, jakym zplisobem najit bazické feseni s vétsi hodnotou, ptipadné jak poznat, Ze
optimalni hodnota neexistuje.

Kriterium optimality

@ Jsou-li v8echny koeficienty v poslednim ¥adku tabulky (¥adek tG&elové funkce)
nezaporné, pak z je optimalni hodnota a odpovidajici vektor (z1, 79, ..., 2,)
(v pFipadé vychozi tabulky (0,0,..., 0)) je optimalni Fesent.

@ Je-li alesponi jeden koeficient v poslednim Fadku zaporny, vybereme koeficient
s nejvice zapornou hodnotou a sloupec, ve kterém se tento koeficient nachazi,
nazveme kli¢ovy sloupec.

a. Pokud se v klicovém sloupci nenachazi Zadny kladny prvek, znamena to, Ze
ucelova funkce neni nad pFipustnou mnoZinou shora ohrani¢ena a maximalni
hodnota tedy neexistuje. Uloha nema ¥eSeni.

b. Pokud je alespori jeden prvek v klitovém sloupci kladny, pak najdeme nové
bazické ¥eseni.
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Simplexova metoda

Pfechod k novému bazickéemu ¥eSeni

Q Pro viechny kladné prvky v kli¢ovém sloupci spoéteme podily:

odpovidajici hodnota b;

kladny prvek kli¢ového sloupce v j-tém ¥adku

a vybereme prvek, pro ktery je tento podil nejmensi. Tento prvek nazveme
klicovy prvek a odpovidajici ¥adek nazveme klicovy fadek.

Pomoci ekvivalentnich fadkovych Uprav upravime tabulku tak, abychom misto
klicového prvku dostali ¢islo jedna a na vSech ostatnich pozicich v kli¢ovém
sloupci byly nuly. (Kli¢ovy fadek vydélime klicovym prvkem a poté vhodné
nasobky klicového fadku pFicitame k ostatnim ¥adkim tabulky.)

Provedeme pfepsani bazickych proménnych v prvnim sloupci. Misto piivodni
proménné bude v kli¢ovém Fadku promé&nna odpovidaji klicovému sloupci.

Z nové tabulky vycteme nové bazické feseni a odpovidajici hodnotu =.
Stejnym zplisobem jako u vychoziho ¥eseni zjistime, zda je hodnota optimalni
a pokud ne, prejdeme k dalsimu bazickému ¥eSeni.

>
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Simplexova metoda

P¥iklad (Simplexova metoda)

Reste ulohu
2 = 211 + 19 — 203 — max

pfi omezujicich podminkach

2;1’?1—:132— ’I’gé?

Ty —To+ x3 <4

r1+ 19 + 203 <6
;171?:132,.’13320

Zavedeme dopiitkové proménné a prevedeme na soustavu rovnic (spolu s rovnici
pro Ucelovou funkci):

201 — o — T3+ x4 = 2
r1 —x2+ I3 + x5 =4
$1+I2—|—22133 + Tg =6
—2x1 — 19 + 213 +2=0

L1, T2,T3,L4,T5,T6 >0

1] 29



Simplexova metoda

Priklad (Simplexova metoda — pokraovani)

1 €Io Is €Ira Is5 g
T4 2 -1 -1 1 0 0| 2
Vychozi tabulka: s 1 —1 1 0 1 0| 4
Te 1 1 2 0 0 1|6
2z —2 -1 2 0 0 0] 0

Vychozi bazické feseni: 1 =0, 20 =0, 23 =0, 24 =2, 25 =4, 26 =6, z = 0.

V poslednim ¥adku tabulky jsou zaporné hodnoty = budeme hledat jiné bazické ¥edeni
s vétsi hodnotou z.

Z posledniho ¥adku tabulky vybereme nejvice zaporny prvek. Tento prvek urcuje klicovy
sloupec.
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Simplexova metoda

P¥iklad (Simplexova metoda — pokracovani)

I Io I3 Iy Is Tes
T4 2 -1 -1 1 0 0| 2
Vychozi tabulka: Ts 1 —1 1 0 1 0| 4
6 1 1 2 0 0 116
z —2 -1 2 0 0 010

Vychozi bazické ¥eseni: 1y =0, 29 =0, 23 =0, 24 =2, 25 =4, 24 =6, z = (.
V poslednim ¥adku tabulky jsou zaporné hodnoty = budeme hledat jiné bazické ¥eseni
s vétsi hodnotou 2.

Z posledniho ¥adku tabulky vybereme nejvice zaporny prvek. Tento prvek uréuje kli¢ovy
sloupec. Pro vsechna kladna ¢&isla v klicovém sloupci spocitame podily:

4

(NN ]
'_
'—

Vybereme prvek, pro ktery je podil nejmensi — kli¢ovy prvek. Pomoci ekvivalentnich
fadkovych uprav pfejdeme k nové tabulce, ve které bude na misté kli¢ového prvku &islo 1
a vSude jinde v klicovém sloupci budou nuly. (Kli¢ovy fadek vydélime &islem 2 a poté
pFicteme vhodné nasobky klitového fadku k ostatnim ¥adkim.)

V prvnim sloupci prepiseme bazické proménné — novou bazickou proménnou bude 24
(misto x4).
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Simplexova metoda

Pfiklad (Simplexova metoda — pokracovani)

a1 I X3 €Za s Tg
1 1 -1 -1 > 0 01
. Coozs || 0 =1 s 1 1 013
Druha tabulka: L5 9 2 2 ‘
re || 0 |3 > =2 0 115
z 0 -2 1 1 0 0] 2

Bazické Yeseni: oy =1, 20 =0, 23 =0, x4, =0, x5 =3, 14 =5, 2z =

V poslednim ¥adku tabulky je zdpornd hodnota = hledame dalsi bazické ¥eseni s
vétsi hodnotou z.

Jedina zaporna hodnota v poslednim ¥adku uréuje klicovy sloupec, jedind kladna
hodnota v klicovém sloupci urcuje klicovy prvek.

Pomoci ekvivalentnich Fadkovych Uprav prejdeme k nové tabulce, ve které bude na
misté kli¢ového prvku &islo 1 a viude jinde v kli¢ovém sloupci budou nuly. (Kli¢ovy
fadek vydélime &islem % a poté pri¢teme vhodné nasobky kli¢cového ¥adku k
ostatnim ¥adkim.) V prvnim sloupci pfepiseme bazické proménné — novou
bazickou proménnou bude x5 (misto xg).
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Simplexova metoda

Priklad (Simplexova metoda — pokracovani)

1 Lo £3 L4 L5 L6
o T T 1T 3
T 1 0 3 3 0 3 3
_ . T2 1| 14
Tt¥eti tabulka: @5 0 0 5 3 1 5 S
o 5 _1 2| 10
T 0 1 5 3 0 3 3
. 3 T T
z 0 0 3 5 0 3 3
Bazické ¥edeni: 21 = 2. a0 = 2 00 =0, 24 =0, a5 = 2. 26 =0. 2 = 28,
1 3y 42 3 0 3 s 4 v 4D 3 6 : 3

V poslednim ¥adku tabulky neni Zadna zaporna hodnota == nasli jsme optimalni
Feseni.

Optimalni feSeni: o1 = 3, 1o = 5, 23 = 0.

Optimalni hodnota: z =
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