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Lokalni a globalni extremy

X0 ... lokalni maximum funkce f(x) ...(lokalni minimum funkce)
J okoli U bodu x°: vV x e UcXplati f(x) < f(x°) (f(x) = (x°))

X" ... globalni maximum f(x) ... (globalni minimum funkce)
Vx e X plati  f(x) < f(x") (f(x) 2 f(x") )

f(x)




Lokalni a globalni extremy
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Existence reseni

Veta 1 Spojita funkce nabyva na uzavrené omezené
mnoziné X svého globalniho maxima
(globalniho minima).

Vxpoe X:lim f(x)=f(xp)

x—)xo

.. Spojitost funkce...souvislost grafu:

N
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Existence reseni ...

3

. .nespojita funkce: k‘b\

.. omezena mnozina ...vejde se do nejakeé ,koule”
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Existence reseni ...

o 5 uzavreny
... uzavrena mnozina. interval

véetné ,hranice“ ¢

otevreny
otevrena mnozina: interval

bez ,hranice” °
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Existence reseni ...

...co staci, aby existoval lokalni extréem

Véta 2 X0 je lokalni maximum funkce f(x),

existuje (parcialni) derivace Jf (x")
OX.

J

potom Sf(x") =0
ox,
Je to Nutna podminka existence (lokalniho!) extrému
neni podminkou postacujici !!!

PostacCujici podminka existence (lokalniho!) extrému: -
- Existence spojitych parcialnich derivaci v okoli bodu x° --
- Pozitivni/negativni definitnost Hessianu...
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f
Grafické zhazornéni pracialni derivace
funkce 2 proménnych

=Ky

¥ =Y



http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/d4/Parcialni_derivace_graf_vyznam.svg

Grafické znazorneni globalniho maxima
funkce 2 proménnych
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/62/MaximumParaboloid.png

lokalni
minimum

Grafické znazornéni ,,obecné*
funkce 2 proménnych
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/9/95/MaximumCounterexample.png

Existence reseni ...

Prostor R" : pozor!!! parcialni derivace:

Gradient funkce (vektor parC|aIn|ch derivaci) v bodé x%=(x,5,..., x,2)eR"

o°f(x°) 2ot
H = {ﬁﬁ } {V(x%)}

Hessova matice (Hessian) v bodé x°

v Rt (matematika 1. roénik) : H = f ""(x%) — ,,matice* (1x1)
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Priklad 1

f(X,X,, %) =X +4X5X5 +2X;

Gradient Vf(x) :

V(g ,%,,X3) =

of (x1,%,,X3)
Ox,

Of (x,%,,%3)
Ox,

Of (xy,%,,%3)

3
4x;

2
8x,X;

OX4
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| 8X,x3 +8X;
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Extremy a znameénko derivace
(schéma)
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Existence reseni ...
PostacCujici podminka existence

lokalniho minima funkce v R

Veéta 3 ,,1%. Jestlize funkce f(x) ma spojitou prvou

a druhou derivaci v okoli bodu x° cR*,
prvni derivace je nulova, tj. f'(x°) =0
a zaroven druha derivace je kladna, tj. ' (x") >0,

pak

x°eR je bodem lokalniho minNima funkce f(x).

Poznamka: pro maximum je f'(x%) <0.
EMM3
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Existence reseni ...
PostacCujici podminka existence

lokalniho minima funkce v R"

Véta 3 ,.n“: (Sylvestrovo kritérium)

Jestlize funkce f(x) ma spojite vsechny parcialni
derivace v okoli bodu x°=(x,°,..., x.9)eR",
gradient Vf(x%) =0

a vsechny hlavni subdeterminanty Hessianu {V-f(x°)}
jsou kladne (t}. > 0)

pak

x°eR je bodem lokalniho miNimMa funkce f(x).

Poznamka: pro maximym jsou vsechny hlavni
subdeterminanty Hessianu funkce -f(x) kladné!



Priklad 1 pokrac.
4x13
FOXL X0 %) =X +4XX5 +2X;  Vf(x,x,,0)=|  8xx2

2 3
| 8x5x;5 +8x; |

Hessian H:

O (x)  AF(X) A2f(X)

F KA, K| oy 0
PEGAIC R IO R IO N i SV ST
271 2 2773 2 2

o f(x) 2°f(x) o2 fx)| L 0 16x%x, 8x; +24x5 |

Ky KKy K

Hlavni subdeterminant = determinant matice, ktera vznikne z plivodni matice
Vypusténim postupné n-tého, n-1-ho,...,2-ho fadkd a zaroven stejnych sloupci
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Priklad 2

f (X, X,, %) =X +4X5 +2x5 — 4%, —8X, +8X%, +10

Gradient  Vf(x) = (2x;- 4, 8X,- 8, 4x;+8) ...=(0,0,0)
. 3 ./ / /
prave kdyz plati: x,=2, X, =1, X;=-2

Hessian H:

ot 2t ot .
@(12 K Ky K Ky i T
0">2.|: 0»-;21: 0»-,21: ........................
03(2@(1 03(% @(2&3
0% f % f % f - :
_6(3@(1 &3@(2 @(3%
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Priklad 2 pokrac.
______ 2.0 0

H=|0 8 0
0 0 4]

detH, =2, detH,=2.8 =16, det H; = det H = 2.8.4 = 64
Vypocet determinantu matice 3x3 — Sarrusovo pravidlo

Hlavni subdeterminanty jsou kladné: postacujici podminka
minima je splnéna v bodé x° = (2,1,-2) = f nabyva v tomto
bodé lokalni minimum (je to zaroven globalni minimum na R3)

min f(x) =0 argmin f(x) = {(2,1,-2)}

3
xe R xe R3
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Priklad 3
fx) =x3 x°=0... neni bodem extrému !!!

f(x) =3x2,f "(X) = 6x

f'(0)=0

H=1 "(0) = 0 Pozor! postacujici podminka
pro extrém neni splnena! (Hessian = 0 !l1)

/: )

f(x) = x3




Priklad 4

. T
S (x,x,) =siIn — max;

X1 + X
za podminek
0<x,<1
} X
1 <Xx,<2

Existence optimalniho feSeni je zarucena spojitosti f na X.

Problém je jak ho nalézt!?? (nelinearni funkce)
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Priklad 4 pokrac. f(x;,x,)=sin

X1 + X5

Reseni: Funkce sin Z nabyva g

maximalni hodnotu 1 pro z = — %
. 2 N

T T
:_C>X1+XZ:2

X +x, 2
0<x <1 /

1 <Xx,<2

Maximum fupkce f se nabyva ve vsech bodech (x;,x,)
na usecce spojujici body (0,2) a (1,1)!
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