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Konvexni a konkavni funkce v R1...

grafy

konvexni fce (nikoliv ryze!) ryze konvexni fce (parabola)

e

tyto funkce nejsou konvexni!ll
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Konvexni a konkavni funkce v R1

konkavni fce (nikoliv ryze!) ryze konkavni funkce
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Konvexni a konkavni funkce
Jak to vyjadrit matematicky?
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konkavni fce (nikoliv ryze!)
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X = Ax + (1-1)x@ X2

ryze konkavni funkce
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Konvexni a konkavni funkce
Jak to vyjadrit matematicky?

(konkavni)
-unkce fje konvexni na konvexni mnozine X [1 R”
jestlize pro kazdé dva body x(V , x® z X a pro
Kazda dve cisla 4,20, A, > 0 takova ze A, + A,=1 plati:

JA XD+ Ax2) <A fxD) + 4, fixD),
(=)

Anebo ekvivalentné:
... pro kazdé Cislo 0 <A< 1, plati:

SAXD + (1-ADxP) < A D) + (1-A) ix?).
(2)
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Konvexni a konkavni funkce ...

(ryze konkavni)
-unkce fje ryze konvexni na konvexni mnozine X [1 R”

jestlize pro kazdé dva body x(V , x® z X a
Kazda dve Cisla A,>0, A,>0 takova ze A,+ A,=1 plati:

JAxD + Apx®) < Ay fixD) + A, ix))
(>)
Zrejme plati: Funkce fje na X1 R* konkavni
(resp. ryze konkavni)

jestlize je funkce - / konvexni (resp. ryze konvexni)

Poznamka: Zobecneéeni pro funkce 71 promennych
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Konvexni a konkavni funkce v R?

f(x1,%,) =5 x{ f(x,xy) =3 = xi = x3

konkavni fce (nikoliv ryze!) ryze konkavni funkce
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Konvexni a konkavni funkce ...
,Lokalni extremy jsou zaroven globalni!!!*

Véta 3: Jestlize xYje lokalni maximum funkce f(x) na X
a funkce f(x) je konkavni na X,
potom xY je globalnim maximem funkce
fixynaX, tj. x=arg mDaXf(x)
xX
Je-li f{x) navic ryze konkavni na X,
potom xY je jedinym globalnim maximem.

Poznamka 1:fAnangicky pro lokalni minimum a konvexni
unkci...

Poznamka 2: Pozor, neplati pro lokalni maximum
a konvexni funkci, resp. lok. minimum a konkavni
funkci!!!
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Priklad k Vete 3:

lokalni max globalni max

¥

A\ — |

Y \
X
neni konkavni konkavni fce ryze konkavni fce
funkce
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Konvexni a konkavni funkce ...

Véta4: gi(x)je konvexni funkce na X O R", b, I R!

potom (omezujici podminka)

Z;={x0X|g(x)<b} je konvexni mnozina

Poznamka 1: Prunik konvexnich mnozin je konvexni
mnozina! (Vice omezujicich podminek!)

Poznamka 2: Linearni funkce je zaroven konvexni i
konkavni! (nikoliv ryze!ll)
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Jak pozname, ze je
funkce konvexniv X ?

v RT (matematika 1. ro¢nik) : /""(x) >0 pro O x X

v R" . pozor!!l parcialni derivace:

H={h;} = {j@”} — (A}

Hessova matice (Hessian) je pozitivné definitni (PD)

Sylvestrova podminka:
Jestlize vSechny hlav. subdeterminanty jsou kladné, potom H je PD.
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Konvexni a konkavni funkce ...

Véta5: Funkce f(x)je konvexni na X, jestlize
vsechny hlavni subdeterminanty
Hessovy matice jsou kladne
( pro vSechna x L1 X L1 R")

Veta6: f(x), f,(x) jsou konvexni funkce na
mnozine X, a,, a, - nezaporné konstanty (tj.= 0 ),
potom funkce
gx) = a./i(x) + a,./,(x)

je konvexni funkce na X 1 R”
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Priklad 1:

flx,y) =2x% + xy* + 3y OAx) = 4x + 2, 2xy +9y?

1. det[4]=4>0

H = {sz()C)} — 4 2y 2. det {21; 2xi);8y}: 8x + 72y —4y? >0
2y 2x+18y

f je konvexnina X= {(x,y)| 2x +18y —y?> 0} — vnitfek paraboly
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Priklad 1 — pokrac.

EMM4
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Uloha matematického programovani

tzv. uloha (1) , (2)

ucelova funkce

fxy, Xy, . X)) - MAX; (1)

za podminek
gl(x1>x29 . axn) = bl N
g (X1, Xy, oo X)) S b, omezujici podminky
.......................... — X (2)
gm(xla x29 9xn) < bm (mOhOU ChYbét)

podminky nezapornosti

EMM4
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Maximalizace uzitku spotrebitele
pfi dichodovém omezeni

fxy, x5 .. x) - MAX;

za podminek
Xt pxyttpx, < b,
x;20,7=1,2,.

f—funkce uzitku (konkavni)
n — pocet statku

p;— cena jednotky i-teho statku
x;— mnozstvi i-teho statku

b - duchodové omezeni spotrebitele (b > 0)

EMM4
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Priklad: Maximalizace uzitku spotrebitele
pfi dichodovém omezeni

S(xy, %,) = /x;. x,—> MAX;
za podminek

2x,+3x,< 6

x; >0,/ =1,2.

funkce uzitku fje konkavni, omezeni je linearni
(tj. konvexni)

2 statky, jednotkové ceny statku = 2, resp. 3

dichodové omezeni = 6
EMM4
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Uloha matematického programovani ...

f je konkavni, g. jsou konvexni funkce na X [ R" :
Potom (1), (2) je ulohou konvexniho programovani

° x =(x, Xy, ... x,) L1X]e pripustneé reseni ulohy (1), (2)
jestlize splnuje nerovnosti (2)

o X*=(x", x,5, ... .x,*) [1X je optimalni reseni ulohy (1), (2)
jestlize je zaroven pripustné a x* = arg max f(x)
{j. pro vsSechna x[1X plati: Ax) < Ax¥)

e Specialni pripad: f, g; - linearni funkce, tj.
Jx, Xy, X)) =Cxy Tox, +..Fcx,

(X1, Xpy oo X)) = a1 X Tayx, t..ta,x, -b,
EMM4

18




Teorie sedlovych bodu

* Lagrangian ulohy (1), (2):

Lagrangeovy multiplikatory
Fey) =f0) + 2 T
* (Nezaporny) sedlovy bod Lagrangianu ulohy (1), (2):

F(x,y) = F(x,y) < F(x,y)

pro vsechnax=0,y=>0

* Poznamka:
Pozor!!l! X,y jsou vektory, tj. X

(3)
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Teorie sedlovych bodu
Sedlovy bod funkce f(x,y) = -x?)?

Sedlovy bod

20




Teorie sedlovych bodu

Veta 7:

Jestlize x ,y je nezaporny sedlovy bod Lagrangianu
alohy (1), (2),

. x>0, =0,

potom Xx = argmax f(x), tj. X je optimalnim feSenim
x[IX

alohy (1), (2)
Poznamka 1: Sedlovy bod je optimalnim fesenim ulohy (1),(2)

Poznamka 2: Kdyz x je optimalnim resenim ulohy (1), (2),
potom nemusi jeSteé existovat y takovy, ze
X,y Jenezaporny sedlovy bod Lagr. (1), (2)
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Teorie sedlovych bodu
Postacujici podminka pro existenci sedloveho bodu

Véta 8: Jestlize x 2 0 je optimalnim feSenim ulohy

(1).(2) a fje konkavni, g; jsou konvexni funkce na X

existuje bod x? € R”, takovy, Ze plati

g{x% < b, pro vSechna i pro ktera je g; nelinearni
(tzv. podminka regularity, Slaterova)

potom existuje y = 0 takove, ze

(x,y) je nezapornym sedlovym bodem Lagrangianu
ulohy (1), (2):

Fey) =109+ v, (b, = 2,()

EMM4
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Teorie sedlovych bodu

(tzv. Kuhn-Tuckeruv teorém )

Veéta 9:

/je konkavni, g; jsou konvexni diferencovatelné funkce
potom (X, y) e sedlovym bodem Lagrangianu F' ulohy
(1), (2), prave kdyz plati:

(%) O, F ,y)<0 0, F(x ,5)>0
XOFx5)=0  FOFXYy=0
x>0 y=0

tzv. Kuhn - Tuckerovy podminky

Poznamka:

K.-T. podminky umoznuji nalézt sedlovy bod resenim
soustavy nerovnosti (*), coz je zobecnéna podminka
,hulovosti gradientu”
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Priklad 2: Vyroba ,,racio“ pokrmu
(uloha linearniho/kvadratického programovani)

(1) Jednotkovy zisk nezavisi na mnozstvi produkce:

z=2000x, +3000x, - MAX; ,zisk"
za podminek
0,9x, + 0,3 x, < 270 ,ryze"
0,5x, <100 ,pSenice”
0,Ix, +0,2x, < 60 ,vlocky"
x,20,x,20

(2) Jednotkovy zisk roste s rustem produkce:
z=(2000 + x;) x; + (3000 +8x,) x, =

=2000 x, + 3000 x, + x,* + 8x,> - MAX; ,zisk"
za podminek (stejnych!)

EMM4
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Priklad 2 - pokrac.1:

(Uloha nelinearniho - kvadratického programovani)

z=2000 x, + 3000 x, + x,% + 8x,> - MAX; (1%)
za podminek
0,9x, + 0,3 x, < 270 ,ryze"
0,5x, <100 ,psenice” (27%)
0,1x, +0,2x, < 60 ,vlocky"
x,20,x,20
...to je uloha nekonvexniho (kvadratického) programovani

Lagrangian ulohy (1%), (2%):
F(x{, X1, Y1, V5 v3) = 2000 x, + 3000 x, + x,> + 8x,°

+»,(270 - 0,9x,- 0,3 x,) t»,(100 - 0,5 x,) +y5(60 - 0,1x,- 0,2 x,)

EMM4
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Priklad 2 - pokrac.2:

Lagrangian ulohy (1%), (2%):
F(x{, X5, Y1, V5, v3) = 2000 x, + 3000 x, + x,> + 8x,°

+3,(270 - 0,9x,- 0,3 x,)*»,(100 - 0,5 x,) +5(60 - 0,1x,- 0,2 x,)

K.T. podminky:

0F/0x, = 2000 + 2x,-0,9y,- 0,1y; <0

dF/ox, =3000 + 16x,- 0,3y, - 0,5y,- 0,2y, <0
dF/oy, =270 -0,9x,-0,3x,> 0

dF/oy, =100 - 0,5x,> 0

dF/oy; =60 -0,1x,-0,2x,> 0
x;>0,y,>0,i=12.7=1,2,3.

+ podminky komplementarity.
EMM4
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Priklad 2 - pokra¢. 3:

Podminky komplementarity:

o 0F(x,y) 0F(x,y)
0 RFQuy) =xg— =t ety =0
n
Mame:
Y <0 asoudasné x>0, tudiz x;- 28—

6Xj GXj

Druha podminka komplementarity:

y U FG,y) =y (by—g1(0) + -+ Y- (bn — gm(x)) =0
Mame:
b; —g;(x) >0 asoutasné y;>0, tudiz y;-(b;—g;(x))=0

EMM4
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Priklad 2 - pokrac. 4:

Reseni ulohy (1), (2): x,= 240, x,=180 ,z= 1020000

Reseni tlohy (1*), (2*): x,* = 200, x,* =200, z* = 1 360 000

-100

EMM4

¥, = 2800
¥, =24 000
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Maximalizace uzitku spotrebitele
pfi dichodovém omezeni

fxy, x5 .. x) - MAX;

za podminek
Xt pxyttpx, < b,
x;20,7=1,2,.

f—funkce uzitku (konkavni)
n — pocet statku

p;— cena jednotky i-teho statku
x;— mnozstvi i-teho statku

b - duchodové omezeni spotrebitele (b > 0)

EMM4
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Maximalizace uzitku spotrebitele
Kuhn-Tuckerovy podminky

K.T. podm.: [ F(x, y) <0 [, Flx, )20
x'0 F(x, y)=0 y U F(x, y) =0
x=0 y=0

Lagrangian:

F(xy, x5, ... X, ¥) = fx, X5,..x,) =y (pyx+...+ px, - b)
F(x,y)=flx)-y (p'x- b)

K.T. podm.:
[flx) <y p! px<b
x'Uflx)=yp'x yp'x=yb
x=0 y=20
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Priklad: Maximalizace uzitku spotrebitele
pfi dichodovém omezeni

fxy, %) =x1.x, - MAX;
za podminek
X +x,< 6
x;20,7=1,2.
K.T. podm.:
Uflx) <y p’ p'x<b
x" O flx)=yp'x yp'x=yb
x=0 y=20

EMM4
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Priklad: Maximalizace uzitku spotrebitele
pfi dichodovém omezeni

fix, %) =x,.x, - MAX;
za podminek

X +x,< 6
X; >0,j=1,2.
K.T. podm.:
Gl e
2x,x, = y(x, +x,) y(x, +x,—6)=0
x,20,x,20 y20

EMM4

Reseni:
% — o %k — 1,k —
x*=x,*=y*=3

S (% x,%)=9
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Kuhn-Tuckerovy podminky
a dualitav LP ...

Lagrangian k (P):
F(x,y) = c'x +yli(b - Ax)

K.T. podminky (*) a (**):

O Fxy)=c-Ay<0 = | Aly=c
UF(xy)= b-Ax20 =|dx <D
xT O F(xy) =x(c-ATy) =0
VIO F&xy) =y (b-4x)=0
x=>0,y=>0

EMM4
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