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Ulohy linearniho programovani (LP) |

Necht A € R™" je matice, b € R™ je vektor
pravych strana ¢ € R" resp. ¢! € R je
vektor (gradient) ciloveé funkce.

Primarni uloha LP v kanonickém tvaru:

c'x — max

Z.p.
Ax<Db
x=0



Primarni uloha LP v kanonickém tvaru:

C1X1 T CXy + *** + CpX,; — Max
Z.p.
a11x1 + alzxz + + alnxn S bl
alel + azzxz + + xann S bz

X1, X2, i, Xy = 0



(P) a (D) uloha LP v kanonickém tvaru

Uloha LP v kanonickém tvaru

PRIMARNI (P)

c'x — max

Z.p.
Ax<Db
x=0

kde x € R" je proménna

DUALNI (D)

y'b — min
Z.p.
yTA > CT
yT > OT

kde y' e R™™ je proménna

respektive



(P) a (D) uloha LP v kanonickém tvaru

Uloha LP v kanonickém tvaru

PRIMARNI (P) DUALNI (D)
c'x — max b'y — min
Z.p. Z.p.
Ax < b Ay > ¢
x=0 y=0

kde x € R™ je proménna kde y € R™ je proménna



Ulohy LP v kanonickém tvaru

Kazdou ulohu LP lze prevest na kanonicky tvar
(P) resp. (D) pomoci obvyklych uprav:

 Podminky Cx =d napiseme jako €Cx<d a Cx>d
respektive
podm. y'C = dT napiSeme jako y'C <d' a y'C>dT

 Podminky Cx = d napiseme jako —Cx < —d
respektive
podminky y'C < dT napiseme jako —y'C > —d"



Ulohy LP v kanonickém tvaru

Kazdou ulohu LP lze prevest na kanonicky tvar
(P) resp. (D) pomoci obvyklych uprav:

 Promennou x € R neomezenou ve znamenku napiseme
jako x =x* —x~, kde x*,x~ > 0.

(V pripade promenné y € R obdobne.)

T

» Cilovou funkci ¢'x — min napiSeme jako —c'x — max

respektive
cilovou funkci y'b — max napiSeme jako —y'b — min



Pripomenme ulohy LP v kan. tvaru:

Uloha LP v kanonickém tvaru

PRIMARNI (P)

c'x — max

Z.p.
Ax<Db
x=0

kde x € R™ je proménna

Z.p.

DUALNI (D)
T .
y'b — min

y'A > ¢!
yT > OT

kde y' e R™™ je proménna



Véta o slabé dualité

Jestlize x ay' jsou pfipustna feseni uloh (P) a (D),
potom plati
c'x<y'b

Dukaz: c'x<yldAx<y'p o

Heslem:
maximum < minimum



Dusledky vety o slabé dualité (cTx < y™b)

- Jestlize x* ay™ jsou pfipustna feSeni uloh (P) a (D)
takova, ze cTx* = yT*p,
y
potom obe reseni jsou optimalnimi resenimi obou uloh.

« Jestlize uloha (P) neni omezena shora
(cT'x — +oo piisplnéni Ax < b, x > 0),
potom uloha (D) neni pripustna.

« Jestlize uloha (D) neni omezena zdola
(yTh — —oo pfispinéni yT4 > cT, yT > 07),
potom uloha (P) neni pfipustna.
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Poznamka ke slabé dualité

Z dukazu (c'x < y'Ax < y'b) plyne:

Rovnost c¢'x* = y™b nastava pravé tehdy, kdyz
Jjsou splneny podminky komplementarity

(cT—yT™4)x*=0 a y™*(Ax*—b) =0

neboli

n

m
D (G-y"a)y =0 a ) yi(alx —b)=0

j=1 =1
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Veta o silne dualite (princip duality)

« Jestlize uloha (P) ma optimalni reseni x~,
potom Uloha (D) ma optimalni feSeni y'*
a plati rovnost c¢'x* = y™b.

» Jestlize Uloha (D) ma optimalni feSeni y'*,

potom uloha (P) ma optimalni reseni x*
a plati rovnost ¢'x* = y™*b.

respektive



Veta o silne dualite (princip duality)

» Uloha (P) ma optimalni Fedeni pravé tehdy,
kdyz uloha (D) ma optimalni reseni.
To jest, optimalni reseni maji
* bud obe ulohy soucCasne,
* anebo zadna z nich.

» Jestlize obée ulohy maji optimalni reseni,
potom jejich optimalni hodnoty se rovnaiji.

Heslem:
maximum = minimum



Veta o existenci optimalnich reseni

Jestlize obe ulohy (P) a (D) jsou pripustné
(existuji néjaka pripustna feSeni x a y'
techto uloh),

potom obe ulohy maji optimalni reseni
(existuji optimalni feSeni x* a y'* téchto
uloh).

14



Dusledek vsech uvedenych tvrzeni

Pro ulohy (P) a (D) nastava prave jedna
Z nasledujicich moznosti:

» obe ulohy (P) a (D) jsou pfipustné, maji optimalni reseni
a plati rovnost optimalnich hodnot,

* Uloha (P) neni pripustna a uloha (D) neni omezena zdola,
* Uloha (D) neni pripustna a uloha (P) neni omezena shora,

* obe ulohy (P) a (D) jsou nepfipustnée.

15



Ulohy linearniho programovani (LP) Il

Necht A € R™" je matice, b € R™ je vektor
pravych strana ¢ € R" resp. ¢! € R je
vektor (gradient) ciloveé funkce.

Primarni uloha LP v normalnim tvaru:

c'x — max

Z.p.
Ax<b



Primarni uloha LP v normalnim tvaru:

C1X1 T CXy + *** + CpX,; — Max
Z.p.
A11X1 + a2, + -+ aypxy, < by
Ar1X1 + ArpXy + o+ Xon Xy < by

Am1X1 + Ao Xy + o + QX < by



(P) a (D) uloha LP v norm. a std. tvaru

Uloha LP
v normalnim tvaru ve standardnim tvaru
PRIMARNI (P) DUALNI (D)
c'x — max y'b — min
Z.p. Z.p.
Ax<b y'd ="
yT > OT
kde x € R" je proménna kde y' € R™™ je proménna

respektive

! 18



(P) a (D) uloha LP v norm. a std. tvaru

Uloha LP
v normalnim tvaru ve standardnim tvaru
PRIMARNI (P) DUALNI (D)
T T :
C' X — max b’y — min
Z.p. Z.p.
Ax < Db Ay =c

y=>0

kde x € R™ je proménna kde y € R™ je proménna

Il 19



Ulohy LP v norm. a std. tvaru

Kazdou ulohu LP Ize prevest na normalni (P)
a standardni (D) tvar pomoci uprav, ktere uz
zname, a pridame:

 Podminky Cy < d napiSeme jako Cy + s = d neboli
Cy+1Is =d, kde I je jednotkova maticea s > 0 jsou
nove promenné (angl. slack variables)

Cviceni: Ulohy (P) a (D) v kanonickém tvaru
prevedte na ulohy (P) a (D) v normalnim a
standardnim tvaru (a obracene).




Pripomenme ulohy LP v n. a s. tvaru:

v normalnim tvaru
PRIMARNI (P)

c'x — max

Z.p.
Ax<Db

kde x € R" je proménna

Uloha LP

ve standardnim tvaru
DUALNI (D)

y'b — min
Z.p.
yTA — CT

yT ZOT

kde y' e R™™ je proménna



Véta o slabé dualité

Jestlize x ay' jsou pfipustna feseni uloh (P) a (D),
potom plati
c'x<y'b

Dukaz: cTx=y"Ax<y'h O

Heslem:
maximum < minimum



Dusledky vety o slabé dualité (cTx < y™b)

- Jestlize x* ay™ jsou pfipustna feSeni uloh (P) a (D)
takova, ze cTx* = yT*p,
y
potom obe reseni jsou optimalnimi resenimi obou uloh.

« Jestlize uloha (P) neni omezena shora
(cTx — +oo pfisplnéni Ax < b),
potom uloha (D) neni pripustna.

« Jestlize uloha (D) neni omezena zdola
(yTh — —oo pfispinéni yT4 = cT, yT > 07),
potom uloha (P) neni pfipustna.



Poznamka ke slabé dualité

Z dukazu (c'x = yTAx < y'b) plyne:

Rovnost c¢'x* = y™b nastava pravé tehdy, kdyz
je splnena podminka komplementarity

y™(Ax* —b) =0

neboli

m
> yialx —b) =0
=1



Veta o silne dualite (princip duality)

« Jestlize uloha (P) ma optimalni reseni x~,
potom Uloha (D) ma optimalni feSeni y'*
a plati rovnost c¢'x* = y™b.

» Jestlize Uloha (D) ma optimalni feSeni y'*,

potom uloha (P) ma optimalni reseni x*
a plati rovnost ¢'x* = y™*b.

respektive



Veta o silne dualite (princip duality)

» Uloha (P) ma optimalni Fedeni pravé tehdy,
kdyz uloha (D) ma optimalni reseni.
To jest, optimalni reseni maji
* bud obe ulohy soucCasne,
* anebo zadna z nich.

» Jestlize obée ulohy maji optimalni reseni,
potom jejich optimalni hodnoty se rovnaiji.

Heslem:
maximum = minimum



Veta o existenci optimalnich reseni

Jestlize obe ulohy (P) a (D) jsou pripustné
(existuji néjaka pripustna feSeni x a y'
techto uloh),

potom obe ulohy maji optimalni reseni
(existuji optimalni feSeni x* a y'* téchto
uloh).



Dusledek vsech uvedenych tvrzeni

Pro ulohy (P) a (D) nastava prave jedna
Z nasledujicich moznosti:

» obe ulohy (P) a (D) jsou pfipustné, maji optimalni reseni
a plati rovnost optimalnich hodnot,

uloha (P) neni pripustna a uloha (D) neni omezena zdola,

uloha (D) neni pripustna a uloha (P) neni omezena shora,

obé ulohy (P) a (D) jsou nepripustné.

Il 28



Ulohy linearniho programovani (LP) I

Necht A € R™" je matice, b € R™ je vektor
pravych strana ¢ € R" resp. ¢! € R je
vektor (gradient) ciloveé funkce.

Primarni uloha LP ve standardnim tvaru:

T

C' X — min

Z.p.

Ax =D>b
x=0

Il 29



Primarni uloha LP ve standardnim tvaru:

C1X1 + Crxy + -+ Ccpx,, — min
Z.p.
a1xX1 + ax, + -+ aypx, = by
Ay1X1 + ArrXy + -+ + Xon Xy, = by

Ap1X1 + Ao Xy + - + A Xy = by

X1, X2, i, Xy = 0

Il 30



(P) a (D) uloha LP ve std. a norm. tvaru

Uloha LP
ve standardnim tvaru Vv hormalnim tvaru
PRIMARNI (P) DUALNI (D)
c'x — min Tp —
y max
Z.p. Z.p.
Ax=Db yldA <’
x>0
kde x € R" je proménna kde y' € R™™ je proménna

respektive

Il 31



(P) a (D) uloha LP ve std. a norm. tvaru

Uloha LP
ve standardnim tvaru v nhormalnim tvaru
PRIMARNI (P) DUALNI (D)
T : T
Cc' X — min b'y — max
Z.p. Z.p.
Ax=Db Aly <c

x>0

kde x € R™ je proménna kde y € R™ je proménna

Il 32



Ulohy LP ve std. a norm. tvaru

Cviceni: Ukazte, ze

* ulohy (P) a (D) v kanonickem tvaru,
* Ulohy (P) a (D) v normalnim a standardnim tvaru,
* ulohy (P) a (D) ve standardnim a normalnim tvaru

Ize prevest mezi sebou navzajem.

Cviceni:
Ukazte, ze ulohy jsou k sobe dualni navzajem:

» Ulohu (P) pfevedte na tlohu (D).
* Ulohu (D) prevedte na ulohu (P).



Pripomenme ulohy LP ve s. a n. tvaru:

Uloha LP
ve standardnim tvaru v nhormalnim tvaru
PRIMARNI (P) DUALNI (D)
T : T
Cc' X — min b'y — max
Z.p. Z.p.
Ax=Db Aly <c

x>0

kde x € R™ je proménna kde y € R™ je proménna

Il 34



Véta o slabé dualité

Jestlize x ay' jsou pfipustna feseni uloh (P) a (D),
potom plati
c'x=>vy'b

Dukaz: c'x>y'Ax=y'p =«

Heslem:
minimum 2 maximum

Il 35



Dusledky vety o slabé dualité (cTx > y™h)

- Jestlize x* ay™ jsou pfipustna feSeni uloh (P) a (D)
takova, ze cTx* = yT*p,
y
potom obe reseni jsou optimalnimi resenimi obou uloh.

« Jestlize uloha (P) neni omezena zdola
(c'x — —oo pfisplnéni Ax =b, x > 0),
potom uloha (D) neni pripustna.

+ Jestlize uloha (D) neni omezena shora
(y'b — +oo pfisplnéni y'4 < c¢h),
potom uloha (P) neni pfipustna.

Il 36



Poznamka ke slabé dualité

Z dtikazu (c'x = y'Ax = y'b) plyne:

Rovnost c¢'x* = y™b nastava pravé tehdy, kdyz
je splnena podminky komplementarity

(cT—yT*4)x* =0

neboli

n

Z(Cj —ya)x =0

j=1

Il 37



Veta o silne dualite (princip duality)

« Jestlize uloha (P) ma optimalni reseni x~,
potom Uloha (D) ma optimalni feSeni y'*
a plati rovnost c¢'x* = y™b.

» Jestlize Uloha (D) ma optimalni feSeni y'*,

potom uloha (P) ma optimalni reseni x*
a plati rovnost ¢'x* = y™*b.

respektive



Veta o silne dualite (princip duality)

» Uloha (P) ma optimalni Fedeni pravé tehdy,
kdyz uloha (D) ma optimalni reseni.
To jest, optimalni reseni maji
* bud obe ulohy soucCasne,
* anebo zadna z nich.

» Jestlize obée ulohy maji optimalni reseni,
potom jejich optimalni hodnoty se rovnaiji.

Heslem:
minimum = maximum



Veta o existenci optimalnich reseni

Jestlize obe ulohy (P) a (D) jsou pripustné
(existuji néjaka pripustna feSeni x a y'
techto uloh),

potom obe ulohy maji optimalni reseni
(existuji optimalni feSeni x* a y'* téchto
uloh).

1l 40



Dusledek vsech uvedenych tvrzeni

Pro ulohy (P) a (D) nastava prave jedna
Z nasledujicich moznosti:

» obe ulohy (P) a (D) jsou pfipustné, maji optimalni reseni
a plati rovnost optimalnich hodnot,

* Uloha (P) neni pripustna a uloha (D) neni omezena shora,
* Uloha (D) neni pripustna a uloha (P) neni omezena zdola,

* obe ulohy (P) a (D) jsou nepfipustnée.

Il 41



