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Ulohy linearniho programovani (LP) I

Necht A4 € R™" je matice, b € R™ je vektor
pravych strana ¢ € R" resp. ¢! € R je
vektor (gradient) cilove funkce.

Primarni uloha LP ve standardnim tvaru:

T

C' X — min

Z.p.

Ax =D>b
x=>0



Primarni uloha LP ve standardnim tvaru:

C1X1 + Crxy + -+ Ccpx,, — min
Z.p.
aA{1X1 + aqx, + -+ aypx, = by
Ary1X1 + ArrXy + -+ + Xon X, = b,

Ap1X1 + Ao Xy + - + A Xy = by

X1, X2, e, Xy = 0



(P) a (D) uloha LP ve std. a norm. tvaru

Uloha LP
ve standardnim tvaru Vv hormalnim tvaru
PRIMARNI (P) DUALNI (D)
c'x — min Tp —
y max
Z.p. Z.p.
Ax=Db ylda < c?
x>0
kde x € R" je proménna kde y' € R™™ je proménna

respektive
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(P) a (D) uloha LP ve std. a norm. tvaru

Uloha LP
ve standardnim tvaru v nhormalnim tvaru
PRIMARNI (P) DUALNI (D)
T : T
Cc' X — min b'y — max
Z.p. Z.p.
Ax=b Aty <c

x>0

kde x € R™ je proménna kde y € R™ je proménna



Bazicke reseni v uloze (P)

Redeni x € R" soustavy Ax = b je

 bazickeé pravé tehdy, kdyz mnozina sloupcu
ta : x; # 0}
je linearne nezavisla;
 nedegenerované bazickeé prave tehdy, kdyz je
bazické a mnozina sloupct {a; : x; # 0} generuje
vsechny ostatni sloupce matice (tvori bazi —
prostoru sloupcu matice A);

 pripustné bazické prave tehdy, kdyz je bazické
a soucasne x = 0.



Primarni degenerace bazickeho reseni

Kdyz reseni x € R" soustavy Ax = b je bazické
a degenerované, znamena to, Zze mnozina sloupcu

ta : x; # 0}

je ,prilis mala“ (nevygeneruje vsechny sloupce
matice A), to znamena, ze

reseni x obsahuje
,Prilis mnoho nulovych slozek".



Bazické reseni v uloze (D)

Bod resp. feSeni y! € R1*™ je
* bazické pravé tehdy, kdyZz mnozina sloupcu

G S
ta; 1 y'a; = ¢
generuje vSechny ostatni sloupce matice A;

* nedegenerované bazické pravé tehdy, kdyz je
. V4 w fo) . T . . V4
bazické a mnozina sloupct {a; : y"a; = ¢;} je navic
linearné nezavisla (tvofi bazi — prostoru sloupcu
matice A);

* pripustné bazické prave tehdy, kdyz je bazicke
a soutasné y'4 < c'.



Dualni degenerace bazického reseni

Kdyz feSeni y' € R™™ je bazické a degenerované,
znamena to, Ze mnozina sloupcu

Ty, —
ta; - y'a; = ¢
je ,pfilis velka“ (neni linearné nezavisla),
to znamena, ze
v feseni y! je
,Prilis mnoho aktivnich podminek “.



Zakladni veta linearniho programovani

Zakladni véta LP:
Jestlize obe ulohy (P) a (D) maji optimalni reseni,
potom maji i bazicka optimalni feSeni x* a y'*.

Navic plati rovnice
c'x* =y Ax* = y™b

a plati podminka komplementarity

n

(cT—yTA)x* = E(Cj —y"a;)xf =0

J=1
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Baze

Bazi rozumime mnozinu indexu B c {1, ...,n}
takovou, Ze mnoZina sloupcu
{a; :j € B}

je linearne nezavisla a soucasne generuje ostatni
sloupce matice A.

Cviceni:
Vratte se k definici bazického reseni
v uloze (P) a v uloze (D).




Baze

Mejme bazi B c {1, ...,n}.
Klademe N ={1,...,n}\ B.
B — mnoZzina indexu bazickych promennych x;

N  —mnozina indexu nebazickych proménnych x;

Baze B urcCuje bazicke reseni ulohy (P) a ulohy (D)
nasledujicim zpusobem.



Bazickeé reseni ulohy (P) urCené bazi B

Mejme bazi B < {1,...,n} a predpokladejme,
Ze soustava Ax = b ma alespon jedno reseni.
(Napr. A je matice typu m X n a plati, ze
hodnost A = m < n.)

Re3me soustavu linedrnich rovnic
Agxg = b

(soustava ma prave jedno reseni) a polozme
Xy = 0y

Takto ziskané reseni x soustavy Ax =b je
bazickym resenim ulohy (P) urCenym bazi B.



Bazickeé reseni ulohy (D) urCeneé bazi B

Mejme bazi B c {1, ...,n}.

Redme soustavu linearnich rovnic
T T
y Ap = cp

(soustava ma alespon jedno reseni).

Takto ziskany bod resp. feSeni y’ je bazickym
resenim ulohy (D) urCenym bazi B.
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Bazické reseni ulohy (P) a baze

Mejme bazicke reseni x € R" soustavy Ax = b.

Jestlize je nedegenerovaneg, potom toto reseni x
urcuje bazi:
B = {] . X] * O}

Jestlize bazicke reseni x je degenerovane, potom
do mnoziny {j : x; # 0} pfidame dalsi indexy
sloupcli matice A tak, aby mnozina {a; : j € B}
generovala vSechny ostatni sloupce matice A.



Bazické reseni ulohy (D) a baze

Méjme bazické feSeni y' € R1*™,

Jestlize je nedegenerované, potom toto feSeni y'
urcuje bazi:
B=1{:y'a=c]

Jestlize bazické feSeni y' je degenerované, potom
zmnoziny {j : yTa; = ¢;} odebirdme indexy
sloupcli matice A tak, aby mnozina {a; : j € B}
byla linearné nezavisla.



Baze

Baze B c{1,..,n} je:

« primarne pripustna prave tehdy, kdyz bazicke
reseni ulohy (P) urCené bazi B je primarné
pripustne,

» dualne pripustna prave tehdy, kdyz bazicke
reseni ulohy (D) urCene bazi B je dualne
pripustne,

« optimalni prave tehdy, kdyz je pripustna
primarne | dualne zaroven.



Pripomenme zakladni vetu LP:

Zakladni véta LP:
Jestlize obe ulohy (P) a (D) maji optimalni reseni,
potom maji i bazicka optimalni feSeni x* a y'*.

Navic plati rovnice
c'x* =y Ax* = y™b

a plati podminka komplementarity
n

(" = y™a)x" = ) (= ¥™a) % =0

J=1
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Zakladni veta linearniho programovani

Poznamka k rovnici ¢'x* = y*4Ax* = vI*b:
y y

Ekonomicka interpretace reseni (dualnich
promennych) je obdobna jako v pripade uloh
v kanonickem tvaru.

X

Promeénne x; resp. y; maji vyznam pro citlivostni

analyzu: Jak moc se zmeni spolecna optimalni
hodnota, jestlize ¢; resp. b; se zmeni?

Poznamka: Zmena musi byt ,mala”!
(Mala tak, aby nedoslo ke zméne optimalni baze.)
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