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Uloha linearniho programovani

cixtex,t .o tex, - MAX;
(MIN)
za podminek

apXt apXyt ...t agx,
Ay X1 Xyt oo T Ay, X,

<b,
<b,

Zakladni tvar

(1) ucelova funkce

—_—

—(2) omezujici podminky
ve tvaru nerovnosti

(3) podminky nezapornosti
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riklad 1: optimalni vyrobni plan — Gloha LP

z=2000x, + 3000x, - MAX;

pri omezenich

0,9x, + 0,3x, < 270
0,5x, < 100
0,1x, + 0,2x, < 60

x;= 0
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Dualita jako vztah mezi dvema
ulohami linearniho programovani

Dualitou v ulohach LP rozumime vzajemny,
presne definovany vztah mezi dvojici uloh LP -
primarni a dualni ulohou vychazejicich ze
stejnych vstupnich dat.

Dualita je vzajemne symetrickym vztahem
obou uloh - uloha primarni neni nadrazena
uloze dualni ani naopak!

Dualni uloha k dualni uloze je uloha primarni.
Formalni formulace tvaru primarni a dualni ulohy
— soumeérna a nesoumerna dualita.
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Soumerna dualita — zapis pomoci
sumaci

primarni uloha (P)

dualni uloha (D)

maximalizovat

minimalizovat

/= sz’yi
i=1

m
Zaijyi 2¢;, ] =12,....n
i=1

y, 20, i=12,...,m
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Soumerna dualita — maticovy zapis

Primarni uloha | Dualni uloha
(P) (D)
maximalizovat | minimalizovat
z=clx f=bly
Ax<b Aly>c¢
x>0 y=>0
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Soumerna dualita - postup konstrukce
dualni ulohy k uloze primarni

* maximalizace ucelove funkce se meni na
minimalizaci, popr. naopak

» ke kazdému vilastnimu omezeni (P) se priradi jedna
dualni promenna y; i=1,2,...,m a dale podminka :
Yiz0

ke kazde promenne x, j=1,2,....n, (P) se prifadi
vlastni omezeni dudlinf ulohy

matice strukturnich koeficientu (D) se méni na
transponovanou matici strukturnich koeficientu (P)

koeficienty prave strany (D) se meni na koeficienty
ucelové funkce (P) a naopak

smysl nerovnosti vlastnich omezeni se v (D) meni
na opacny! EMM 6




Soumerna dualita
Priklad 1: ,,Krmné smeési*

(P)

(D)

maximalizovat
z =2000x, + 3000x,

minimalizovat
/=270y, + 100y, + 60y,

x; + 0. 5x, <270 V1 + 0.1y, =2000
x, < 100 v+ 0.5y, + 0.2y, > 3000
x; + U 2x, <60
x; 20 >< y120
X, =0 Y,=20
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Nesoumeérna dualita

* U soumerne duality byla v uloze s maximalizaci
ucelové funkce vsechna vlastni omezeni ve
tvaru nerovnic se smyslem nerovnosti ,,<*

* Pro vSechny promenne platily podminky
nezapornosti

* V realnych ulohach LP se tato situace Casto
nevyskytuje
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Nesoumeérna dualita
Priklad 2: ,,Krmné smesi*

(P) maximalizovat
z =2000x, + 3000x,
za podminek
0,9x, + 0,3x, <270
0,5x, > 100
0,1x, +0,2x, <60
x, 20
x, >0
Podminku > vynasobime -1, a tim
zmenime znak nerovnosti na £, pak je
uloha ve tvaru pro soumernou dualitu
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Nesoumeérna dualita
Priklad 3: ,,Krmné smesi*

(P)
maximalizovat
z =2000x, + 3000x,
za podminek
0,9x, + 0,3x, <270
0,5x, <100
0,1x, +0,2x, = 60
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Nesoumeérna dualita
Priklad 3: ,,Krmné smeési‘ — reseni 1

* Rozlozime 3. podminku = ve tvaru rovnosti na
dve nerovnice:

0,1x, + 0,2x, > 60
0,1x, +0,2x, < 60
* 1. nerovnici > vynasobime -1
-0,1x, - 0,2x, <-60
* Pak je uloha ve tvaru pro soumernou dualitu
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Nesoumeérna dualita
Priklad 3: ,,Krmné smeési‘“ — reseni 2
Primarni uloha ma nyni tvar:
maximalizovat
z =2000x, + 3000x,
za podminek
0,9x, +0,3x, <270
0,5x, <100
0,1x, +0,2x, < 60
-0,1x, - 0,2x, <-60

4 podminky < = 4 dualni proménné y,, y,, y; ", y; !
EMM 6




Nesoumeérna dualita
Priklad 3: ,,Krmné smeési‘“ — reseni 3

Dualni uloha je tedy nasleduijici:

minimalizovat V3
—

JS=270y, + 100y, + 60(y;"- y3"")
za podminek »,
0,9y, + 0,1(y;-y;"") =2000
0,3y, + 0,5y, + 0,2(y;"- ;") > 3000
y120 Y3
Y,20
">
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Nesoumeérna dualita
Priklad 3: ,,Krmné smeési‘“ — reseni 4

* OznaCimey,=y,"-y;"",lze (D) zjednodusit
* Pozor! rozdil dvou nezapornych Cisel neni vzdy nezaporny

(P) (D)
maximalizovat minimalizovat
z =2000x, + 3000x, =270y, + 100y, + 60y,
0,9x, + 0,3x, <270 0,9y, + 0,1y; >2000
0,5x, <100 0,3y, + 0,5y, +0,2y; > 3000

0,1x, +0,2x, =60 -~

x; 20 y120
X, 20 \ 1,20
EMM 6 libovolné
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Nesoumerna dualita ulohy LP

s rovnicemi ve vlastnich omezenich -
standardni tvar (maticovy zapis)

(P) (D)
maximalizovat minimalizovat
z=clx f=bly
Ax=Db Aly > ¢
x>0 y — libovolné
(tj. omezeni nezapornosti chybi)
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Vztahy mezi (P) a (D) ulohou LP
Vety 1 az 5:

Dualni uloha k dualni uloze LP je uloha

primarni

Maji-li obé ulohy (P) a (D) pripustné reseni,

pak maji obe take reseni optimalni

. Je-li x libovolné pripustné reseni ulohy (P),
y libovolne pripustné reseni ulohy (D), pak

c'x<bly

Plati-li ¢'x = b'y, pak x je optimalni reseni

ulohy (P) a y je optimalni reseni ulohy (D)

Ma-li jedna z uloh (P) a (D) pripustnée reseni,

ale nema reseni optimalni, pak druha uloha

nema zadne pripustné reseni
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Veéta 6: Hlavni veta o dualitée

Ma-li jedna z uloh (P) nebo (D) optimalni
reseni (x nebo y), ma jej také druha uloha,
pricemz plati, ze hodnoty ucelovych funkci
jsou stejné, tj. c'x =bly
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Priklad 4: Primarni a dualni uloha ...

(P) (D)

3x,+2x,+x3 - MAX; 6y, +10y, — MIN;

pfi omezenich pfi omezenich

2x,+3x,+6x;,<6 2y, t4y,23

4x,+  2x,<10 301 22
X, 20 6y, +2y,21

V2 0
Pripustna reSeni (napr.):
x'=(x; x,;%)=(1,0,0), Y=05y)=0,1)
Optimalni reseni:
x*1=(2,5;0,33;0),y*'=(0,67;0,42),

clx*=ply* =817
EMM 6




Priklad 1: ,,Krmné smeési*“

(P) (D)

maximalizovat minimalizovat
z=2000x, +3000x, | f=270y,+ 100y, + 60y,
0,9x, + 0,3x, <270 0,9y, + 0,1y, = 2000

0,5x,<100 | 0,3y, + 0,5y, + 0,2y, > 3000
0,1x, + 0,2x, < 60
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Ekonomicka interpretace duality 1

Prvky primarniho modelu (P):
* x;, Mmnozstvi vyrobku1 (vyrobene smesi | )
* x, Mmnozstvi vyrobku2 (vyrobene smesi ll)
« z celkovy zisk, z* =1 020 000,- KC
« b, disponibilni kapacita zdroje1 (ryze), b, =270
» b, disponibilni kapacita zdroje2 (psSenice), b,= 100
» b, disponibilni kapacita zdroje3 (vlocek), b; = 60
« x* optimalni vyrobni program

x* = (240 ; 180)
* OznaCme y* optimalni reseni dualni ulohy

y* =(666,67 ; 0 ; 14000)

EMM 6




Ekonomicka interpretace duality 2

Podle hlavni vety o dualite plati: Ryze
Psenice

¥ =clx* = bTy%VIoéky

z*=270666,67 + 100-0+ 60-14000 = 1020000

Hodnoty dualni promeénné interpretujeme jako
oceneéni 1 jednotky prislusného zdroje

Jde tu o marginalni ocenéni zdroju, tzn. nejvyssi cenu
jednotky uziteho zdroje, za kterou se jeste ,vyplati”
nakoupit tento zdroj, tzv. stinova cena (,shadow price")

Je-li skuteCna cena jednotky zdroje mensi nez stinova
cena, vyplati se rozsirit vyrobu nakupem tohoto zdroje

Stinova cena predstavuje naklady obétované
prilezitosti: nevyCerpany zdroj ma nulovou hodnotu
dualni promenné, tj. nulovou stinovou cenu. Jeho

zvySeni o jednotku proto nezpusobi zvyseni zisku!
EMM 6




Ekonomicka interpretace duality 3

Konkrétne:
* Jednotka 1. zdroje (ryze) se podili na dalsim zisku
hodnotou y, =666,67 KC

* ¥, =0znamena, ze se 2. zdroj (psenice) na dalsim
ev. zisku primo nepodili. Tento zdroj neni plné
vyuzit = jeho zvySeni o jednotku nezpusobi
zvyseni hodnoty ucelove funkce (tj. zvyseni zisku)

» Jednotka 3. zdroje (vloCky) se podili na dalsim
zisku hodnotou y, = 14 000 K¢ (stinova cena)
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Ekonomicka interpretace duality 4

Otazka: Jak se zmeni hodnota uceloveé funkce
(zisk), jestlize se kapacita ryze zvysi o jednotku?
Odpoved: Vzroste o hodnotu prislusne dualni
promenné y, = 2000/3 (overte v Excelu — Resiteli!)

vy, = 0 = zmena kapacit u 2. zdrojve nvemé na
vysledny zisk zadny viiv. SKUTECNE?7?7!!!

Kdyby kapacita psenice (2. zdroj) vyrazne
poklesla (o kolik?), stala by se pak nedostatkovou
a to by jiste celkovy zisk ovlivnilo = hodnoty
dualnich proménnych je nutné uvazovat jen

v ramci intervalu stability jednotlivych zdroju!
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Dopravni problem LP

Dodavatele  poprava zbozi — dopravni cesty Odbératelé

g —
/

j‘_ T \
<<
z .

& Dl v
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Ekonomicky a matematicky model
dopravniho problemu (DP)

Prvky DP:

- m dodavatelu (vyrobcu, zdroju ): D,,D,,....,D,
- n odbératelu (spotrebitelt, skladu): O,, O,, ..., O,
» kapacity jednotlivych dodavatelu: a,, a,, ..., a,,

« pozadavky odbératelu: by, b,, ..., b,

* naklady na prepravu jedné jednotky zbozi
z mista zdroje D; do odberatelskeho mista O, ¢;

Cil reseni DP: ’
* Naplanovat objemy prepravy X;; mezi D; a O, tak,
aby byly uspokojeny pozadavky vsech

dodavatelu i odbératelu a celkové prepravni
naklady byly minimalni!

EMM 6




Matematicky model DP 1

Odbératelé Kapacity

Dodavatelé 0, 0, 0, dodavatelu
D, C11 C12 Cln ay

X1 X12 X1n
D, Co1 €22 Con d

X21 X22 Xon
D, C1 Co Coun a,,

Xml Xm2 Xmn
Pozadavky b, b, b, > a,
odb¢ératelu Z b,




Matematicky model DP 2

* Rozlisujeme:
* Vyrovnany dopravni problém

2.b, =24,
 Nevyrovnany dopravni probléem

ij ¢Zai

Kazdy nevyrovnany DP lze preveést na vyrovnany!
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Prevod nevyrovnaneho DP na
vyrovnany DP
... pri previsu nabidky:

« pridame do modelu fiktivhiho odbératele O,
Jehoz pozadavek b, se bude rovnat danemu

prebytku, tj.
by=2.a,=2.b,
... pri previsu poptavky:

* doplnime model o fiktivhiho dodavatele D,
Jehoz kapacita a, se bude rovnat chybejicimu

mnozstvi, {].
a,=).b,=)a,
* Dopravni naklady od fiktivhiho dodavatele
a k fiktivnimu odbeérateli jsou nulove !




Prevod nevyrovnaneho DP na
vyrovnany DP: Priklad

Dodavatelé Odbératele Kapacity
0, 0, 0, |dodavatelu
D, 10 13 6 100
D, 15 18 10 150
D; 8 12 11 300
Pozadavky 550
odbératelt | 130 | 210 | 160 [500




Prevod nevyrovnaneho DP na
vyrovnany DP: Priklad - reseni

Odb¢ratelé Kapacity
Dodavatele| O, | O, | O; | O |dodavatelu
10 13 6 0
D 100
15 18 10 0
D, 150
8 12 11 0
Ds 300
550
Pozadavky
odbérateld | 130 | 210 | 160 | 50 |550

EMM 6




Matematicky model (vyrovnaného)
DP

Minimalizovat

n

m
z :Z Cii Xy

i=1 j=I

za podminek
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Matematicky model (nevyrovnanéeho)

DP: 35,54,

Minimalizovat

n

m
z :Z Cii Xy

i=1 j=I
za podminek

le-j—al i =12,....m
j=1

le-ij] j=12.....,n
i=1

x; 20
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Reseni vyrovnaného DP

DP ma vzdy optimalni reseni!

Nalezeni pocCatecniho
pripustného reseni

A 4

Test optimality: Je nalezené ANO

\ 4

\ 4

feseni optimalni?

Konec

NE

A 4

Vypocet nového pripustného
reseni (spec. Simplex. metoda)
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Nalezeni pocatecniho reseni:
Metoda severozapadniho rohu - SZR

Odbératelé Kapacity
Dodavatelé| O, 0, O; Oy dodavatelu
10 13 6 0
D 100 100
I 15 18 10 0
D» 30 -1(120 150
81 1 12 11 0
Ds 90 - ({160 - |50 300
550
Pozadavky
odbératela | 130 | 210 | 160 | 50 [550

Nalezeni optimalniho reseni: specialni Simplexova metoda
(Excel-Resitel)

Pokud a; a b, jsou cela Cisla, je i optimalni reseni celoCiselne, {j. x;
jsou cela Cisla EMM 6




DP Priklad: Optimalni reseni

Excel - Resitel

Cij = CX~=
10 13 6 0 4960
15 18 10 0
8 12 11 0
X;;= a, =
0 40 60 0 100 100
0 0 100 50 150| = 150
130 170 0 0 300 300
130 210 160 50
bj = =
130 210 160 50
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Prirazovaci problem - specialni DP

Prifadit » objektu na » aktivit tak, aby se
maximalizoval celkovy uzitek:

Maximalizovat _NC\
a allzova Z‘chy‘xij

i=1 j=l1
za podminek >y =l i=12n Yx =1 j=12.0,
J=1 i=1
x, 2 0.
c;; — dilci uzitek z prirazeni objektu i na aktivitu ;
x; = 1 pokud objekt i se priradi na aklivitu ;,
x; = 0 jinak
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Prirazovaci problem: Priklad 4

c; — uzitek (body) z prirazeni i na j

Objekty ¢, Aktivity Prifazené
X;; A, A, A, |objekty
O, 10 13 6

1 1
O, 15 18 10

0 1
O, 8 12 11

0 1
Ptifazené 3
aktivity 1 EMMPq 3




Prirazovaci problem: Priklad 4

Reseni Excel - Resitel

Cjj = C X=
10 13 6
15 18 10
8 12 11
X;i= a; =
0 1 0 1
1 0 0 1| =
0 0 1 1
1 1 1
bj= =
1 1 1

DP PP.xls EMM 6




