Ekonomicko-matematicke

!'_ metody C. 9

Prof. RNDr. Jaroslav Ramik, CSc.

prednasi
doc. RNDr. David Bartl, Ph.D.

EMM9



i Akciove analyzy

1. Fundamentalni analyza

= Predpoklada se existence vnitrni hodnoty CP
(napr. akcie)

= Hledani podhodnocenych CP (nakup)
a nadhodnocenych CP (prodej)

= Globalni analyza — vlivy makro-agregatd
(HDP, inflace)

= Odvétvova analyza — méri citlivost odvéetvi na
hospodarsky cyklus, vladni regulace, silu odbord,
miru inovacdi, ...
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i Akciove analyzy

2. Technicka analyza

= Predpokladaiji se trendy v kurzech CP (bull-bear,
akumulacni a distribucni faze)

= Predmeétem analyzy jsou Casove rady trznich cen CP

= Rozpoznavéni tvart — formaci CR (vlajky, prapory,

= PouZiti matematickych modeld, grafickych a jinych
technickych prostredk

3. Psychologicka analyza
= Psychologické faktory pohybt kurzl
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i Teorie portfolia (PF)

Investicni PF— soubor CP (akcii) splnujici urcite
podminky drzeny investorem

Vynos akcie = kapitalovy vynos + vynos z dividend
kapitalovy vynos = prodejni cena — nakupni cena

Riziko akcie = kolisani ceny akcie v Case (volatilita)
meri se smerodatnou odchylkou

Vynos (riziko) PF = celkovy vynos (celkove riziko)
vybrané kombinace CP v PF

Teorie PF—- souhrn metod hledani takove kombinace

vybranych CP, ktera maximalizuje vynos a zaroven
minimalizuje riziko PF

EMM9



KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
Historicky pristup
(historicka metoda)

« Ukolem je sestavit ,optimalni portfolio“ (PF) aktiv (AK),
napfr. akcii.
« Portfolio
— nejdrive nakoupime,
— potom jej drzime urdcity pocet (obchodnich) dn,
— nakonec jej prodame.

. Ug&elem je sestavit portfolio tak, aby
— kapitalovy vynos = (prodejni cena — nakupni cena) byl maximalni
— riziko (,volatilita®, kolisani ceny), {j. riziko ztraty, bylo minimalni
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

Rozhodneme se, jak dlouho budeme portfolio drzet.
Necht N oznacuje poc€et obchodnich dnu, po které
budeme portfolio drzet.

Soucasne vybereme aktiva (akcie), ktera do portfolia
budeme zarazovat.
Necht M oznacuje pocCet aktiv zarazenych do portfolia.

Kdyz aktiva v portfoliu oznaCime Cisly 1,2,...,M, tak
ukolem je nalézt pomery, {j. relativni zastoupeni
Z1,Z5,...,Zy aktivv portfoliu. Zde 7z,,Z,,...,Zy;, =20 a
Z1+Zy+ -+ Zy=1.
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

« Sledujeme relativni kapitalovy vynos aktivc. 1,2, ..., M
béhem stanoveného obdobi N obchodnich dnu.

« Relativni (kapitalovy) vynos i-tého aktiva (i = 1,2 ..., M)
za N obchodnich dnu je

Cip+n — Cip

X; =
l Cip

kde
C;p =trzni cena i-teho aktiva obchodniho dne D
C; p+n = trzni cena i-teho aktiva obchodniho dne D + N,
tj. za N obchodnich dnu po dni D
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

» Relativni (kapitalovy) vynos i-tého aktiva (i = 1,2 ..., M)
za N obchodnich dnu
X, = Cip+n — Cip

Cip

chapeme jako nahodnou veliCinu.

« Jeji oCekavanou (stredni) hodnotu oznaCime R; nebo y;,
tj.
Ri = Ui = E[Xl] pro (1=12,...M
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

« Kdyz Z,,7Z,,...,Z, je relativni zastoupeni aktivc. 1,2...,M
v portfoliu, potom relativni kapitalovy vynos celého portfolia
za N obchodnich dnu je

M
XPF — ZZ,:X,: —_ lel + ZzXz + -+ ZMXM
=1

(nahodna veliCina), a jeji stfedni (oCekavana) hodnota je

M M
Rpr = ux,, = E[Xpp] = zZiRi = zZiE[Xi]
i=1 i=1
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

Chceme najit relativni zastoupeni 74,7, ...,Z,; aktiv
C.1,2..,M tak, aby

M
Rpp = Ux,, = E[Xpg] = Z:ZiRi — max
i=1

Soucasne riziko (volatilitu) chceme — min.
Riziko (volatilitu) 1ze definovat (méfit) ruznymi zpusoby.

Oblibenou mirou rizika je také smérodatna odchylka
(odmocnina z rozptylu).

EMM9
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

* Pripomenme, ze rozptyl nahodné veliCiny X |e

Var(X) = o = E[(X — E[X]?]

« a smerodatna odchylka je

oy = +/Var(X) = \/g

« Kovariance dvou nahodnych velicin X aY je

cov(X,Y) = oxy = E[(X — E[XD(Y — E[Y])]
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

« Kdyz Z,,7Z,,...,Z, je relativni zastoupeni aktivc. 1,2...,M
v portfoliu, potom rozptyl relativniho kapitalového vynosu
celého portfolia za N obchodm’ch dnu je

Var(Xpp) = O'XPF = z Z; X cov(X;, X ) X Z;

1=
 ariziko portfolia tudiz je
M M
Oxpp = \/V3r(XPF) = Z Z UXinZiZj
\ i=1j=1
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

« Shrnuto, resime dvojkriterialni optimalizaCni ulohu

Rpp = Ux,, = E[Xpg] = 2 RiZ; — max
i=1

M

M
Oxpr = JVar(Xpp) = Z Ox;x;ZiZ; — min
\ i=1j=1

za podminek
Z&'+UZZ'+“'+'26W:=:1 d Z&,Zé,".,2®4;2 0

EMM9
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

Potiz: Nezname oCekavane relativni vynosy

R; = u; = E|X;] jednotlivych aktiv (i = 1,2, ..., M),
ani jejich vzajemné kovariance Oxx; = cov(X,;,Xj)
proi,j=1,2,.. M.

Jak tato data ziskame?

— Metodou historickych dat (historickou metodou).
Potrebujeme ziskat

(bodové) odhady R; = j; jejich stfednich hodnot a

(bodove) odhady Sx.x; = 5xix,- jejich kovarianci.

EMM9
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

Kdyz portfolio chceme nakoupit dne D, drzet
jej N obchodnich dnu, a pak jej prodat, tak...

...zvolime historické obdobi T obchodnich dnu
predchazejicich obchodnimu dni D.

Pritom volime T > N, tj. mnohem vyssi nez N.

Necht' c¢;; oznacuje trzni cenu i-teho aktiva v obchodnim
dnit=D-T, D—-T+1, D-T+2, .., D
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

 Kdyz c;; oznacuje trzni cenu i-tého aktiva v obchodnim
dni t, pak
Cit — Cit—
Xit = L N pro t=D—-T+N, .., D
Cit—N

je realizace nahodné veliCiny X; v obchodnim dni/
okamziku/¢ase t=D—-T+N, ..., D.

- Pak bodovy odhad R; = j; stfedni hodnoty u; = E[X;]
nahodneé veliCiny X; ziskame jako aritmeticky / vyberovy

prumér (sample mean) téchto realizaci:
D

_ 1
et Y
Y T—-N+1 Xit 16

t=D-T+N




KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

- Pak bodovy odhad R; = ji; stfedni hodnoty u; = E[X;]
nahodné veliCiny X; ziskame jako aritmeticky / vyberovy

prumér (sample mean) téchto realizaci:
D

_ 1
R =T NF1 Z *it

t=D-T+N
* Abodovy odhad syy; = Gy,x; kovariance oy, = cov(X;, X;)

nahodnych veliCin X; a X; ziskame jako vybérovou
kovarianci (sample covariance) techto realizaci:

D
1 _ _
SXiX; = T_N Z (xie — Ri)(xjt - Rj)
t=D—-T+N
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

e Tudiz, kdyz Z,,Z,,...,Z, jsou relativni zastoupeni aktiv
v portfoliu, potom odhad stfedni (oCekavané) hodnoty
Rpr = Ux,, = E[Xpr] = Xit1Z;R; néhodné veli¢iny Xpg
(relativni kapitalovy vynos celého portfolia za N obchodnich
dnu) je

M
Rpp = fixpp = z ZiR;
i=1
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

e ...a,kdyz Z,,Z,,...,Z, jsou relativni zastoupeni aktiv
v portfoliu, potom odhad rozptylu Var(Xpg) = a)%PF

nahodné veliCiny Xpr (relativni kapitalovy vynos
celého portfolia za N obchodnich dnu) je

M M
2
SXPF ZZZL XSXin XZ]

i=1j=1

« aodhad rizika portfolia je

EMM9 19



KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

« Shrnuti: ReSime pfibliznou ulohu
dvojkriterialniho programovani
M

Rpp = fixp; = z RiZ; — max

=1

M M
_ A _ / 2 _ :
Sxpr = Oxpp = _|SXpp = 22 XXjZiZj — min

i=1j=1

za podminek
Z&'+UZZ'+“'+'26W:=:1 d Z&,Zé,".,2®4;2 0

EMM9
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KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
(historicka metoda)

Poznamka: Kdyz

Sx.X;1  SXiX, - SXiXym Zq
Sx., X Sx.,X v SXOX /
241 242 29 M
S = : : . : resp. Z=|"*
SxuX, SXmuXy v SXyXy Ly

je matice vybérovych kovarianci resp. vektor relativnich

zastoupeni aktiv v portfoliu, pak
M M

M M
S%pp = z Sx;x;Zi z z Zisxx;Zj =Z'SZ

=1 j= =1 j=1

tj. soudin matic. EMMS 21



Priklad 1.

Ceny akcii (denni, K¢):
datum CETV  CEZ
11 856,001 059,00
21913,001 072,00
31 905,00 1 094,00
41 868,001 182,00
51 860,001 186,00

ata: Ceny 3 akcii na PBCP

65 1 968,00 1 360,00 4 303,00
66 2 034,00 1 334,00 4 373,00
67 2 032,00 1 308,00 4 328,00
68 2 036,00 1 254,00 4 396,00
69 2 021,00 1 228,00 4 343,00

Relativni vynosy akcii (30-denni):

datum  CETV CEZ KOBA
31 0,1067] 0,2077 -0,0063
32 0,0784 0,1828 0,0326
33 0,0777 0,1572 0,0419
34 0,0958 0,0668 0,0548
COBA 35| 0,0806 0,0497 0,0625

4266,00 e

4 108,00
4 108,00 67| -0,0193 0,0299  0,0084
4 072,00 68| 0,0000 -0,0361 0,0464
3 987,00 69 -0,0208 -0,0856 0,0452
Prameéry: 0,0563  0,1305  0,0122
Rozptyly: 0,0065 0,0078  0,0016
Sm.odchylky:|  0,0805 0,0885  0,0401
CETV CEZ  KOBA
_ Cit'Ci(t-so)
Xit_
Cit-30)
t=31,32,... 69 T=CTV, CEZ, KOBA
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Priklad 1. Grafy cen akcii
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Priklad 1. Kovariance

Kovariance mezi 2 akciemi vyjadruje:
,Zavislosti mezi jednotlivymi akciemi"

= Pozitivni hodnota (rlst vers. rlst, pokles vers. pokles)

= Negativni hodnota (rlst vers. pokles, pokjles vers. rist)
Vybérové kovariance:

CTV CEZ KOBA
| —

CTV (0,00648D°  -0,00182 0,00033

CEZ 000182 (000783 -0,00201 /

KOBA 0,00033 -0,00201  (0,00161

= Matice vybérovych kovarianci: S = {s;}
=  Funkce v Excelu: =COVARIANCE.S(A;B), napf. =COVARIANCE.S(I3:141;13:141) 24



Priklad 1. Kovariance, korelacni koeficient,

i variance (rozptyl)...

Kovariance vybeéerova:

= matematicky: Syy
= VvV Excelu: =COVARIANCE.S(A;B)
A, B — oblasti stejného typu, napr. A=al:a5, B=b1:b5

Variance (rozptyl) vybeéerovy:
= matematicky: s
= V Excelu; =VAR.S(A)
vybérova smérodatna odchylka: s,
V Excelu: =SMODCH.VYBER.S(A), =ODMOCNINA(VAR.S(A))
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Priklad 1. Kovariance, korelacni koeficient,

i variance (rozptyl)

Korelace:

= matematicky: pyy

= Vv Excelu: =CORREL(A;B)
A, B — oblasti stejného typu, napr. A=al:a5, B=b1:b5

Vztah mezi kovarianci a korelaci:

Plati -1 < Pxy < 1

EMM9
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i Priklad 1. Ocekavany (stredni) vynos PF
| E[Xpp]l = ZRZ, |

kde
R, — oCekavany vynos (primér) i-té akcie: i=1, 2, 3

(ti. CTV, CEZ, KOBA)
Z, — podil i-té akcie v PF

Konkrétne:

Rpr = 0,0563.Z,+0,1305.7,+0,0122.Z,
Napr. pri stejnych podilech akcii v PF: Z, = 0,333 (i=1, 2, 3)
Rpr = 0,0563.0,333+0,1305.0,333+0,0122.0,333 = 0,0663

tj. odhad ocekavaného vynosu PF = 6,63%
EMM9 27



i Priklad 1. Riziko PF

Riziko PF = smeérodatna odchylka PF: o
‘ O = VVar(PF) =VXXo Z.Z.

kde
Var(PF) — rozptyl (variance) PF
Maticova symbolika (pozor, v Excelu fce: =SOUCIN.MATIC)

| Sor = VZTS Z |

kde Z = (Z,, Z,,Z) je vektor podill akcii v PF

S — matice vybérovych kovarianci
EMM9
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Priklad 2.
PocCet AK:
Pocet udaju Cas. fad:

M

=4
T=32

Pocet Cas. intervalu trvani PF: N=5

Cena K¢

Trzni ceny akcii na PBCP

1400 ~

1200 H
1000 H

800

600

400

200 nﬁég;ié;ggsgézzzggéﬁzﬁgzzif::

40

33



Priklad 2.

Vypocet (relativnich) vynosu AK =
pozorovani — realizace nahodne veliCiny:

Cit — Ci(¢—
Xit = 4 {t-5) pro t=6,7,..,32

Ci(t->5)

apro 1 =A4,B,C,D

EMM9
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Trzni ceny c;; akcii na PBCP:

C.obch.dne=t A

1 221 1010 187 175
2 208 960 197 199
3 290 1000 202 225
4 301 1070 200 230
5 302 1140 211 206
6 240 1070 205 224
7 331 1260 240 207
8 355 1140 253 220
9 325 1180 266 229
10 301 1205 290 220
11 315 1220 263 224
12 227 1215 277 198
13 230 1210 288 198
14 263 1200 316 204
15 227 1240 306 203
16 220 1205 311 205
17 216 1235 306 198
18 247 1255 310 203
19 240 1230 308 202
20 235 1240 215 200
21 230 1195 225 202
22 205 1235 242 195
23 205 1220 238 187
24 236 1210 239 190
25 256 1195 231 194
26 290 1206 285 184
27 294 1205 298 187
28 298 1205 291 192
29 322 1208 296 207
30 353 1204 303 210
31 320 1234 326 219
32 301 1271 334 224

X.=

It

X 46

Priklad 2.
C,-C

C

i(t-5)

i(t-5)

240-221

=————=0,086

221

1070-1010

X = ———— = 0,059

Xce

Xp6

1010

205-187

=220 20,096

187

_ 224175

=0,280
175

Ocekavané
rel. vynosy
(odhady)

EMM9

relativni

5-tidenni vynosy [%]:|

t A B C D
6 0,086 0,059 0,096 0,280
7 0,591 0,313 0,218 0,040
8 0,224 0,140 0,252| -0,022
9 0,080 0,103 0,330] -0,004
10 -0,003 0,057 0,374 0,068
11 0,313 0,140 0,283 0,000
12 -0,314 -0,036 0,154| -0,043
13 -0,352 0,061 0,138 -0,100
14 -0,191 0,017 0,188 -0,109
15 -0,246 0,029 0,055 -0,077
16 -0,302 -0,012 0,183] -0,085
17 -0,048 0,016 0,105 0,000
18 0,074 0,037 0,076 0,025
19 -0,087 0,025 -0,025 -0,010
20 0,035 0,000 -0,297| -0,015
21 0,045 -0,008] -0,277] -0,015
22 -0,051 0,000 -0,209] -0,015
23 -0,170 -0,028] -0,232] -0,079
24 -0,017 -0,016] -0,224| -0,059
25 0,089 -0,036 0,074 -0,030
26 0,261 0,009 0,267] -0,089
27 0,434 -0,024 0,231 -0,041
28 0,454 -0,012 0,223 0,027
29 0,364 -0,002 0,238 0,089
30 0,379 0,008 0,312 0,082
31 0,103 0,023 0,144 0,190
32 0,024 0,055 0,121 0,198
Prdméry: 0,066 0,034 0,104 0,008,




Priklad 2.

Vypocet odhadu kovarianCni matice =

vypodet matice S = {s;;} vybérovych kovarianci

32
1 _ _
Sij :2_6Z(xij_Ri)(xjt_Rj) pro i,jzA,B,C,D
t=6

kde

32
_ 1 ,
R; =ﬁ;xit pro i =A4,B,C,D

EMM9
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Priklad

2.

Matice vybérovych kovarianci

0,0070
0,0169
0,0080

0,0169 0,0080

0 0050 0,0013
2
0 0032 0,0086

EMM9

Odhady rizik akcii
(vybérové rozptyly)
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2. KLASICKY STOCHASTICKY MODEL
- Expertni pristup

Historicky pristup nemusi respektovat oCekavani
investoru pro budoucnost!!!

ne - pocetexpertu
ci - TCi-teho AK v okamziku vzniku PF
e;r - [1Ci-teho AK v okamziku realizace PF

stanovena k-tym expertem
d; - dividendy a dalsi pozitky z i-teho AK
behem trvani PF stanovene k-tym expertem

EMM9 38



2. KLASICKY MODEL PF
Expertni pristup ...
e T di — ¢

Vik = - relativni vynos I-tého AK v okamziku
Ci

realizace PF stanovena k-tym expertem

Ne
1
R; = — Z Vik - experty ocekavany relativni vynos
e —
=1 I-teho AK v okamziku realizace PF
M
Rpp = z R;Z; - odhad experty ocekavaneho

relativnino vynosu PF

EMM9 39



Expertni odhad rizika PF:

= n—z:(yik — R} (v — Rf) - expertni odhad kovariance
S

M M
8 = 22 $€ 7.7, - expertni odhad rizika
PF 5 A ., ,
J == relativniho vynosu PF
Poznamka:

V pfipadé malého poctu expertu n, je mozné
pouzit pro vypocet rizika historickeho pristupu.

EMM9 41



ULOHA OPTIMALIZACE PORTFOLIA
Markowitzuv a Sharpeho model

e riziko
_ M M . " o
SXPF—JZi=1Zj=1SXinZiZj — min — Markowitzuv
model
* Vynos
Rpp =Y. R;Z; — max — Sharpeho
model

za podminek

Zl +ZZ+“+ZM:1 d Zl,Zz,...,ZMZO

EMM9 42



Markowitzuv model

(zadana uroven vynosu a minimalizace rizika)

SXprp \/Zi\il Zi\'ilSXinZiZj — min
Z.p.
Rep =YL, RiZ; 2 c
i21Zi=1

diSZiShi pro i=1,2,...,M

kde ¢ je zadany pozadovany (kladny) relativni vynos PF,
d;, h; jsou nezaporne (kladné) konstanty (urovne).
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Sharpeho model

(zadana uroven rizika a maximalizace vynosu)

Rpr = %L1 RiZ; — max

Z.p.

SXpp — \/Z{Vil Zy=1SXinZiZj <b
Zlivi1 Z; =1

d; < Z; < h; pro i=12,...M

kde b je zadana dovolena (kladna) mez rizika PF,
d;, h; jsou nezaporne (kladné) konstanty (urovne).
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Markowitzuv a Sharpeho model
(poznamky)

* Pokud nektere d; < 0, tzv. kratky prodej, t|. aktivum i dne D
prodame, abychom disponovali vétSim kapitalem pro nakup,
a po realizaci portfolia (dne D + N) jej koupime zpét, potom

jde o Tobinuv model PF.

« Pokud meazi aktivy je | bezrizikové aktivum, tj. Ox; Xj = 0
pro j =1,2,..,M, kde aktivum i, je bezrizikove,
napr. dluhopis nebo terminovany vklad v bance, potom

jde o Blackuv model PF.
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Markowitzuv a Sharpeho model
(poznamky)

Riziko portfolia jsme merili pomoci odhadu sméerodatnée
odchylky

— M M

Jiné moznosti mereni rizika jsou:

 odhad rozptylu
Skop = Dim1 i1 Sx.x;ZiZ;j

« odhad variacniho koeficientu
\/Z{-Vil Yz Sxix;ZiZ

VX S —
" Rpg iz1 RiZ;

46



Mnozina pripustnych portfolii
Eficientni mnozina

Rpe

Rer(Z)




Mnozina efektivnich (eficientnich) portfolii
Eficientni mnozina

Efektivni mnozina
Maximalni vynos PF 5% pFi zadaném riﬁg(u 8% - ,Sharpe"

0,12
0.1
0,08
0,06
0,05
0,04
0,02 .
0 —
0 0.05 0,08 0.1 0,15 0,2

Minimalni riziko PF 8% p¥i zadaném riziko
vynosu 5% - ,,Markowitz"

vynos

EMM9



Mnozina eficientnich portfolii
Rpe T ) _':_I._-hdiferenéni primka investora

EHHMER — k0+ CO

-1 K - pfirtstek R pfi jednotk. riistu o
Col -
T Co - pozad. vynos bezrizik. aktiva
R
R, - nabizeny vynos bezrizik.
aktiva
v b rO_PF
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Mnozina eficientnich portfolii ...

Rer
(O : T\ ¢(R,G) = CO
IndiferencCni varieta investora
Co T Co - pozad. vynos bezrizik. aktiva
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Priklad 3.

»(R,0) = log(R/e°)
¢ Indiferenéni varieta investora:
o»(R,0) = ¢

log(R/e°) = ¢
R — eC+ o A

eC
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