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Uloha optimalizace portfolia
Dvojkriterialni nelinearni optimalizacni problém

Rpp = tx,, = E[Xpg] = 2 RiZ; — max
i—1

M M
Oxpp = JVar(Xpp) = ZZ Ox;x;ZiZ; — min

=1 j=1
\ J

za podminek

M
ya-

=1
diSZiShi pro i:1,2,...,M
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Uloha optimalizace portfolia
Dvojkriterialni nelinearni optimalizacni problém

NEBO

M
Rpp = tx,, = E[Xpg] = 2 RiZ; — max
i—1

Variacni koeficient: M M
\/VEH‘(XPF) \/Zi=l Zj=1 O-XinZiZj

Vypr = > min

Rpp M. RZ;

M
ZZ1=1

=1
diSZiShi pro i=1,2,...,M

za podminek
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Uloha optimalizace portfolia

X;  =rel. vynos i-tého aktiva (akcie) = nahodna veliCina
E|X;] = stfedni (oCekavana) hodnota vynosu i-t€ho aktiva
R; =E[X;] —oznacCeni
Rpr = Xili RiZ;
Z; = relativni podil i-tého aktiva v portfoliu (PF)
P¥itom plati: ¥V ,Z, =1

di<Z;<h; proi=1,2,..,M — pocet aktiv

O-XPF — \/211\11 2?4:1 O-XinZl'Zj
O-Xin — COV(Xi,Xj)
Otazka:. Jak odhadnout R; a UXin?

IN\/Se se vztahuje na Casovy interval trvani PF!!!
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Markowitzuv model

(zadana uroven vynosu a minimalizace rizika)

Oxpp = \/Z{\il Z?/I:l O-XinZiZJ' — min
Z.p.
Rpr = Xl RiZ; = ¢
iz =1

diSZiShi pro i=1,2,...,M

kde ¢ je zadany pozadovany (kladny) relativni vynos PF,
d;, h; jsou nezaporneé (kladneé) konstanty (urovne).
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Sharpeho model

(zadana uroven rizika a maximalizace vynosu)

Rpp = %L1 RiZ; — max

Z.p.

OXpr — \/Z{\il Zﬁl O-XinZiZj <b
2?4:1 Zi=1

d; < Z; < h; pro i=12,....M

kde b je zadana dovolena (kladna) mez rizika PF,
d;, h; jsou nezaporneé (kladneé) konstanty (urovne).
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Nevyhodou klasického stochastickeho modelu je nutnost
pocitat kovarianCni matici, ktera muze byt velka, kdyz
poCet M uvazovanych akcii (aktiv) v portfoliu narusta.

V kovariancni matici je potreba urcit

2 M?—-M M2—M+M . Mc+M
2 i 2 - 2

kovarianci aktiv.

Namisto toho uvazujeme, ze relativni vynos aktiva zavisi
na néjakéem faktoru akcioveho trhu.
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Jednoindexovy (jednofaktorovy) model:
Faktor = cely kapitalovy trh,
reprezentovany jednim indexem,
napr. index PX, index RM, Dow Jones index,
iIndexy NASDAQ aj.
Predpokladame, ze pro relativni vynos i-teho aktiva plati
vztah
X; =a; + BiF + ¢ pro i=1,2,...M

kde
a;, f; € R —jsou vhodné konstanty,
F — vysvétlujici nah. veli€ina (faktor / index trhu)
&; — nahodna chyba (nahodny vliv)

EMM10 8



Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Predpokladame, ze pro relativni vynos i-tého aktiva plati

vztah

Dale predpokladame, ze:

cov(F,g) =0

X; = a; + BiF + ¢ pro i=12,..,.M
pro i=1,2,..,.M (1)
pro i=12,..,.M W)

Ele] =

cov(ei, ej) =0

pro i,j=1,2,..,M,

EMM10

i=j ()



Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Ze vztahu
Xi Zai+,8iF+€i

pak pro i =1,2,...,M muzeme odvodit:

cov(F,X;) = cov(F, a; + B;F + ¢;) =
= cov(F,a;) + B;cov(F,F) + cov(F,g;) =
=0+ ,BiVar(F) + 0 =
= B;Var(F)

_ cov(F, X;)
Y Var(F)

pro i=1,2,...M

EMM10
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Ze vztahu
Xi Zai+,8iF+€i

pak pro i =1,2,...,M muzeme odvodit:
E[X;] = Ela; + BiF + &] =
= Ela;] + B;E[F] + Elg;] =
= +,BLE[F] + 0 =
= a; + BE[F]

a; = E[X;] — B;E|F] pro i=12,...M

EMM10
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Mame tudiz
R; = E|X;] = a; + B;E|F] pro i=1,2,..,.M

a ocekavany relativni vynos portfolia je

M
Rep = ) (& + BEIFDZ; =
=1

M M
— ZE[XL]ZL — ERiZi — max
i=1 =1
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Dale ze vztahu
Xi Zai+,8iF+€i

pro i,j =1,2,...,M muzeme odvodit:

cov(Xy, X;) = cov(a; + BiF + &, aj + BiF + &) =
= cov(a; a;) + Bjcov(ay, F) + cov(ay, &) +
+ ,Bicov(F, aj) + pipjcov(F,F) + ,BiCOV(“i» 5j) +
+ cov(e;, a:j) + pjcov(e;, F) + cov(e;, ej) =

EMM10 13



Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

cov(X;, X;) = cov(a; + BiF + &, aj + BiF + ¢) =
= cov(a; aj) + Bjcov(a;, F) + cov(a;, gj) T
+ Bicov(F, a;) + BiBjcov(F, F) + Bicov(a;, &) +
+ cov(ei, a]-) + Bjcov(e, F) + COV(Si» gj) =
= 0+4+04+0+
+ 0 + ,BL,B]Var(F) + 0+

+0+0+ cov(ei, sj) =
= BiBjVar(F) + cov(e;, ej) =
| BfVar(F) + Var(g;) i=j
| BiBjVar(F) i £ j

EMM10 14



Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Mame tudiz
BiVar(F) + Var(g;) i=j

pro i,j=12,...M
Tudiz Ctverec rizika portfolia je

M M
2 — —
OXpr = 2 Z TxixjLidj =

i=1j=1

M M M
= Var(F) Z z BiBiZiZj + z Var(g;)Z? =

=1 ]:1 =1
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Tudiz Ctverec rizika portfolia je

EMM10
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Tudiz Ctverec rizika portfolia je

%, = Var(F) 2 Z BiBiZ:Z; + Z Var(g)Z} =

i=1j=

M M
= Var(F) z :BiZi z IBJZ] + z Var(el-)Ziz =
=1 j=1 =1

M M
= Var(F) z BiZ; | + Z Var(g;))Zf — min
i=1 i=1

EMM10
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Markowitzuv jednoindexovy model

(zadana uroven vynosu a minimalizace rizika)

Oxpp =\/Var(F)(Z’i‘il,B,;Z,;)2 + XM Var(g)Z? — min
Z.p.
Rpr = Xit1RiZ; = ¢
L1Zi=1
d; < Z; < h; pro i=12,..,.M

kde c¢ je zadany pozadovany (kladny) relativni vynos PF,
d;, h; jsou nezaporne (kladné) konstanty (urovne).

EMM10
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Sharpeho jednoindexovy model

(zadana uroven rizika a maximalizace vynosu)

Rpp =Y. R;Z; — max

Z.p.

2
OXpp = \/Var(F)(Z’i‘il ,Bl-Zl-) + 31 Var(g)Zf < b
Yit1Z; =1

d; < Z; < h; pro i=12,....M

kde b je zadana dovolena (kladna) mez rizika PF,
d;, h; jsou nezaporneé (kladneé) konstanty (urovne).

EMM10
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Systematicke a nesystematicke riziko
portfolia a aktiv

Predpokladajice (l)—(lll) a ze pro relativni vynos i-tého AK

plati vztah X;=a;+ B;F + ¢ pro i=1,2,..,.M (%)
jiz vime, ze ( )
cov(F, X;
. = =1,2,....M
L= Var) pro i=1,2,..,M(*x)
a
_ Var(X;) = cov(X;, X;) = B?Var(F) + Var(g;) (#%%)
Var(F) = systematické riziko trhu
Var(X;) = celkové riziko i-tého AK
B; = koeficient ,beta” i-tého AK
BiVar(F) = systematické riziko i-tého AK
Var(e;) = nesystematické riziko i-tého AK

EMM10 20



Jednoindexovy model:

Postup pri vypoctu optimalniho portfolia
(,,historicka* metoda)

(Pouziti Excel-Solveru pro CP na BCPP)

1. Vybér vhodnych AK v pocCtu M
(napr. CP obchodovanych na PBCP)
a vhodného indexu F (napf. F = PX)

2. Volba Casoveho intervalu N trvani PF
a delky T testovacich Casovych rad
(cen c;; vybranych AK), pritom T >»> N

3. Vypocet relativnich kapitalovych vynosu X;
vybranych AK a relativhich zmen indexu F

EMM10
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Jednoindexovy model:
Postup pri vypoctu optimalniho portfolia
(,,historicka®“ metoda)

4. Vypocet odhadu statistickych charakteristik X; a F:
R; = E[X;], Var(X;), Var(F), cov(F, X;)
(vybérovy prumér, vybéroveé rozptyly a vybérova
kovariance, na zaklade historickych dat;
popr. na zakladé odhadu expertu).

5. Vypocet odhadu B; a a; ze vztahu (xx) a ():

_ cov(F, X;)
Y Var(F)

a; = E[X;] — BE[F]

EMM10 22



Jednoindexovy model:
Postup pri vypoctu optimalniho portfolia
(,,historicka®“ metoda)

6. Vypocet odhadu Var(g;) ze vztahu (xx*x):
Var(g;) = Var(X;) — #Var(F) =

cov(X;, F)
Var(F)

2
= Var(X;) — ( ) Var(F) =

cov?(X;, F)
Var(F)

— Var(Xl-) —

EMM10
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Jednoindexovy model:
Postup pri vypoctu optimalniho portfolia
(,,historicka®“ metoda)

7. Ovéreni platnosti predpokladu modelu (1) az (lll)
(obvykle se vynechava).

8. Zadani hodnot c, resp. b, d;, h; a vypocet optimalniho
slozeni portfolia Z " pomoci Markowitzova, resp.

Sharpeho, modelu s pouzitim modulu Solver v Excelu.

Priklad IND EMMZ0 24



Priklad_CAPM_IND_PF_modely.xls

Poznamky 1: Historicka metoda

« Slouzi k hodnoceni portfolia za minulé (historicke)
obdobi.

* Pro sestavovani portfolia do budoucnosti je vhodna tam,
kde se oCekava stacionarni vyvoj cen.

« (Ocekavané hodnoty jsou vypocteny za obdobi, v némz
jsou znamy hodnoty uvazovanych casovych rad:

E(X;) Var(X;) Var(F) cov(X;, F)

EMM10 25



Poznamky 2: Historicka metoda

* Neni potreba znat celou kovarianCni matici
S = {cov(X;, X;)} — méa M? prvki — staci znat pouze
vektor {cov(X;, F)} — ma M prvku!

« Markowitzuv model:
Optimalni portfolio minimalizuje oCekavané (tj. stredni)
riziko pri zadaneé urovni oCcekavaného vynosu.

« Sharpeho model:
Optimalni portfolio maximalizuje oCekavany (tj. stredni)
vynos pri zadané urovni ocekavaného rizika.

EMM10 26



Poznamky 3: Expertni metoda

« Slouzi k nalezeni optimalniho portfolia

pro budouci obdobi.

Charakteristiky minulého obdobi

E(X;) Var(X;) Var(F) cov(X;, F)
se nahradi odhady, tj. prognézovanymi,
resp. expertnimi hodnotami, ziskanymi
prognostickymi metodami.

Modifikovany historicky pristup:
Pouze nékteré z hodnot (*) se nahradi odhady
(obvykle vynosy E(X;) a/nebo riziko Var(X;)).

EMM10
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Uloha optimalizace portfolia
Dvojkriterialni uloha Matemat. programovani

Ror = YR. Z — MAX; (1)

za podminek

>z =1 (3)
di<zi<h i=12..M (4)

EMM10



1

Fuzzy mnozina 1

fuzzy interval

p(x)
Funkce prislusnosti

k f. mnoziné

<
<

_/

~

Fuzzy mnozina - interval

EMM10
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1. metoda fuzzyfikace: Linearni satisfakce

Krok 1. Reste 2 ulohy LP:

leax (lein):
Ree = 2R: Z; = MAX (MIN);

za podminek
2Z=1
d<Z<h 1=12,...,M

Vysledek: R R

max * '‘min

EMM10 30



Fuzzy mnozina 2
linearni satisfakce

(spokojenost s ,velkymi“ hodnotami vynosu PF)

EMM10
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Linearni satisfakce 2

Krok 2. Reste 2 ulohy Kvadratického programovani:

I:)2min (szax):
O%pr = 2.2, o Z ZJ- — MIN (MAX);

za podminek
2 Z=1
d<zZ<h,1=12,..,M

Vysledek: Ormax + Onmin

EMM10
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Fuzzy mnozina 3
linearni satisfakce

(spokojenost s ,malymi“ hodnotami rizika PF)

| AN
AN

0 v Gmax GPF Umln

EMM10



Linearni satisfakce 3

Krok 3. Vytvorte linearni funkci prislusnosti satisfakce vynosu:

R — R_
2= u(R) =
Rmax o Rmin
1
Rmin RmaX

EMM10 34



Linearni satisfakce 4
Krok 4. Vytvorte linearni funkci prislusnosti satisfakce rizika:

Gma
o) = —me

max O-min

x O

Omin Omax

EMM10 35



Linearni satisfakce 5

Krok 5. Reste optimalizaéni Ulohu:

min { u(2.R; Z) , v(2X & Z; Z) } - MAX;
za podminek

>z =1
d<z<h, i=12,...M

EMM10
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Linearni satisfakce 6

Krok 5*. Ekvivalentni uloha LP:
A — MAX:

za podminek

R P yy) o R—(R . —R
R_—R

max min

O — O

= 2 /l = O+ (Gmax o Gmin )ﬂ' S Gmax

O max ~ O min

R=YR Z
o?=22. 02 Z

>7=1
di < ZI < hl ,i - 1,...,ME|\/||\/|10

min

)A>R

min

37



2. metoda fuzzyfikace: Nelinearni satisfakce

Nelinearni funkce prislusnosti satisfakce vynosu i rizika:

1
HR) =1+ exp(-a(R—R.)) @>0

—

Rmin R

max

1
" Lrepplon o) 7P

—_

G .
min EMM10 O max
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Nelinearni satisfakce 2

Ekvivalentni uloha LP:
(analogicky jako u linearni satisfakce)

A — MIN;

za podminek
aSRZ +1>aR
P22 oyliZi- A < BOnax
2 Z=1
d<Z<h,i=1..M

EMM10
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Linearni satisfakce: Priklad

Pocet AK: M= 4
Pocet udaju Cas. rad: T=32
Pocdet Cas. intervalu trvani PF: N=5
Trzni ceny akcii na PBCP
1400 -
1200 -
1000 -
2 800 A
‘!“ - B
c
) ——C
600
© ——D
400
O T T T |
0 10 20 30 40
t
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Trzni ceny c;; akcii na PBCP:

C.obch.dne=t A B
1 221 1010 187 175
2 208 960 197 199
3 290 1000 202 225
4 301 1070 200 230
5 302 1140 211 206
6 240 1070 205 224
7 331 1260 240 207
8 355 1140 253 220
9 325 1180 266 229
10 301 1205 290 220
11 315 1220 263 224
12 227 1215 277 198
13 230 1210 288 198
14 263 1200 316 204
15 227 1240 306 203
16 220 1205 311 205
17 216 1235 306 198
18 247 1255 310 203
19 240 1230 308 202
20 235 1240 215 200
21 230 1195 225 202
22 205 1235 242 195
23 205 1220 238 187
24 236 1210 239 190
25 256 1195 231 194
26 290 1206 285 184
27 294 1205 298 187
28 298 1205 291 192
29 322 1208 296 207
30 353 1204 303 210
31 320 1234 326 219
32 301 1271 334 224

Priklad ...

_G.C

X = i(t-5)
C

it
i(t-5)

_ 240-221

Xpe= o =0086

Ocekavané
vynosy

EMM10

5-tidenni vynosy [%]:|

t A B C D
6 0,086 0,059 0,096 0,280
7 0,591 0,313 0,218 0,040
8 0,224 0,140 0,252| -0,022
9 0,080 0,103 0,330] -0,004
10 -0,003 0,057 0,374 0,068
11 0,313 0,140 0,283 0,000
12 -0,314 -0,036 0,154| -0,043
13 -0,352 0,061 0,138 -0,100
14 -0,191 0,017 0,188 -0,109
15 -0,246 0,029 0,055 -0,077
16 -0,302 -0,012 0,183] -0,085
17 -0,048 0,016 0,105 0,000
18 0,074 0,037 0,076 0,025
19 -0,087 0,025 -0,025 -0,010
20 0,035 0,000 -0,297| -0,015
21 0,045 -0,008] -0,277] -0,015
22 -0,051 0,000 -0,209] -0,015
23 -0,170 -0,028] -0,232] -0,079
24 -0,017 -0,016] -0,224| -0,059
25 0,089 -0,036 0,074 -0,030
26 0,261 0,009 0,267] -0,089
27 0,434 -0,024 0,231 -0,041
28 0,454 -0,012 0,223 0,027
29 0,364 -0,002 0,238 0,089
30 0,379 0,008 0,312 0,082
31 0,103 0,023 0,144 0,190
32 0,024 0,055 0,121 0,198
Prdméry: 0,066 0,034 0,104 0,002_




Vynosy:

Kovariance:

Priklad ...

Vektor vynosu a kovarian¢ni matice

0,066 0,034 0,104 0,008
0,0598 | 0070 0,0169 0,0080
0,0070 0 0050 0,0013
0,0169 ) 050 2
0,0080 0,00 O 0032 0,0086
Odhady rizik
akcii
(rozptyly)

EMM10
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Priklad ...

Krok 1: R = 0104 R, =0,007
Krok 2: Onax = 0,190 o, = 0,062

Krok 5*. Optimalni reSeni:

lambda:

fuzzyfikace.xls

EMM10
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fuzzyfikace.xls

Pfiklad: Reseni
linearni satisfakce PF

0 Rmin Onmin O-PF: RPF Rmax

EMM10

max
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