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Uloha optimalizace portfolia
Dvojkriterialni nelinearni optimalizacni probléem
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Uloha optimalizace portfolia
Dvojkriterialni nelinearni optimalizacni probléem

NEBO

XPF

RD — — L ] TRLZL — Imax
L:

o

Variacni koeficient: M 7
\/Var(XPF) \[Zl 12 10X, 212

|74 = > min
XPF Rpp YM RiZ,
za podminek
M
-
i=1

d; < Z; < h; pro i=12,..,.M
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Uloha optimalizace portfolia

X;  =rel. vynos i-teho aktiva (akcie) = nahodna veliCina
E[X;] = stfedni (oCekavana) hodnota vynosu i-teho aktiva
R; = E|X;] —oznaceni

Rpr = XiL1RZ,

Z;  =relativni podil i-teho aktiva v portfoliu (PF)

Pritom plati: »i2,Z; =1

d;<Z;<h; proi=1,2,..,M —pocCet aktiv

_ M M
OXpE —\/Zi=12j=1GXinZiZj
O-XI'X_]' — COV(Xi,Xj)

Otazka: Jak odhadnout R; a O'XEX].?

l1HIN/&a e v7tahiiie na Acracnn? intarval tn/ani PRI
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Markowitzuv model
(zadana uroven vynosu a minimalizace rizika)

O-XPF — 1[ izlzjzlo-XinZle — Imin
N

Z.p.
Rpp =Xt RiZ; = ¢
i=1Zi =1

diﬁziﬁhi pro 1=12,...M

kde ¢ je zadany pozadovany (kladny) relativni vynos PF,
d;, h; jsou nezaporné (kladné) konstanty (urovne).
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Sharpeho model

(zadana uroven rizika a maximalizace vynosu)

Rpp = Xz RiZ; — max

Z.p.

Oxpr = Jzﬁlzﬂu:laXinZiZf <b
Zi}ilzi =1

diSZiShi pro i=1,2,...,M

kde b je zadana dovolena (kladna) mez rizika PF,
d;, h; jsou nezaporné (kladné) konstanty (urovné).
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Nevyhodou klasickeho stochastickeho modelu je nutnost
pocitat kovariancni matici, ktera muze byt velka, kdyz

poCet M uvazovanych akcii (aktiv) v portfoliu narusta.

V kovariancni matici je potreba urcit

2 M2 —M B MZ—M+M B M? 4+ M
2 B 2 B 2

kovarianci aktiv.

Namisto toho uvazujeme, ze relativni vynos aktiva zavisi
na nejakém faktoru akciového trhu.
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Jednoindexovy (jednofaktorovy) model:
Faktor = cely kapitalovy trh,
reprezentovany jednim indexem,
napr. index PX, index RM, Dow Jones index,
indexy NASDAQ aj.
Predpokladame, ze pro relativni vynos i-tého aktiva plati
vztah
X; = a; + BiF + ¢ pro i=12,..,.M

kde
a;, f; € R — jsou vhodné konstanty,
F — vysvétlujici nah. veliCina (faktor / index trhu)
& — nahodna chyba (nahodny vliv)
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Predpokladame, ze pro relativni vynos i-teho aktiva plati
vztah

Xi=a; +[iF +¢ pro 1=12,...M

Dale predpokladame, Ze:

cov(F,&) =0 pro i=12,...M (1)
Ele;] =0 pro i=1,2,...M (11
cov(si,ej) =0 pro i,j=1,2,...M, i=#j (lll)
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Ze vztahu
X; =a; + B;F + ¢

A

pakpro i =1,2,...,M muzeme odvodit:

cov(F,X;) = cov(F, a; + B;F + &) =
= cov(F,a;) + Bicov(F,F) + cov(F,¢;) =
=0 +BiVar(F) +0 =
= BiVar(F)

_ COV(F, Xi)
hi = Var(F)

pro i=1,2,..,.M
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Ze vztahu

Xi=a; + B;F + ¢
L 'r*

pakpro i =1,2,...,M muzeme odvodit:

E[X;] = Ela; + BiF + & =
= Ela;] + BiEIF] + Elg] =
=ai+BiE[F]+O=
= a; + BE|F]

a; = E[X;] — B;E|F] pro i=1,2,..,.M

EMM10

11




Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Mame tudiz

R; = E|[X;] = a; + BE|[F] pro i=12,...M
a ocekavany relativni vynos portfolia je

M

Rpp = Z(ai + BiE[F]Z; =
i=1
M M

— E[XL]ZL — Z RiZi — mM4dax

=1 i=1
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Dale ze vztahu
Xi =a; + 5;F + ¢

A i

pro i,j =1,2,..,M muzeme odvodit:

COV(Xi,Xj) = COV(GK,: + i F + ¢, a; + ﬁjF + Ej) —
= cov(a, aj) + pjcov(a;, F) + cov(a;, Ej) T
+ ﬁiCOV(F, aj) + ﬁiﬁjCOV(F: F)+ ﬁicov(ai, Ej) +
+ cov(g, aj) + Bjcov(e;, F) + cov(e;, fj) —

EMM10 13




Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

}) = €O (al-!-r@LF-l-gl ""}+f@1p+"€1) -
cov(a,;, afj) + Bjcov(a;, F) + COV(“ir Ej) T
+ Bicov(F, a;j) + BiBjcov(F, F) + Bicov(ay, &) +
+ cov(g;, a;) + Bicov(e;, F) + cov(e;, &) =
= 04+0+0+
+ 0 + ﬁiﬁjVar(F) + 0 +
+0+ 0+ cov(e, ) =
= pB;fjVar(F) + cov(ei,aj) =
B { BiVar(F) + Var(e;) i=j
| BiBiVar(F) L# ]

EMM10 14
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Mame tudiz
( _BiZVar(F )+ Var(e;) i=j

{~r xr \
ox.x. = coviX;, X;) = .
XiX; i dy) l BiB;iVar(F) [ # j
pro i,j=12,...M
Tudiz Ctverec rizika portfolia je

M M
2 _ —
7Xer = Z Z Oxixj 414 =

i=1 =1

M M M
= Var(F) Z Z BifiZiZ; + Z Var(g)Zf =
=1 =1 i=1
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Tudiz Ctverec rizika portfolia je

M M
2 —_ —
Xpr = Z Z Oxix A1) =

i=1j=1

= Var(F) Z Z BiBiZiZ; + Z Var(g)Z7 =

i=1j=

M M M
= Var(F) z BiZi Z BiZ; + Z Var(g,)Z? =
=1 j=1 =1

EMM10
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Faktorove modely

(linearni) zavislost relativniho vynosu aktiva na zadaném faktoru-indexu F

Tudiz Ctverec rizika portfolia je

0%, = Var(F) Z Z BiBiZiZ; + Z Var(g)Zf =

=1 j=
M M
= Var(F) Z BiZ; Z BiZ; + Z Var(g)Z7 =
i=1 j=1 i=1

M 2 M
= Var(F) Z BiZ; | + Z Var(g;)Z? — min
=1 =1

EMM10
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Markowitzuv jednoindexovy model
(zadana uroven vynosu a minimalizace rizika)

Oxpp = ‘V[Var(F) (Z{-‘ilﬁiZi)z + Y1, Var(g)Zf — min
Z.p.
Rpr = LiL1RiZi = c
?11Zi =1
d; < Z; < h; pro i=12,...M

kde ¢ je zadany pozadovany (kladny) relativni vynos PF,
d;, h; jsou nezaporné (kladné) konstanty (urovne).

EMM10
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Sharpeho jednoindexovy model
(zadana uroven rizika a maximalizace vynosu)

Rpp = Xz RiZ; — max

Z.p.

2
Oxpp = \/Var(F)(Z{-‘ilﬁ,;Zi) +yM Var(g)Z? < b
i'vi1Zi =1

diSZiShi pro i=1,2,...,M

kde b je zadana dovolena (kladna) mez rizika PF,
d;, h; jsou nezaporné (kladné) konstanty (urovné).

EMM10
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Systematicke a nesystematicke riziko
portfolia a aktiv

Predpokladajice (I)—(lll) a ze pro relativni vynos i-tého AK

plati vztah . o ! P RN
e e X; = a; + BiF + ¢ pro i=1,2,..,M ()

jiz vime, ze
COV(F, Xl) ' 19 M( )
= — %
bi Var(X;) pro T
a
S de: Var(X;) = cov(X;, X;) = B Var(F) + Var(g;) (%)
Var(F) = systematickeé riziko trhu
Var(X;) = celkoveé riziko i-tého AK
B; = koeficient beta” i-teho AK
BfVar(F) = systematické riziko i-tého AK
Varl ) = necvetematicka rizikn i-tdhn AK

EMM10 20




1.

Jednoindexovy model:

Postup pri vypoctu optimalniho portfolia
(,,historicka"” metoda)

(Pouziti Excel-Solveru pro CP na BCPP)

Vyber vhodnych AK v poctu M

(napr. CP obchodovanych na PBCP)
a vhodneho indexu F (napr. F = PX)

. Volba Casoveho intervalu N trvani PF

a delky T testovacich casovych rad
(cen c;; vybranych AK), pritom T > N

Vypocet relativnich kapitalovych vynosu X;
vybranych AK a relativnich zmeén indexu F

EMM10
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Jednoindexovy model:
Postup pri vypoctu optimalniho portfolia
(,,historicka“ metoda)

4. Vypocet odhadu statistickych charakteristik X; a F':
i = E[X;], Var(X;), Var(F), cov(F, X;)

(vybérovy prumeér, vybérové rozptyly a vybérova

kovariance, na zakladé historickych dat;

popf. na zakladé odhadu expertu).

5. Vypoclet odhadl f; a a; ze vztahU (xx) a (x):

COV(F, Xl)
Bi = ~arte)

a; = E[X;] — BEIF]

EMM10 22
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Jednoindexovy model:
Postup pri vypoctu optimalniho portfolia
(,,historicka“ metoda)

O
)¢
D
.
@)
O
-
QO
(o
!._

Var(g;) ze vztahu (xxx):

T R A \ }

Var(g;) = Var(X;) — ﬁ,;zVaI‘(F) =

2
= Var(X;) — (Cc;;(i;;:)) Var(F) =
= Var(X;) — CO;;E(;’)F)

EMM10
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Jednoindexovy model:
Postup pri vypoctu optimalniho portfolia
(,,historicka“ metoda)

/. Overeni platnosti nrpdnokladu modelu (I) az (Il

et et e B RN W e CwR E N N W R et B Wl \---,

(obvykle se vynechava).

8. Zadani hodnot c, resp. b, d;, h; a vypocCet optimalniho
slozeni portfolia Z;** pomoci Markowitzova, resp.

Sharpeho, modelu s pouzitim modulu Solver v Excelu.

Priklad IND =MM10

24




Poznamky 1: Historicka metoda

* Slouzi k hodnoceni portfolia za minulé (historicke)

Nt Ew el s Twi B B

* Pro sestavovani portfolia do budoucnosti je vhodna tam,
kde se oCekava stacionarni vyvoj cen.

« (Ocekavane hodnoty jsou vypocCteny za obdobi, v nemz
jsou znamy hodnoty uvazovanych ¢asovych rad:

E(XL) Var(Xi) VEIF(F) COV(Xi, F)

EMM10 25




Poznamky 2: Historicka metoda

* Neni potreba znat celou kovarianCni matici

S = fr*mr()( XJ)} —ma M4 nr‘\lkll — staci znat pouze

vektor {cov(XL, F)} — ma M prvku!

« Markowitzuv model:
Optimalni portfolio minimalizuje oCekavané (tj. stredni)
riziko pfi zadané urovni oCekavaného vynosu.

« Sharpeho model:
Optimalni portfolio maximalizuje oCekavany (tj. stredni)
vynos pri zadané urovni ocekavaného rizika.

EMM10 26




Poznamky 3: Expertni metoda

* Slouzi k nalezeni optimalniho portfolia
pro budouci obdobi.

» Charakteristiky minulého obdobi
E(Xl) Var(Xi) Var(F) COV(X,:, F) (*)
se nahradi odhady, tj. progndzovanymi,
resp. expertnimi hodnotami, ziskanymi
prognostickymi metodami.

« Modifikovany historicky pristup:
Pouze nékteré z hodnot () se nahradi odhady
(obvykle vynosy E(X;) a/nebo riziko Var(X;)).

EMM10 27




Uloha optimalizace portfolia
Dvojkriterialni uloha Matemat. programovani

Rop=2R. Z, -~ MAX; (1)
Opp =2.2. 0,2, Z, — MIN; (2)

za podminek

>Z=1 (3)
d<Z<h i=12,..M (4)

EMM10




Fuzzy mnozina 1

fuzzy interval

1 /

H(x) .
Funkce pfisludnostik f. mnoiin%

< O X
v \ /
Y

Fuzzy mnozina - interval

EMM10
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1. metoda fuzzyfikace: Linearni satisfakce

Krok 1. Reste 2 ulohy LP:

P']max (P1min):
Rpr=2.R. Z. -~ MAX (MIN);

za podminek
27 =1
d<Z<h i=12..M

Vysledek: R R

max ° “‘min

EMM10 30




Fuzzy mnozina 2
linearni satisfakce

(spokojenost s ,velkymi® hodnotami vynosu PF)

EMM10
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Linearni satisfakce 2

Krok 2. Reste 2 ulohy Kvadratického programovani:

I:)2min (szax):
Por =22 0,7, 7, - MIN (MAX);

y

za podminek
27 =1
d<Z<h,6 i=12,..M

Vysledek: O > O

EMM10

32




Fuzzy mnozina 3
linearni satisfakce

(spokojenost s ,malymi* hodnotami rizika PF)

| AN

\

max

EMM10

0 0. Oop %)

min
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Linearni satisfakce 3

Krok 3. Vytvorte linearni funkci prislusnosti satisfakce vynosu:

z=[(R)=
Rmax - Rmin
1
Rmin RmaX

EMM10 34




Linearni satisfakce 4

Krok 4. Vytvorte linearni funkci prislusnosti satisfakce rizika:

_ Umax -0
W 0) = ~
O-max O-min
1
O'mm Umax

EMM10
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Linearni satisfakce 5

Krok 5. Reste optimalizaéni ulohu:

min { UER, Z), V(XX 0,Z Z) } ~ MAX;
za podminek

2.7 =1

d<Z.<h;, i=12,..M

EMM10
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Linearni satisfakce 6
Krok 5*. Ekvivalentni uloha LP:
A - MAX;

za podminek
R - Rmin 2 A = R - (Rmax - Rmin
R —-R.

max min

g, —0

m

o -0

max min

> A - Oo+(O0, -0

max min

<o,

R=YR,Z
F=220,7,7

ij <
2.7 =1
d.<7Z.<h ,i=1,.. ,Mevmmio
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2. metoda fuzzyfikace: Nelinearni satisfakce

Nelinearni funkce prislusnosti satisfakce vynosu i rizika:
1

M= Txepa®=R,)  >°
V(o)= 1 B> 0
[+ exp(-B(@..~0)
2

EMM10 max 38




Nelinearni satisfakce 2

Ekvivalentni uloha LP:
(analogicky jako u linearni satisfakce)

A - MIN;

za podminek
axRzZ +A2aR,
IBZZ 0;]ZZZ] -A < Iga-max
27 =1
d<Z<h,i=1,.M

EMM10
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Linearni satisfakce: Priklad

Pocet AK: M=4
Pocet udaju Cas. rad: T =32
Pocet Cas. intervalu trvani PF: N=5

Trzni ceny akcii na PBCP

1400 -
1200 -
1000 -
o —— A
g 800 B
[
3 600 - —-C
D
400 -
0 [ [ [ |
0 10 20 30 40

t 40




Trzni ceny c; akcii na PBCP:

C.obch.dne=t A B
1 221 1010 187 175
2 208 960 197 199
3 290 1000 202 225
4 301 1070 200 230
5 302 1140 211 206
6 240 1070 205 224
7 331 1260 240 207
8 355 1140 253 220
9 325 1180 266 229
10 301 1205 290 220
11 315 1220 263 224
12 227 1215 277 198
13 230 1210 288 198
14 263 1200 316 204
15 227 1240 306 203
16 220 1205 311 205
17 216 1235 306 198
18 247 1255 310 203
19 240 1230 308 202
20 235 1240 215 200
21 230 1195 225 202
22 205 1235 242 195
23 205 1220 238 187
24 236 1210 239 190
25 256 1195 231 194
26 290 1206 285 184
27 294 1205 298 187
28 298 1205 291 192
29 322 1208 296 207
30 353 1204 303 210
31 320 1234 326 219
32 301 1271 334 224

X

X 46

Priklad ...
¢,C

it

i(t-5)

Ci(t—S )

_240-221 _ e

Ocekavané
vynosy

EMM10

5-tidenni vynosy [%]:

t A B C D
6 0,086 0,059 0,096 0,280
7 0,591 0,313 0,218 0,040
8 0,224 0,140 0,252 -0,022
9 0,080 0,103 0,330[ -0,004
10 -0,003 0,057 0,374 0,068
11 0,313 0,140 0,283 0,000
12 -0,314 -0,036 0,154 -0,043
13 -0,352 0,061 0,138 -0,100
14 -0,191 0,017 0,188| -0,109
15 -0,246 0,029 0,055 -0,077
16 -0,302 -0,012 0,183| -0,085
17 -0,048 0,016 0,105 0,000
18 0,074 0,037 0,076 0,025
19 -0,087 0,025 -0,025 -0,010
20 0,035 0,000{ -0,297| -0,015
21 0,045 -0,008] -0,277] -0,015
22 -0,051 0,000[ -0,209| -0,015
23 -0,170 -0,028| -0,232] -0,079
24 -0,017 -0,016] -0,224| -0,059
25 0,089 -0,036 0,074 -0,030
26 0,261 0,009 0,267 -0,089
27 0,434 -0,024 0,231 -0,041
28 0,454 -0,012 0,223 0,027
29 0,364 -0,002 0,238 0,089
30 0,379 0,008 0,312 0,082
31 0,103 0,023 0,144 0,190
32 0,024 0,055 0,121 0,198
Prdméry: 0,066 0,034 0,104 0,0021




Priklad ...

Vektor vynosu a kovarianéni matice

Vynosy: 0,066 0,034 0,104 0,008

0.007Q 0,0169

Kovariance: 0,0051 0,0050

0,0169 D:Q050

0,0080 0,00 0,0032
Odhady rizik
akcii
(rozptyly)

EMM10 42




Priklad ...

Krok 1: R,.=0,104 R, . =0,007
Krok 2: g...=0190 g, =0,062

Krok 5*: Optimalni reseni:

lambda:

fuzzyfikace.xls

EMM10
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Priklad: Reseni
linearni satisfakce PF

A

0| Ry O Opr— Rpp R ax

min min

EMM10

max

v
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