Funkce Gama a Beta a pravdépodobnostni rozdéleni beta

Nejprve zavedeme funkci I' (Gama) a ukazeme nékteré jeji vlastnosti, predevsim souvislost
s funkci faktoridlu (n!). Nasledné zavedeme funkci B (Beta) a ukdzeme nékteré jeji vlastnosti,
pfedevsim souvislost s funkci Gama (I'). Ddle zavedeme pojem pravdépodobnostniho
rozdéleni beta (B) a ukdzeme jeho zakladni vlastnosti (stfedni hodnotu, rozptyl a modus).
Nakonec se budeme zabyvat pravdépodobnostnim rozdélenim beta () v metodé PERT.

Definice. Pro komplexni z s kladnou redlnou ¢asti (z € C, Re z > 0) definujeme funkci Gama

nasledovné:
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Pozndmka. PoZaduje se, aby Rez > 0, aby integral konvergoval. Zde vystadime jen se
z realnymi kladnymi (z € R, z > 0).

Z definice vidime, Ze hodnota funkce Gama v bodé z =1 jerovna
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Dale je lehkym cvi¢enim —integrovanim per partes — odvodit, Ze pro kladné realné z, obecnéji
pro komplexni z s kladnou redlnou ¢asti, plati
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Odtud jiz snadno vidime, e T(2)=T(1+1)=1r(1), TI'(3)=TQ2+1) = _2I(2),
I'(4)=T@B+1)=3r(3) atd., tudiz
n=I(n+1) pro n=0,12,3,..

Poznamka. Uvedenym vztahem lze definovat hodnotu faktoridlu pro libovolné realné Cislo
n>—1.



Nyni pfejdeme k funkci Beta.

Definice. Pro komplexni p,q s kladnou redlnou ¢asti (p,q € C, Rep >0, Regq > 0)
definujeme funkci Beta nasledovné:
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B(p,q) = f tP~1(1—¢t)97 dt
0

Pozndmka. PoZaduje se, aby Rep >0 a Req > 0, aby integral konvergoval. Zde opét
vystac¢ime jen s p,q realnymikladnymi (p,q € R, p,q > 0).

Pozorovani. Na zdkladé symetrie integrdlu je vidét, Ze

B(p,q) = B(q,p)

Nyni nds bude zajimat nasledujici vztah mezi funkcemi Gama a Beta, v némz funkci Beta
vyjadiime pomoci funkce Gama. Pocitejme:
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Pokracujme zavedenim substituce
S = uv u=s+t

t=u(l—-v) N v=s/(s+t)

ProtoZe pro plvodni proménné plati 0 < s < +o0 a 0<t < 400, pro nové proménné
(po transformaci) plati 0 < u < 4+ a 0 < v < 1. Urcime jesté jakobian této transformace:
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Tedy
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Zbyva se zabyvat rozdélenim pravdépodobnosti beta (B). Uvedené rozdéleni beta (B)
definujeme na otevieném intervalu (0,1), coZ bude prostor elementérnich jev(, spolu se
véemi lebesgueovsky méfitelnymi podmnozinami daného intervalu (0,1), které budou
prostorem jevd, spolu s pravdépodobnostni mirou na daném intervalu (0,1) zavedenou
hustotou pravdépodobnosti

f(x) = x* (1 —x)F-1 pro x€(0,1)

B(a, B)

kde a>0 a >0 jsou dva pevné zvolené parametry uvaiovaného rozdéleni
pravdépodobnosti beta (B).

Tedy, jinymi slovy, pro dva pevné zvolené parametry a >0 a [ >0 uvazujme
pravdépodobnostni prostor (2, A, P), kde 2 = (0,1) je prostor elementdrnich jevi, systém
podmnozin A, zde kolekce vSech lebesgueovsky méfitelnych podmnozin intervalu 2 =
= (0,1), je prostor jevii a P je pravdépodobnostni mira, zde zavedend svoji hustotou
nasledovné:

P(A) = f f(x)dx pro AeA
y

kde f(x) je vySe uvazovana hustota pravdépodobnostniho rozdéleni beta (B).

Poznamka. Obecné plati, Ze prostor jevi A je oc-algebra (sigma-algebra) na prostoru
elementarnich jevd ). To znamen3, Ze plati:
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jestlize A€ A, potom N\A€EA

jestlize A4,A,,A3,...€A, potom U A, €A

n=1

Pozorovani. Na zdkladé prfechodu k doplrikiim (podle prostfedniho pravidla) vidime, Ze plati
rovnéZ @ € A a, jestlize A, A,, Az, ... € A, potom Ny-1 A, € A.

V nasem pripadé je o-algebra A tvorena vSsemi lebesgueovsky méfitelnymi podmnozinami
intervalu (0,1).

Pripomenme, ze funkce P: A — R se nazyva o-aditivni (sigma-aditivni) pravé tehdy, kdyz pro
libovolné po dvou disjunktni jevy Ay, A,, As, ... € A plati P(Up=14,) = Yomeq1 P(4).



Poznamka. Obecné plati, Ze pravdépodobnostni mira P je nezapornd o-aditivni funkce
P: A - R takova, ze P(2) = 1.

Nyni uréime nékteré charakteristiky (stfedni hodnotu, rozptyl, modus) pravdépodobnostniho
rozdéleni beta ().

Uvazujme pravdépodobnostni prostor (£2,A,P). Pfipomernme, Ze funkce X:02 - R je
méfitelnd pravé tehdy, kdyZ pro kazdou otevienou mnozinu G € R plati X 1(G) € A,
feceno slovy, vzor kazdé oteviené mnoziny je jevem.

Pfipomerime, Ze ndhodnou veli¢inou na pravdépodobnostnim prostoru ({2, A, P) rozumime
libovolnou meéfitelnou funkci X: — R. To znamena, Ze ndhodnd veli¢ina je méfitelnd
funkce, ktera kazdému elementarnimu jevu w € (2 pfifadirealné ¢islo X(w).

V nasem pfipadé, kde 2 = (0,1) je mnozina jevi a A je kolekce viech lebesgueovsky
méfitelnych podmnozin intervalu (0,1) a pravdépodobnostni mira P ma rozdéleni beta (B),
budeme uvaZovat identickou ndhodnou veli¢inu X:(0,1) - (0,1), zavedenou predpisem
X(x) = x neboli X:x — x pro kazdé x € (0,1).

Stredni hodnota:
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Rozptyl:
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Modus:

Pfipomenme, Ze modus je nejpravdépodobné;jsi hodnota nahodné velic¢iny. V naSem pfipadé,
kdy ndhodnd veli¢ina X(x) = x je identita, modus je bodem, ve kterém hustota f(x)
uvazovaného rozdéleni pravdépodobnosti nabyva svého (globalniho) maxima. Pfipomerime,
Ze hustota nami uvazovaného pravdépodobnostniho rozdéleni beta (B) je

f(x) = ;x“‘l(l —x)F-1 pro  x€(0,1)
B(a, B)

kde a>0 a f>0 jsou dva pevné zvolené parametry uvazovaného rozdéleni
pravdépodobnosti beta (B).

Abychom nalezli bod (globalniho) maxima uvazované hustoty f(x), atedy modus identické
ndhodné veli¢iny (X(x) = x) s rozdélenim pravdépodobnosti beta (B), rozliSime nékolik
pripadu:

e JestliZe 0 < a, 8 < 1, potom modus neni definovan, protoze f(x) - +o pro x - 0% i
pro x —» 17, tj.,, modem by byly body x =0 i x = 1.

e Jestlize a, B = 1, potom modus neni definovan, protoze f(x) =1 provsechna x € (0,1),
tj., rozdéleni beta (B) degeneruje na rovhomeérné rozdéleni pravdépodobnosti, tj., modem by
byly vSechny body intervalu (0, 1).

e Jestlize 0<a<1<pf nebo 0 <a<1<p, potommodusje x = 0.
Jestlize 1 < 8, potom f(1) =1, jestlize § =1, nebo f(1) =0, jestlize g > 1.
Jestlize 0 < a < 1, potom f(x) > +o pro x — 0%,
Jestlize a =1, atudiz 1 < B, potom 1 = f(0) > f(x) > f(1) =0 pro x € (0,1).

e Jestlize 0<f <1<anebo 0<f <1< a potommodusje x = 1.
Jestlize 1 < a, potom f(0) =1, jestlize @« =1, nebo f(0) =0, jestlize a > 1.
Jestlize 0 < B <1, potom f(x) = 4+ pro x - 1°.
Jestlize B =1, atudiz 1 < a, potom 0= f(0) < f(x) < f(1) =1 pro x € (0,1).

e Jestlize a,f > 1, potom f(0)=0=f(1) a f(x) >0 pro x € (0,1). Proto je zfejmé,
Ze modus leZi uvnitf intervalu (0,1). ProtoZe hustota pravdépodobnosti f(x) je hladka
(ma derivaci), staci nalézt stacionarni bod hustoty pravdépodobnosti, tj. bod, ve kterém jeji
derivace f'(x) je nulova. Poditejme:

fl(x) = ((@ = Dx*2(1 - 0)f =2 (B -1DA-2P2)  pro x€(0,1)

1
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Vintervalu (0,1) fe$me rovnici f'(x) = 0, tedy
(a —1D)x*2(1—x)f 1= (B —-1)x*1(1 - x)F2
(a-DA-x)=(FB-Dx
a—1=B—-Dx+ (a—1x
Tedy, jestlize a, 8 > 1, potom modus je:

_a- 1
x_a+ﬁ—2
(Uvedena rovnice plati i v limitnich pfipadech, kdy a =1 < f§ nebo f =1 < «, tj. souhrnné
a,f=1laa+pf>2)

Pouziti pravdépodobnostniho rozdéleni beta () v metodé PERT

V metodé PERT (Program Evaluation and Review Technique) se uvazuje, Zze doba trvani kazdé
¢innosti se fidi pravdépodobnostnim rozdélenim beta (B). Pro kaZidou cinnost se zadava:
optimisticky odhad a, modalni odhad m a pesimisticky odhad b doby trvani dané ¢innosti.
(Predpokladdase a<b aa<m<bh.)

Jestlize uvaZované rozdéleni pravdépodobnosti beta (B) je zaddano svymi pevné zvolenymi
parametry « >0 a [ >0 (viz vySe) a interval 2 = (0,1) transformujeme linedrné na
interval (a,b), tedy 0 » a a 1w~ b, tedy naintervalu 2 = (0,1) uvazujeme nahodnou
velic¢inu

X(x)=(Mb—-a)x+a

lehce zjistime, Ze jeji stfedni hodnota je

E[X] = (b - a)——+a

a+pf
jeji rozptyl je
ap
Var(X) = (b — a)?
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Soucasné podle vzoreckl uvadénych v literature (a tudiZ i na pfedndskach) ma platit
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Odtud plyne ukol: Zkontrolujte spravnost vzorcl uvadénych v literature, tj., jsou-li zadadna
Cisla a,m, b, najdéte parametry a, > 0 tak, aby vySe uvedené vztahy platily!

Reseni: V metodé& PERT se z n&jakého dlivodu o parametrech a,f predpoklada, ze plati
a,f =1 a oba parametry spliuji rovnici @+ =K, kde K je predem pevné zvolend
konstanta (K > 2). Jak uvidime, v metodé PERT se uvazuje hodnota K = 6 se zdlivodnénim,
Ze tato hodnota je empiricky vyhovuijici.

Budiz tedy dan optimisticky odhad a, modalni odhad m a pesimisticky odhad b doby trvani
dané ¢innosti, pficemz se predpokldda, ze a < b a a < m < b. Déle predpokladejme, Ze pro
parametry «a,fB platia,f =1 a a+ f =K > 2. Pak hodnotu parametru a mUlzeme
vyjadfit ze vztahu pro modus m nasledovné:

a—1
Mod(X)=m=(b—a)m+a
- -+
m = aK_z a

K-2)(m—a)=(0B-a)(a—1)
Tudiz

b+ (K-2m—-(K—1)a
a =
b—a

a pomoci predpokladaného vztahu a + f = K dostavdme rovnéz

_K-Db—-(K—-2)m—a
B b—a

B

Hodnoty parametrl «, 8, vypoctené pomoci zadanych udaji a,m,b, dosadime do vztahu
pro stfedni hodnotu rozdéleni beta (B) transformovaného na interval (a, b):



a 1b+(K—2)m—(K—1)a+

E[X]=37=(b—a)a+ﬁ+a=(b—a)E —a

_a+(K—-2)m+b
B K

avolba K = 6, odlivodnénd empirickymi zkuSenostmi, pak dava

a+4m+b

BIX] =5 = ——

Vidime, Ze vzorec pro stfedni hodnotu uvddény v literatufe je za uvedenych predpokladi
(¢, =1 a a+ [ = 6) spravny.

Nyni vypoctené hodnoty parametrli a, 8 dosadime do vztahu pro rozptyl rozdéleni beta ()
transformovaného na interval (a, b):

_ ap _

Var(X)—(b—a)z(a+ﬁ)2(a+ﬁ+1)_
_ ,1 1 b+E-2m—K-Da)(K-1b—(K-2)m—a)
=b- m T (b — a)? -

_((K=1Db—(K—-2)m—a)(b+(K—2)m—(K—1a)
- (K + 1)K?

nacezvolba K = 6, kdyz 7 X 36 = 252, dava

(5b—4m —a)(b + 4m — 5a)
_ 2
Var(X) = s* = T

Vidime, e vzorec pro smérodatnou odchylku (s = (b—a)/6) resp. rozptyl (s? =
= (b — a)?/36) uvadény v literatufe za uvedenych predpokladd (@, >1 a a+ B = 6)
neni spravny.
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