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UVODEM

Tento text pfedstavuje studijni oporu pro studium kvantitativnich metod ekonomickych
studijnich programil v bakalarském studiu na Slezské univerzité, Obchodné podnikatelské
fakulté v Karviné.

Studijni opora je rozdélena do 8 kapitol. Prvni polovina studijni opory je vénovana za-
kladiim matematiky, druha ¢ést se zabyva zaklady statistiky. Po kazdé z téchto ¢asti je na-
sledujici prednaska vénovana shrnuti uciva (6. a 12. prednaska). Rozsah kapitoly 1, 2, 3, 5,
6, 7 odpovida klasické dvouhodinové pfednasce v prezenénim studiu na vysoké skole eko-
nomického zaméfeni. Kapitole 4, kterd se zabyva diferencialnim poctem funkce jedné re-
alné promeénné, jsou vénovany 2 prednasky. Stejné tak se u€ivo kapitoly 8, ktera se zabyva
regresni analyzou, ptfednasi na 2 prednaskéch.

Ucebni text této knihy nabizi studentim vysokych skol ekonomického zaméteni struk-
turovany a komplexni piehled o 8 dilezitych tematickych kapitolach. Kazda kapitola je
priblizné stejn¢ rozsahla a obtiznosti vyvazena, coz umoznuje ué¢ebnim materialim pokryt
dostate¢ny rozsah znalosti, aby se studenti mohli seznamit s klicovymi koncepty a meto-
dami v kazdé oblasti.

V piipadé prezencniho studia na vysoké Skole je kazda prednaSka doplnéna seminatrem.
Seminafe jsou klicovym prvkem vyuky, protoze umoznuji studentiim aplikovat teoretické
znalosti na praktické ¢iselné piiklady. Timto zplsobem studenti ziskdvaji dovednosti a
praxi v feSeni redlnych ekonomickych situaci. Navic jsou seminafe vybaveny pocitacovymi

vvvvv

Spojeni prezen¢nich prednasek a semindi vytvari dynamické a interaktivni vzdélavaci
prostiedi, které podnécuje aktivni zapojeni studentll a posiluje jejich schopnost kriticky
uvazovat, analyzovat a aplikovat ziskané poznatky. Tato kombinace pfipravi studenty na
praktické uplatnéni svych dovednosti v redlném ekonomickém prostredi.
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RYCHLY NAHLED STUDIJNI OPORY

Vysokoskolské studium v piipadé predmétu Kvantitativni metody v ekonomické praxi
vyzaduje enormni Usili studenta zamétené na pravidelnost a vytrvalost ve studiu i samos-
tudiu, schopnost koncentrace na ptredmét, aktivni ptistup spocivajici v samostatném feseni
prikladt. V tom vSem by tato studijni opora méla studentim kombinované formy studia
pomoci nahradit kvalitni prezen¢ni vyuku i tlohu ucebnic a skript. Studijni opora je k tomu
ucelu vybavena urcitymi nastroji, o jejichz funkcich byste méli byt informovani a mohli je
tudiz acelné vyuzivat ve sviij prospéch. Pro lepsi zvladnuti latky jsou vam v elektronické
verzi kurzu Statistické zpracovani dat k dispozici jesté doplitkové materialy v elektronické
podobé. Dalsimi podplrnymi zdroji ke studiu mohou byt klasické ucebnice a skripta a dalsi
doporucena literatura.

Prvni kapitola této studijni opory se zamétuje na linearni algebru, kde jsou studenti se-
znameni se zékladnimi vlastnostmi matic a determinantti. Dilezitost druhé kapitoly spociva
v rozsifeni znalosti o ¢iselnych posloupnostech a jejich limitach. Ttreti kapitola je klicova,
nebot’ se zabyva funkcemi jedné redlné proménné, piedstavuje grafy elementarnich funkci
a jejich vlastnosti. Patrné nejdulezitéjsi je ¢tvrta kapitola, ktera dtikladné probira diferenci-
alni pocet funkci jedné redlné proménné.

Dalsi kapitoly se vénuji oblasti statistiky. Pata kapitola predstavuje statistické znaky,
jejich rozdéleni, a charakteristiky polohy a variability. Nasledujici kapitola je vénovana
nahodnym veli¢inam, jak diskrétnim, tak spojitym, a pravdépodobnostnim modeltim. Z dis-
krétnich modelti jsou studenti sezndmeni s rovnomérnym rozdélenim, binomickym a Pois-
sonovym rozdélenim, zatimco ze spojitych pravdépodobnostnich modelt jsou uvedena rov-
nomérné, normalni a exponencialni rozdéleni.

Testovani hypotéz, jak parametrickych, tak neparametrickych, je pfedmétem sedmé ka-
pitoly. Posledni kapitola je vénovana regresni analyze, s dirazem na jednoduchy linearni
regresni model.

Kazdy poznatek je podrobné vysvétlen a aplikovan na feSené piiklady. Na konci kazdé
kapitoly jsou pfipraveny tlohy spolu s jejich feSenimi.



Maticovy pocet a determinanty

1 MATICOVY POCET A DETERMINANTY

[ wemsmmeosonoy

V této kapitole zavedeme pojem matice redlnych ¢isel a ptislusné operace, které s mati-
cemi bézné vykonavame. VSechny tyto operace maji své piimé opodstatnéni v realné praxi.
Pojem matice nam umoznuje vyhodné zapsat komplikované systémy linearnich rovnic do
tabulkové podoby. Druha ¢ast této kapitoly se zabyva zavedenim pojmu determinant ma-
tice, ktery je jeji zakladni ¢iselnou charakteristikou. Existuje n¢kolik diivodu, které nés ve-
tice, charakteristika feSitelnosti systémil linedrnich rovnic, nékteré aplikace vyuzivajici po-
jem vlastnich ¢isel.

Hlewenarry ]

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e zikladni operace s maticemi (s¢itani, nasobeni),
e vypocitat transponovanou matici a feSit maticové rovnice,
e vypocitat determinant matice,

e pouzit Cramerovo pravidlo pro vypocet soustavy linearnich rovnic.

[ eas ormeswviesroow ]

K prostudovani této kapitoly budete potiebovat asi 90 minut.

|
_

Matice, operace s maticemi, inverzni matice, determinant, Sarussovo pravidlo, Crame-
rovo pravidlo.

oo
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1.1 Operace s maticemi

Operace s maticemi predstavuji zdkladni manipulace, které miZzeme provadét s mati-
cemi. Mezi tyto operace patii s¢itdni, od¢itani, ndsobeni matic skalarem, nasobeni dvou
matic, transpozice a inverze. Tyto operace s maticemi jsou zdkladem pro feSeni mnoha
matematickych a inZzenyrskych problémi a maji Siroké uplatnéni v riznych oblastech, jako
je napiiklad linearni algebra, statistika, pocitacova grafika a dalsi.

Zacnéme prikladem matice typu (2,3). Takto zapiSeme typ matice, ktera ma 2 fadky a 3
sloupce. Konkrétnim ptikladem mize byt napiiklad tato matice

Matici typu (m,n) nazyvame mnozinu prvku aik usporadanych do m tadkd a n sloupct,

tj. schéma
( a1 Qp )
Am1 " Qmn

Strucnéji zapisujeme: A = (aix), i=1,2,...,mk=1,2,..,n.

Pro zéapis matic se nékdy pouzivaji jesté dalsi 2 typy zavorek:
A= layl, A= llagll.

Prvni index ,,i “ se nazyva Fadkovy index, druhy index ,,k“ se nazyva sloupcovy index.
Prvky matice mohou byt redlna ¢isla, komplexni ¢isla, funkce, operatory, vektory a také
matice.

Hlavni diagonalu matice A tvoi prvky ai1, az, ..., app ,kde p = min {m,n}, vedlejsi dia-
gonalu prvky ain , azn-1, s n-2,...

Matice Ize podle tvaru rozd¢lit na étvercové (m = n) a obdélnikové (m =n).

Matice typu (n, n) se nazyva ¢tvercova matice stupné (adu) n.

Bodova matice je matice typu (1,1).

Typy matic:
a. nulova matice 0, jejiz prvky jsou nuly, tj. aik = 0, Vi, VK,
b. diagonalni matice je Ctvercova matice, jejiz prvky nelezici v hlavni diagonale jsou
nuly, tj.ax=0proi=Kk,
c. jednotkova matice E je diagonalni matice, jejiz prvky v hlavni diagonéle jsou jednicky,
tl.ak=1proi=k, ak=0proi=Kk,
d. trojuhelnikova matice je matice, kterda ma pod (resp. nad. hlavni diagonalou samé nuly,
tj. pro:
horni trojuhelnikovou matici je aik = 0 pro i > k,
dolni trojuhelnikovou matici je aik = 0 pro i <Kk,
e. symetricka matice je Ctvercova matice, pro kterou plati aik = axi , Vi, VK,
f. antisymetricka matice je ¢tvercova matice, pro kterou plati aik = — a;, Vi, VK.
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Promyslete si nasledujici tikol:

Ke étvercovim maticim

nad R priradte nasledujici pojmy

* Dolnf trojihelnikovd matice,
o Horni trojihelnikovd matice,
» Diagondlni matice,

o Symetrickd matice,

» Antisymetrickd matice,

o Skalarni matice.

Odpoved:

Dolni trojihelnikové matice jsou matice D, E.
Horni trojihelnikové matice jsou matice C, F
Diagonélni matice je matice E.

Symetrické matice jsou matice A, E.
Antisymetrickd matice je matice B.

Skalarni matice je matice E.

1.1.1 ROVNOST MATIC

Matice A = (aik), B = (bik) téhoz typu (m, n) se sobé rovnaji, maji-li na stejnych mistech
stejné prvky: A=B <  ai=hi, Vi, Vk

esendopar
Vypoctéte a, b € R, jestlize plati:
<a2 a+b)=(4 5)_
b+1 1 4 1
Reseni.
Z podminek o rovnosti odpovidajicich si prvkli v obou maticich sestavime rovnosti:
a*=4; a+b=5 b+1=4

ReSenim dostaneme: b = 3;a = 2.

10
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1.1.2 SCiTANi MATIC

Souctem matic A = (aik), B = (bik) t¢hoz typu (m, n), rozumime matici, jejiz prvky jsou
souctem odpovidajicich si prvkd v maticich A a B, t].

A + B = (ai + bi), Vi, Vk.

Vypoctéte A + B, je-1i dano:
-2 1 3 -2 0 -1
A=( 1 0 —4). B=< 1 3 —4).
-3 2 -1 0 -1 3

—4
A+B=| 2
3

Reseni.

_ W R
|

N 0N
N———

Vlastnosti s¢itani matic:

A+B = B+A (komutativni zadkon)
A+(B+C)=(A+B)+C, (asociativni zakon)
A+0=0+A =A,

A+ (=A)=(—-A)+A=0.

Vsimnéte si, Zze matice A, B musi byt stejného typu, matice riiznych typil nelze s¢itat! Déle
0 je nulova matice stejného typu jako matice A.

1.1.3 NASOBENIi MATICE REALNYM CiSLEM

Soucinem ¢isla r a matice A typu (m,n) nazyvame matici rA = (raiv), Vi, VK. Vysledna
matice je t¢hoz typu (m,n), pfitom kazdy prvek pivodni matice vynasobime ¢islem r.

peseinons 3]

Vypodtste rA, je-li ddno r=—2, A = (g (2))

11
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ReSeni.
Ty (—10 —4)

-6 0/

Necht'p, g eR a A, B jsou matice t¢hoz typu. Pro ndsobeni matice ¢islem plati:
PA = Ap,
(—1)A =—A4,
p(A+B)=pA+pB
(P+a)A=pA+aA,

p(@A) = (pa) A,
1A=A.

1.1.4 NASOBENi MATICE MATICI

Souc¢inem matice A typu (m,n) a matice B typu (n,p) v daném pofadi je matice C = A.B
typu (m,p), pro jejiz prvky Cik  plati:
n

Cik = Z aijbjk = ailblk + ai2b2k+. ‘. +ainbnk.
j=1

Uvédomte si, ze podminkou existence definovaného soucinu AB je rovnost poctu sloupct
matice A, a poctu fadki matice B. Pfi nasobeni vzdy bereme z prvni matice fadky a

z druhé sloupce. Konkrétné pro prvek c;; uvazujeme prvni fadek v prvni matici a prvni
sloupec ve druhé matici, jak je znazornéno na obrazku:

()0 )=(7)

Vypoctéte AB, je-li dano:

2 1 _1 3
A= — B = ,
was(3) o=(3 )

O

~

I

|

NN
[

N W R
<
oo}

I
—~
_ N
~—

o
~
Il
|
or N o
|
N W =
N~
oy
Il
R
wonN
N = =
|
AN W
N~

12
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Resen.
2 1 2.(-1) + 1.2 23+ 1.(—4)

a. AB = (-1 3) (75 D=|eDD+32 D3+3.(-9 |=
0 -2 0.(-1)+(—=2)2 03+ (—2).(—4)

—-2+2 6—4 0 2
=< 1+6 —3—12>=< 7 —15).
0—-4 0+8 —4 8

o o)

Nasobili jsme matice typu (3,2)(2,1) a vysledkem je matice typu (3,1).

C. Nelze nasobit matice typu (3,2)(3,3), protoze pocet fadkl prvni matice neni roven
poctu sloupcti matice druhé.

Vlastnosti sou¢inu matic:

EA=AE = A,
A (BC) = (AB)C,
A0 = 0A =0,

p (AB) = (pA) B =A (pB),
A(B+C)= AB +AC,
(A+B)C=AC +BC.
Komutativni zikon obecné pro soucin matic neplati! Pokud dvé matice tento zakon spl-
nuji, tj. plati pro né rovnost AB = BA, pak se nazyvaji zaménné. Napiiklad kazda diagonalni
matice fadu n je zdménna s kazdou diagonalni matici téhoz radu.

1.2 Transponovana matice

Transponovana matice z matice A typu (m,n) je matice AT typu (n,m), ktera vznikne z ma-
tice A vzajemnou vyménou fadki a sloupct ve stejném poradi (tj. pieklopenim prvkii ma-
tice kolem hlavni diagonaly). Oznadujeme ji A'.

Pro operace s transponovanou matici plati:
(A+B)'=AT+BT,
(pA)" = pAT,

(AB)T=BTA.

13
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B e

2 1
Transponujte matici A = (—1 3)
0 -2

Reseni.

= 75 )

B

Vypoététe matici C = (—3)AT + 2B, je-li dano:
/-1 2 0 /3 =2 0
A_(—z 3 1)’ B‘(1 1 2)'
Reseni.

Nejprve vypocitame matice transponované a pak dosadime do pozadované rovnosti.

-1 -2 3 1
AT = ( 2 3), BT = (—2 —1>,
0 1 0 2
-1 -2 3 1 3 6 6 2 9 8
C= (—3)( 2 3) + 2 (—2 —1) = (—6 —9) + (—4 —2) = (—10 —11>.
0 1 0 2 0 -3 0 4 0 1

1.3 Hodnost matice

Na radky a sloupce matice se mizete divat jako na fadkové a sloupcové vektory. Linearni
zavislost a nezavislost fadkt (sloupcti) matice se pak definuje analogicky jako u vektort.

o

Hodnost h(A) matice A je maximalni pocet linearné nezavislych fadkt matice A. Hodnost
nulové matice 0 je nula. Hodnost matice je také mozné definovat jako maximalni pocet
linearn¢ nezavislych sloupcti matice. Obé¢ definice jsou ekvivalentni.

14
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Dvé matice, které maji stejnou hodnost nazyvame ekvivalentni a zna¢ime A =~ B.

Hodnost matice se nezmeéni, jestlize v matici provedeme tzv. fadkové elementarni
upravy:

vyménime dva fadky matice,

nasobime fadek matice nenulovym ¢islem,

ptic¢teme-li k jednomu fadku matice linearni kombinaci ostatnich fadkd,
vynechame-li v matici fadek, ktery je linearni kombinaci ostatnich radkd.

PopnE

Aniz by se zménila hodnost matice lze stejné upravy provadét i se sloupci matice, nebot’
plati: h(A) = h(A").

Urcéovani hodnosti matice

Pomoci fadkovych elementarnich uprav pievedeme matici A na horni (resp. dolni) troji-
helnikovou matici B, kterd ma vSechny prvky na hlavni diagonale nenulové. Hodnost ma-
tice A je pak rovna poctu fadku trojuhelnikové matice B.

pesevioor 3]

3 1 0
UrCete hodnost matice A=[|1 —-1 2.
4 0 2

Reseni.

Hodnost matice zjiStujeme tak, ze danou matici pievedeme fadkovymi upravami
uvedenymi vySe na matici, kterd ma v diagondle vesmeés nenulové prvky a pod diagonélou
sam¢é nuly. Hodnost matice je pak rovna poctu fadka.

Upravujeme tak, aby pod prvkem a;; # 0 byly nulové hodnoty Toho dosahneme, kdyz k

(—3)nasobku druhého tadku pticteme fadek prvni. A kdyz k fadku tfetimu piiéteme
(—4)nasobek druhého fadku:

31 0

0 4 -6

0 4 -6

Druhy a tfeti fadek jsou stejné, proto ma matice pouze dva linedrné nezéavislé fady a hodnost
matice je rovna 2.

15
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[o]feemmees T

Ctvercova matice A typu n se nazyva regularni, jestlize jeji hodnost je rovna podtu
adkd (sloupctr), tj. h(A) = n. Ctvercova matice, ktera neni regularni se nazyva singularni.
O regularnosti ¢i singularnosti hovotime pouze u ¢tvercovych matic. Soucin regularnich
matic je opét regularni matice.

Dlfesemsoions ]

Zjistéte, zda vektory u=(1,-2,5), v=(3,—1,2), w=(2,—9,23) jsou linearné zavislé.

Reseni.
Dané vektory napiSeme jako fadky matice a vypocitame jeji hodnost. Bude-li rovna poctu
danych vektori, jsou vektory linedrné€ nezavislé, bude-li tomu naopak jsou vektory linearné

zavislé.
1 -2 5\ /1 -2 5
(3 -1 2)%(0 5 —13>z($ )
2 -9 23/ \o 5 -13

h=2 = vektory u,v,w jsou linearn¢ zavislé.

1.4 Inverzni matice

V této kapitole zacneme jednoduchym piikladem, na kterém budeme definovat pojem in-
verzni matice. Najdéte matici, ktera bude vyhovovat nasledujici rovnosti:

G D D=6 )
Nasobime matice na levé strané rovnosti a dostdvame:
(a+2c b+2d)=(1 0)

3a+4c 3b+4d 0 1/
Dale feSime soustavu rovnic:

a+2c=1
b+2d=0
3a+4c=0
3b+4d =1

Reéenimje soustavyjea=-2; b=1; c=1,5; d = —-0,5.

16
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Hledana matice je tvaru (1_2 o é) = %(_g _i)

Tuto matici pak nazveme inverzni matici k matici (; i)

Inverzni matici K regularni matici A fadu n nazveme matici A, pro kterou plati:
AAT=AIA=E,

kde E je jednotkova matice fadu n.
Ke kazdé regularni matici existuje prave jedna matice inverzni.

Vlastnosti inverznich matic:

E1l=E,
(AT =A
(AB)! =BIAL,

Vypocet inverzni matice se provadi pomoci elementarnich fadkovych transformaci.

peseviooms 3]

Urdete k dané matici A inverzni matici AL, je-li:

aa=0 _) b. A = (-2 :é %)

Reseni.

Kazdou matici A fadu n 1ze jen fadkovymi (resp. jen sloupcovymi) ipravami pieveést
na jednotkovou matici E. Jestlize se stejnych Gprav pouZije na fadky (resp. sloupce) jed-
notkové matice E téhoz fadu, pak z této jednotkové matice obdrzime inverzni matici AL,
Vychozi matice je tvaru (A, E).

a. V nésledujicim schématu upravujeme matici A tak, abychom na pozicich prvki a,;, aq,
dostali nulové prvky a v hlavni diagonéle jednicky.

o3 ao 3}

Nasledujici étyfi Gipravy vedou k vypoétu matice A™:
1. k (—3)nasobku 2. fadku pti¢teme (2)nasobek 1. fadku,
2. k (—17)nasobku 1.radku pfi¢teme 1.fadek,
3. 1.fadek délime ¢islem (—3),

17
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4. oba tadky dé€lime Cislem 17.

(A’E):[s 1‘ 1 oj

(3 1|1 0} (-51 0|-15 -3) _
“lo17l2 -3)° o0 17| 2 -3)°

2 =50 1)
5 1
1 0| — —
01712 -3) |4 4|2 _3 '
17 17
; s ogq-1 1 5 1
Inverzni matice: A™" = T (2 _3).

b. Opét se budeme snazit ziskat nulové prvky na pozicich a,q, asq, as,, a3, a3, gz

Pfesné v tomto potadi. Postupujeme nésledovné:

1.  k(2)nasobku 2. fadku pticteme 1. fadek, k (2)nasobku 3. adku pfiéteme (—3)nasobek
1. tadku,

2. k3. tadku pri¢teme (—1)nasobek 2. fadku,
3.k (—6)nasobku 2. fadku pii¢teme 3. fadek, k (2)nasobku 1. fadku pii¢teme 3. fadek,
4.  k (3)nasobku 1. fadku pficteme 2. radek,
5. 1. fadek délime ¢islem (12), 2. fadek ¢islem (6), 3. fadek ¢islem(—6).
2 -1 311 0 O 2 -1 3 1 0 O
A4E)={-1 0 —2]0 1 o)=|0 -1 -1 | 1 2 0]~
3 -2 11001/ \o -1 —=71-3 0 2
2 -1 3 1 0 0 4 =2 0| -2 =2 2
=0 -1 -1 1 1 2 0O0)J= (0 6 O0(|—-10 -—-14 2)|=
0 0 -61—-4 -2 2 0 0o -6l -4 =2 2
100 —= -2 =
12 0 0 |-16 -20 8 1(2) ii 1%
=~ 0 6 O—10—142z010—?—?g:
0 0 —61-4 -2 2 OOliz_E/
6 6 6
(E,A™)

-4 =5 2
Po zkraceni zlomki a vytknuti % dostaneme A1 = §<—5 -7 1).

Vysledek ovéfime vypodtenim soudinu AA™ = E.

Poznamka. Jestlize A = (Z Z), pak A71 = ﬁ- (_Ci _Z).

Napiiklad pro B = (é _i) je B71= Tl—z)g (_;} i) = %- (_g i)
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1.5 Maticové rovnice

Maticova rovnice je rovnice, kde nezndma je matice. Pfi feSeni maticovych rovnic pou-
zivame maticové operace souctu a soucinu a nesmime zapomenout, ze pro sou¢in matic
obecné neplati komutativni zakon. To mimo jiné znamenad, Ze pii Gpravach rovnic (pokud
nasobime rovnici libovolnou matici), je nutné ob¢ strany rovnice nasobit danou matici sou-
casn¢ bud’ zleva nebo zprava.

Ptipominame dva dulezité vztahy, které budeme pfi feseni maticovych rovnic pouzivat:
1. pro regularni matici D plati: DD?! = DD = E,

2. pro matici X plati: XE = EX = X.

pesevivome |2

Reste maticové rovnice:

a) ax=B;kde a=(_ 2}, B=(% ))

b) xa=B;kde 4= (% 0). B=(] )

Reseni.

a) Z maticové rovnice vyjadiime matici X tak, Ze rovnici nisobime matici A™! zleva:

AX=B J.A!
AL AX=A1B
X=A"1B

-6 Y

r=5G DG 0-=5C

b) Z maticové rovnice vyjadiime matici X tak, Ze rovnici nasobime matici A1 zprava:

XA=B /.A™!
X.AA1=B.A"1
X=B.A™1

= L)

=G )G D=6 D)
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1.6 Determinant matice

Kazdé¢ ctvercové matici je ptifazeno Cislo, které nazyvame determinantem matice. Po-
kud matice neni ¢tvercova, tak determinant definovan neni. Pro determinant uzivame tato
oznaceni:

a1 ... Qqn
det A=det(a;;) = |Al = |a| =

[o]feemmess T

Ctvercovou matici A nazyvame regularni < det A= 0.

Ctvercovou matici B nazyvame singularni <> det B =0.

[o] feemiess

Vypocet determinantu druhého Fadu:

aqq a12
azq

detA=|

| = Q11022 — Q12021

Determinant se rovna rozdilu sou¢inu prvkl hlavni diagonaly a sou¢inu prvkt vedlejsi di-
agonaly.

Vypoctete determinant |_

Resent. | _1| =3.(-2) - 1.(-5) = - 1.

o feemmess == = T

Vypocet determinantu tiretiho Fadu (Sarussovo pravidlo):

20
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a1 Aq2 Qg3
az1 Az dAyz
az1 A3z dsz

detA= = A11022033 — A11023032 T Q12023031 — Q12021033 +

A130A21032 — Q13022037
|

pesevioom: 3]

1 2 —4
Vypoctéte [ 3 1 1.
-2 3 -3
ReSeni.

Resime Sarussovym pravidlem — pfipiseme prvni dva sloupce:

1 2 -4 1 2
3 1 11 3 1 =
-2 3 -31-2 3

=1.1.(-3) +2.1.(=2) + (=4).33 = [(—4).1. (-2) + 1.1.3 + 2.3.(=3)] = —36.

1.6.1 VLASTNOSTI DETERMINANTU

1. Determinant matice A se rovna determinantu transponované matice A,

2 7 13 2 4 16
Plati: 4 6 9|=|7 6 3|
16 3 8 13 9 8

2. Jestlize v matici vzdjemné zaménime dva fadky (resp. dva sloupce), zméni determinant
matice znaménko.

2 7 13 4 6 9
Plati: 4 6 9(=—-12 7 13)
16 3 8 16 3 8

3. Spole¢ného nenulového ¢initele k vSech prvki jednoho fadku (resp. jednoho sloupce)
matice lze vytknout pied determinant.

2 7 13 1 7 13
Plati: 4 6 9|=212 5 9]

16 3 8 8 3 8

2 7 13 2 35 13
Obracené: 5|4 6 9|=|4 30 9|

16 3 8 16 15 8
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4. Determinant matice se rovna nule, jestlize:

a. vSechny prvky aspon jednoho fadku (resp. jednoho sloupce) jsou rovny nule,

b. jeden fadek (resp. sloupec. matice je linearni kombinaci fadkt (resp. sloupcii) s nim

rovnobéznych.
2 7 13
Plati: 4 6 9(=0.
16 32 53

Tieti fadek je souctem dvojnasobku prvniho fadku a trojndsobku druhého radku.
5. Jestlize k nékterému fadku (resp. sloupci) matice pfi¢teme linearni kombinaci zbyvaji-
cich radki (resp. sloupcit), potom determinant nové matice je stejny, jako determinant

plivodni matice.

6. Jsou-li A, B ¢tvercové matice stejného fadu, plati: det (AB) = detA. det B.

14 -9 7 1 2 3110 2 1
Plati: |10 -1 2|=|2 5 0].]2 -1 0|
12 -9 1 -1 4 1114 -3 2
wwees
Doplnék prvku a;;

Ve ¢tvercové matici A vypustime I-ty fadek a j-ty sloupec. Obdrzime tak matici typu
(n—1,n—1). Jeji determinant oznac¢ime A;; a nazveme subdeterminantem prvku a;;

v matici A. Cislo 4;; = (=1)"*/Aj}; nazjvame doplitkem prvku a; v matici A.
|

Zapamatujte si, ze dopln€k (daného prvku) je subdeterminantem (tohoto prvku) opat-
feny vhodnym znaménkem.

Ve schématy \'rorrrreeeee je naznaCena symbolem +, resp. symbolem — ,,po-
loha* prvk, jejichz subdeterminant a dopln€k se sob¢ rovnaji, resp. 1i§i se znaménkem.

o]

Vypocet determinantu Fadu n =3 (rozvoj determinantu podle prvki urcitého
radku resp. sloupce):

Vztah pro rozvoj determinantu podle prvku i-tého fadku :

det A =ai1Ai1 + aizAl-2+. .. +ainAl-n.
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Vztah pro rozvoj determinantu podle j-tého sloupce:
det A =a1jA1j + asz2j+. . +anjAnj.

Pomoci uvedenych vztahii po¢itdme pfedevsim determinanty fadu n > 3, protoZe pro vypo-

¢et determinantii fadu n = 3 pouzivame Sarrusovo pravidlo. V nésledujicim ptiklad¢ vy-
pocteme determinant rozvojem.

Vypocitejte determinant 3 I‘OZVO] em podle tietiho fadku.
2 3 0
Reseni.
212 1 2 2 2 2 1
3 2 1=2(-1P" +3,(-1)? +0.(-1p"° =
2 3 0 2 1 31 3 2

=-6+12+0=6.
|
Vypoctéte determinant | 1 e‘x

Reseni.

=eXe*—1=¢e°-1=0.

Vypoctéte deterrnmant —2
1 2 —1

Reseni.

Resime Sarrusovym pravidlem:
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2 1 3] 2 1
2 =2 512 -2
1 2 —-111 2

= 2.(=2).(-1D) +1514322—-[3.(=2).1+ 252+ 1.2.(-D] =

B e

Urcete parametr k €R tak, aby:

a. matice A byla regularni, b. matice B byla singularni.
3 2 1
7 2—k
A= <1 0 1) B=( )
, s o & 3+k -2
Reseni.

a. Matice Ajeregularni <> det A#0. Resime proto nasledujici rovnici, kde determinant
vypocéteme Sarrusovym pravidlem.

3 2 1
1 0 1|=0 = 6-2k=0 = k=3
5 2 k

Matice A je regularni pro k € (—o0,3) U (3,0).

b. Matice B je singuldrni <> det B=0. Re§ime rovnici:

7 2-k
3+k -2

‘:o = k*+k-20=0 = (k-4)k+5)=0.

Matice B l'e singlérni pro k € {—5,4}.

1 2—x
1 1 3+x

Reste nerovnici:

Reseni.
Sarrusovym pravidle vypocteme dany determinant:
(2-x)B3+x)+1+1-[(2-x)+1+(3+x)]>0
-x2-x+2>0
X2 +x-2<0
(x+2)x-1)<0

Reseni nerovnice !e x € (—2,1).
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1.6.2 CRAMEROVO PRAVIDLO

Pomoci Cramerova pravidla mizeme fesit soustavu linearnich rovnic, je-li matice sou-
stavy regularni. Pro numerické vypocty neni Cramerovo pravidlo vyhodné, protoze vypocet
determinantl je pracny. Vyhodou Cramerova pravidla je explicitni vyjadreni feSeni, coz
v mnoha uvahach v matematice i v aplikacich je dulezité.

Necht’ je dana soustava n rovnic 0 n neznamych

Necht matice A této soustavy je regularni (tj. det A # 0). Potom soustava ma pravé jedno
feSeni a plati:

_ detB;

i = pro vSechna i € {1,2,...,n},

kde Bi je matice, ktera vznikne z matice A tak, Ze i-ty sloupec matice A nahradime aritme-
tickym vektorem pravych stran soustavy a ostatni sloupce ponechame beze zmény. Tento
postup ilustruji nasledujici ptiklady.

Pomoci Cramerova pravidla feste soustavu rovnic

2x—3y =5
—x + 2y = =3.

Reseni.

Nejprve vypocteme piislusné determinanty a pak jejich hodnoty dosadime do pftislus-
nych vztaht.

deta=|_7 TO|=4-3=1,

|5 3| _+n_0a_ | 2 5__ _
detB,=| 3 To|=10-9=1, detB,=| [ >|=-6+5=-1
Na zaklad€ Cramerova pravidla dostavame:
__detBy 1 __detB, -1

x = =-=1, = = -1
det A 1 det A 1
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B

Pomoci Cramerova pravidla feste soustavu:

X — y+2z=7
2x—-3y+5z=17
3X—-2y-z=12.

Reseni.

Vypocteme ptislusné determinanty:

1 -1 2 7 -1 2
detA=12 -3 5| =6, detB, =17 -3 5| =18,
3 -2 -1 12 -2 -1
1 7 2 1 -1 7
detB, =2 17 5| = —12, detB, =2 -3 17| =6.
3 12 -1 3 =2 12
Dana soustava ma prave jedno feseni:
=deth=E=3, y=detBy=—_12=_2‘ Z=detBZ=§=1.
det A 6 det A 6 det A 6

1.7 Maticovy pocet v ekonomické problematice

Tato Cast je vénovana aplikaci maticového poctu v ekonomii, konkrétné jde o tlohy:
aplikace skalarniho nasobku dané produkéni matice k vypoctu nové produkeni matice, do-
jde-li k cenové zmén¢ vstupt, dale aplikace souc¢inu dvou produkénich matic definujicich
vyrobu sloZzenou ze dvou navazujicich vyrob k vypoctu spotieby surovin, a posledni ptiklad
je vénovan vypoctu minimalni produkce nutné k zaruceni navratnosti investi¢nich nakladu.

B T

Stavebni firma vyrabi tfi druhy vyroki Vi, V5, V3, na jejichZ vyrobu pouziva suroviny
S1,S,. Spotieba s1, s, (v K€) téchto suroviny na jeden kus vyrobku je dana produk¢ni matici

A=(§ 471 160) 2

i V, Vs

a. Interpretujte prvni sloupec matice A.

b. Zjistéte produk¢ni matici A;, vzrostou-li ceny surovin o 10%.

c. Urcete produkéni matici A,, ktera udava spotiebu surovin na 20 kusi vyrobka
Vi, V5, V3 po zvyseni cen.
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d. Maticovou rovnosti zapiste vztah mezi maticemi A, a A.
ReSeni.
a. Na vyrobu 1 kusu vyrobku V; se spotiebuji suroviny S;, S, V hodnotach s; = 2K¢,

S, = 6KC.

b, A1=1,1-A=1,1-(2 4 6)=(2,2 4,4 6,6).

6 7 10 6,6 7,7 11

44 88 132).

C. Ay =204, = (132 154 22

d A, =20-4,=20-11-A=22"-A.

pesevivoma 3]

Spotieba polotovart P; a P, (v kg) na vyrobu vyrobkt V3, V,, V3 je ddna produkéni matici

(2 4 3N P
Al_(4 5 6) P,
Vi Vo V3

a spotieba surovin Sy, S,, S5 (v k@) na vyrobu téchto polotovart je dana produk¢éni matici

2 3\S:
Az = (5 4) Sz.
1 3/8;

Py P,

Vypocitejte spotfebu surovin S;, S,, S3 na vyrobu 20 ks vyrobku V;, 30ks vyrobku V, a 40ks
vyrobku V5. Najdéte produk¢ni matici mezi vyrobou a spottebou surovin.

Reseni.

Matice A, popisuje zobrazeni mezi spotiebovanymi vstupy (polotovary P a kone¢nymi
vystupy V), matice A, popisuje zobrazeni mezi matici spotfeby S a matici vyroby P.

Vstupné-vystupni vztah dvou navazujicich vyrob definovany souc¢inem dvou produke-
nich matic:

S (4) P (4) V.
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20
Spotteba polotovarti P = (gl) na vyrobu ur¢enou matici V = (3 0) je dana souc¢inem
40

20
peev=( 4 ) ()-C20)

Spotieba surovin S na vyrobu polotovarti P je dana soucinem
S1 2 3 1970
5= <Sz> =4, P = (5 4) (350 = (3280)
53 1 3 1690
nebo soucinem

16 23 24\ /20 1970
S=A,-P=A,-(A,-V)=(4,-A) -V = (26 40 39) : (30) = (3280).

14 19 21 40 1690

Na vyrobu 20 ks vyrobku V;, 30ks vyrobku V, a 40ks vyrobku V3 je potieba 1970 kg
suroviny S;, 3280 kg suroviny S, a 1690 kg suroviny S;. Produkéni matice mezi vyrobou
a spotiebou surovin je rovna soucinu surovin 4, - A;.

Elfssemsoionnz ]

Firma Ploty Morava investovala 1 400 000 K¢ do novych technologii, ur¢enych pro vy-
robu dvou komponentd na vyrobu plotu. K vyrobé vyrobku V; nakupuje polotovar P; a
k vyrobé vyrobku V, polotovar P, od spole¢nosti Petronela, ktera investovala 25 000 K¢
do technologii pro vyrobu polotovart. Z dodavky polotovaru P; pro vyrobu jednoho vy-
robku V; ma spole¢nost Petronela ¢isty zisk 3 K¢, z dodavky polotovaru P, pro vyrobu
jednoho vyrobku IV, ma spolec¢nost Petronela ¢isty zisk 4 K¢. Firma Ploty Morava mé

Z prodeje jednoho vyrobku V; Cisty zisk 250 K¢ a z prodeje jednoho vyrobku V, Cisty zisk
450 K¢. Pti jaké minimalni produkei se firmé Ploty Morava a spolec¢nosti Petronela sou-
Casné vrati vlozené investice?

Reseni.

Zisk firmy Ploty Morava a spole¢nosti Petronela z jednoho vyrobku V; resp. V, lze popsat

matici
_ (250 450N\ V
A _( 3 4 ) P’
Vi W
. _ (1400000 V
Matice B—( 25 000 )P
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udava svymi prvky loZené investice firmou Ploty Morava a spolecnosti Petronela a necht’
neznama matice

=)

uréuje prvkem x; pocet vyroku V; a prvkem x, pocet vyrobku V,, jejich prodej zabezpeci
sou€asny navrat investice. Matici X dostaneme feSenim maticové rovnice

A-X=B.

Protoze determinant matice A je roven — 350 (je nenulovy), ma dana rovnice jediné feSeni
ve tvaru

1 (_4 —450) ) (1 400 000)

Cal.p_ 1 16 143\ V3
X=A4""B= 3 250 25000 ( )

—350 5857/ V'

Minimalni produkce pokryvajici soucasné investi¢ni naklady predstavuje 16 143 vyrobka
Vl a5 857 V}"I‘Obkﬁ Vz,

E A A

1.1 Reste priklady k maticovému poétu.

1) Jsou dany matice:

13 -2 0 -1
A=| 2 5|, B=| 1 4|, C= .
-1 2 -7 5 -7 3

Urcete matice:
a. 3A, b. A+ B, c.A—-C, d. 2C — 5A.
2) Jsou dany matice:
1 -1 2 0 2 1 0 0 2
A=(3 4 5 | B=|3 0 54, C=|3 1 0.
0o 1 -1 7
Urcete matice:

a.A—-2B b. 34-C c. A+B+C
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3) Najdéte matici D tietiho fadu tak, aby platilo A+ B+ C + D = 0. Matice A, B, C
jsou matice z ptikladu 2.

4) Vypoctéte souciny AB a BA, kde A a B jsou nasledujici matice:

. 13}3(3—}
Y A I &

-r20 2 3 -2
b. A=| 3 -1 —2,B=<0 1 1),
13 -1 2 0

c.Az(; i) B=<; g).

0 5

5) Zjistéte, pro ktera X, y€ R plati:

a (3x+2y 5 )_(—2y+11 5)

' -1 4x +vy) -1 3y
=2y 1 2x—3y—1 1

b. < 0 -3 ):( 0 -3 )
-1 4x+y -1 y+8

6) Urcete X, Y€ R tak, aby matice B byla transponovanou matici k matici A :

2x +y 3) (0 —)
a. A= ) = )
( 2y —4) B3 4

b a=(yy TI7) B=( 2D

2 3 -1
7) UrCete hodnost matice B =| —1 4 1).
-3 1 2

8) Urcete inverzni matici A k matici A:

aa=(30) boa=(* 7Y A:(_% :é _é)

9) Reste maticové rovnice:

a x(f =3 ) o. (3 _Dx=( 2D
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1.2 Vypoctéte ulohy k procvic¢eni vypoc¢tu determinanti.

1) Vypoctéte determinanty druhého fadu.

1
a |3 —8| b |—5 4 c 3 -V2 d | 3 -8
12 40 =2 3P 1A 30 -6 16l
2V2 2
2) Vypoctéte Sarussovym pravidlem determinanty tfetiho fadu.
3 =2 0 5 -1 3 0 2 2 1 0 O
a. -1 -5 2], b.|2 4 =2, c.]2 0 2|, d|-1 5 0|
2 3 1 14 6 2 2 20 4 3 8
3) Reste nasledujici rovnice a nerovnice.
a 2x —3|20, b a+x X |=a2,
x—1 1—x —-X Xx—a
1 1 1 x 3 2x
c.|1 2—x 1 [>0, d|[-1 2 1[|<0,
1 1 3+x 1 1 2
0 2 X 1 x x
e.fo0 1 x+2|>0, f.]l1 1 x|=4
5 -3 1 1 1 1
4) Upravte a vypocCtéte determinanty.
a a’* ad 2 -3 1
a. |1 2  a?|, b.l6 -6 2
2 1 a? 2 -1 2

5) Pro ktera a € R je determinant D roven nule?

I
N B Q
vIaN R,
|
Q

6) Pro ktera a € Rje determinant D zaporny?

-1 a 3
D=1-2 1 a
1 -5 -7

7) Urcete parametry v danych maticich tak, aby matice A, C byly singulérni a matice B, D
byly regularni. Matice jsou:
4+ a) B

a=(°

a+1l 5—a 2(3+b 6)’

6—b b
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2 c —1 -1 1 1
C = (O 1 —1), D = (dz 2d 1>.
2 =2 1 2d 1 0

8) Cramerovym pravidlem feste soustavy linearnich rovnic:

adx+y—z= 2 b. —2x+2y—z=-3 C.—2x+y+3z=1
-y+z=-10 y+3z=-4 3X+2y+3z2=-2
2X+3y -2z = 24, 4x—-y+22=3, —-X+3y—-z=8.

] e

Reseni p¥ikladi (MATICE)
-1 3 -7 -13
c.{3 9)d|-2 -13
-8 7 -9 4

3 9 2 2

1) al 6 15) b.(-z —1)

-3 6 6 -1

1 =5 0 3 -3 4 1 1 5

2) a|l -3 4 —5) b. (6 11 15) c.(9 5 10)
0 5 -7 7 -7 3

—14 13 -1
~1 -1 -5
3) |-9 -5 —10
-7 7 =3
18 16 7 1
4) a. AB=(14 28}, BA—(_7 39)
-2 -1 4 5 3 —12
b. AB=| 8 4 -7|,BA=[(4 -2 1
-1 8 —3 7 —4 —4

9 19
Cc. ABnedefinovano,BA=| 2 6

10 20
5 a x=1,y=2 b. x=2,y=3
6) a x=1,y=-2 b. x=3,y=-2
7) h(B)=2
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Reseni prikladd (DETERMINANTY)

1) a 28 b. -7 c.2 d. 0

) a-43 b. 0 c.16 d. 40

3)  axe (1%} b.x=+a cxe(=21) dx € (3,)
e.x € (—4,») f.x e{-1,3}

4) a. a*—2a3 b. 10

5  a€{-2002}

6) a€(2 17)
7  a€{-13, 2}, beER-{-123}, c=0, deR—{—§,1}
8) a (—28—-2) b. (1,—1,—1) c. (=1,2,-1)

E e A

Matice a matematické operace s nimi maji v ekonomii Siroké uplatnéni. Pouzivany jsou
Vv oblasti ekonomického modelovéni, kde se pouzivaji k reprezentaci ekonomickych mo-
deld a systému (model input-output vyuziva matice vstupti a vystupii pro analyzu interakci
mezi riznymi odvétvimi ekonomiky), dale v oblasti linearniho programovani (optimalizace
omezenych zdrojl), ve finan¢ni analyze (analyza portfolia investic, hodnoceni rizika, mo-
delovani vynost a cen finan¢nich aktiv), v oblasti ekonometrie, teorie her (matice repre-
zentuji strategie hracl a vyplatnich tabulek), a ve faktorové analyze pii identifikaci a inter-
pretaci skrytych faktor ovliviiujicich rizné ekonomické proménné.

Tato kapitola byla vénovana zakladim linearni algebry. Konkrétn¢ maticovému poctu a
determinantu matice. V této kapitole jste se naucili zakladni operace s maticemi jako je
s¢itani matic, nasobeni matice redlnym ¢islem, ndsobeni matice matici. Byl zde také zave-
den pojem transponovana a inverzni matice. Pomoci inverzni matice se pocitaji maticové
rovnice a da se tim také definovat regularita matice. V této kapitola byla regularita matice
definovana pomoci determinantu matice. V zavéru kapitoly bylo pfedstaveno Cramerovo
pravidlo, pomoci kterého se daji fesit urCité typy soustav linedrnich rovnic.
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2 POSPOUPNOST A LIMITA POSLOUPNOSTI

[el[wemrmineommeror ]

V této kapitole se budeme zabyvat posloupnostmi. Jedna se o specidlni ptipad funkei,
jejichz defini¢nim oborem je mnozina ptirozenych ¢isel. Jsou zde uvedeny vlastnosti po-
sloupnosti, jako je monotonie a omezenost. Déle se tato kapitola vénuje pojmu limita po-
sloupnosti a hlavné vypoctu limity posloupnosti. V ekonomickych aplikacich se vyskytuji
zejména dvé posloupnosti, a to posloupnost aritmeticka a geometricka. Tyto posloupnosti
jsou zndmy jiz ze stiedni skoly.

Hfetewrmrory ]

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e definovat pojmy posloupnost a limita posloupnosti,
e vypsat prvky posloupnosti,

e sestrojit graf posloupnosti,

e vypocitat limitu posloupnosti.

[easpormesvviesroon ]

K prostudovani této kapitoly budete pottebovat asi 90 minut.

|
_

Posloupnost, limita posloupnosti, monoténnost posloupnosti, omezenost posloupnosti,
graf posloupnosti.
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2.1 Posloupnost

Nekonecnou ¢iselnou posloupnosti prvki ¢iselné mnoziny je funkce, ktera kazdému pii-
rozenému Cislu n ptifazuje realné ¢islo.

Jelikoz je to funkce, ma funkéni predpis, defini¢ni obor (je to mnozina pfirozenych cisel
N), obor funkénich hodnot (je to mnozina realnych ¢isel), graf (je to mnoZzina izolovanych
bodu v roving).

V matematice se setkavame také s posloupnostmi, jejichz prvky nejsou ¢isla, napt. s po-
sloupnostmi bodt, tsecek, funkci a podobné. V této kapitole se budeme zabyvat pouze ¢i-
selnymi posloupnostmi, a proto ptivlastek ¢iselna u posloupnosti vynechame.

Posloupnost miizeme zapsat napiiklad tak, Ze postupné za sebou piseme prvky a4, a,,
as, ..., které tato funkce pfitazuje ¢islim 1, 2, 3 ..., nebo pouzitim zapisu {a,}n=,. Ne-
bude-li hrozit nedorozuméni, budeme pouZivat jednodussiho zapisu {a,}. Posloupnost
muze byt zadéna vzorce, rekurentnim vztahem nebo graficky.

(— )”

n=1

Napiste prvni ¢tyfi ¢leny a a, 1 Clen posloupnostl

Reseni.

Aritmeticka posloupnost pfifazuje ¢islu n hodnotu a,, linearni funkci. Rozdil mezi dvéma
po sob¢ jdoucimi ¢leny je konstantni, nazyva se diference aritmetické posloupnosti a zna-
¢ime hod. Plati: a, = a; + (n — 1)d.

Soucet prvnich n ¢lent je dan vzorcem: s,, = % (a; + ay). Jeto soucet kone¢né aritmetické
posloupnosti.
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Soucet nekone¢né aritmetické posloupnosti je vZdy roven oo, resp. —oo, Vv zavislosti na
znaménku diference d # 0. Pro d = 0 v zavislosti na znaménku a, .
|

B T

Sectéte vSechna prirozena Cisla od 1 do 1000.
Reseni.

Cisla 1, 2, 3, ..., 1000 tvoii kone¢nou aritmetickou posloupnost s diferenci d = 1, prv-
nim ¢lenem a; = 1, pocet ¢lent této posloupnosti je n = 1000.

Souget prvnich 1000 &lenti je 51099 = =2 (1 + 1000) = 500500.

o]

Geometricka posloupnost pfifazuje ¢islu n hodnotu a,, exponencialni funkci. U geome-
trické posloupnosti je konstantni pomér mezi libovolnym ¢lenem a,, (n = 2) a ptedchaze-
jicim ¢lenem a,_;. Tuto konstantu zna¢ime g, ¢islo g se nazyva kvocient geometrické
posloupnosti. Plati: a,, = a,q" .

Jestlize kvocient g # 1, potom pro soucet s,, prvnich n ¢lent posloupnosti plati:
s = q =T
n — %1 1—q'

Jedna se o soucet konecné geometrické posloupnosti.

Jestlize |q| < 1, Ize sedist i nekone¢nou geometrickou posloupnost.
Pro soucet S plati: s = 1a_—1q.

2.2 Limita posloupnosti

V ekonomii je limita posloupnosti ¢asto vyuzivana pfi analyze chovani trhli, dynamiky
cen, ristu ekonomiky a pii hodnoceni dlouhodobych trendt. V ekonomickych modelech
ristu limita posloupnosti piestavuje dlouhodoby trend riistu produkce, pfijmt nebo pro-
duktivity prace. Jsou zde analyzovany limity riistu ekonomiky a moznosti dosazeni stabil-
niho stavu (napt. Harrod-Domartiv model). Pfi analyze dynamiky cen lze limitu posloup-
nosti pouzit k uréeni chovani cenovych indexu, inflace a deflace v ekonomice. V oblasti
chovani trhti limita posloupnosti pfedstavuje hranici, na které se poptavka a nabidka ustali
v dlouhodobém horizontu.

Vyse uvedené oblasti ukazuji, Ze limita posloupnosti hraje dilezitou roli v ekonomické
analyze a pomaha ekonomiim a analytikiim porozumét dlouhodobym trendiim a chovéni
ekonomik v dlouhodobém horizontu.
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Nekone¢na posloupnost {a, },—; ma vlastni limitu A, kdyz k libovolnému realnému ¢islu
€ > 0 existuje takové pfirozené Cislo ny, ze pro kazdé ptirozené n > ny je splnéna nerov-
nost

la, — A| < e.

PiSeme lima, = A, uzivame pfi tom zkratky latinského slova limes.

n-—-oo

KdyZ je limita nekone¢né posloupnosti vlastni, pak fikdme, ze posloupnost je konver-
gentni.

Na zakladé€ definice vlastni limity posloupnosti dokaZte, Ze plati lim—— =

n—)OO
Reseni.
K libovolnému & > 0 musime ur¢it ¢islo ny tak, aby pro kazdé n > n, platila nerovnost

21

n+2

Provedeme nésledujici apravy:

n+2 | |n+2 n+2

Cislo ny ur¢ime jako nejmensi ptirozené Cislo, pro které plati

2 . 2
— < & neboli n>=-2.
n+2 &

Pro € = 0,01 je hledané ¢islo ny, = 18, pro & =0,0001 je ny= 00?,01 —2=
19999 atd.

Nekone¢na posloupnost {a,}n=, ma limitu oo (,,plus* nekone¢no, oznacuje se také +oo),
kdyz k libovolnému realnému ¢islu M > 0 existuje takové piirozené ¢islo ny, ze pro kazdé
pfirozené n > n, je splnéna nerovnost a, > M.

Piseme lima,, = .
n—-oo
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Nekone¢na posloupnost {a,, } ma limitu —co (minus nekone¢no), kdyz k libovolnému real-
nému c¢islu M > 0 existuje takové pfirozené Cislo ng, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n > n,
je splnéna nerovnost a, < —M.

Piseme lima,, = —oo.
n—-oo

Pokud je limita nekonecné posloupnosti nevlastni nebo limita neexistuje, pak fikame, ze
posloupnost je divergentni.

B e

Na zékladé definice nevlastni limity posloupnosti dokazte, Ze plati limn? = oo,

n—-oo
Reseni.

K libovolnému realnému ¢islu M musime urcit n, € N tak, ze pro kazdé pfirozené n > n,
plati nerovnost n? > M. Z této nerovnosti uréime &islo ny.

Dostavame n > /M ; ngstanovime jako nejmensi piirozené &islo, pro které plati ny > M.
Napt. Pro M = 102 hledané &islo ng je ny = V102 = 10.

o]

Posloupnost {a,} se nazyva ohranifena (téz omezend), je-li ohrani¢ena shora i zdola.
Shora je ohranic¢ena tehdy, kdyz existuje Cislo k takové, Zze pro kazdé n plati a,, < k. Zdola
je ohranicena tehdy, kdyz existuje ¢islo m takové, ze pro kazdé ptirozené n plati a,, = m.

o]

Rikame, Ze posloupnost {a,,}%_, je neklesajici, resp. rostouci, jestlize
am < a, provsechnam,n € N, m < n, resp. a,, < a, proviechnam,n € N, m < n.
Rikame, Ze posloupnost {a,}%_, je nerostouci, resp. klesajici, jestlize
Ay = a, provsechnam,n € N, m < n, resp. a,, > a, pro viechnam,n € N, m < n.

JestliZe je posloupnost {a,}s-; bud’to neklesajici, rostouci, nerostouci nebo klesajici,
fikdme, Ze je monotdnni.
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Pro monoténni posloupnosti plati:

=

Monotonni posloupnost ma vzdy limitu (vlastni nebo nevlastni).
2.  Limita neklesajici nebo rostouci posloupnosti je rovna supremu této posloupnosti,
tedy lim a,, = sup{a, ;n € N}.

X0

3.  Limita nerostouci nebo klesajici posloupnosti je rovna infimu této posloupnosti, tedy
lim a, = inf{a,;n € N}.
X —00

Vypocet limit posloupnosti

K vypoctu limit posloupnosti vyuzijeme znalosti limit jednoduchych zakladnich po-
sloupnosti, zakladnich vét o limitach a znalosti operaci s prvky v R*, zejména s oo a —oo.

Naésledujici soubor 12 pravidel pfedstavuje matematické véty, které 1ze odvodit ptimo
Z definice limity. Peclive si je projdéte a dobfe si je zapamatujte! Budou se vam pozdéji
hodit k vypoctim piikladt limit.

Pravidla vypoctu vlastnich limit

Pro vlastni limity lima,, = a, limb,, = b,q > 0,n € N,k € R plati:
n—-oo n—-oo

1. lim(a, * b,) = lima, * limb, = a + b,
n—-oo n—-oo n—-oo

2. lim(a, - b,) = lima, - limb, = a- b,
n—-oo n—-oo n—-oo

lima

3. lim () =2=22=2 p

n-ow \bn rlll—r&bn b
4. limi/a, =/li ,LEN
5. limlay| = |tima
6. limka, = klima,, limVn=1, lim%/q =1,
7. limgq = grss®,

n—-oo
8. je-lia, >0,c>0,c#1,pak TZQL_TLLO log. a, = log, 1111_7)210 an,

k
10. existuje-li lima,, pak limak = (liman) )

1le(1+an=a

n—-oo

(e = 2,718 je Eulerovo ¢islo, zéklad ptirozenych logaritmil),

an
12. je-li lima, = o, resp. — o, potom lim (1 + L) = ek,
n—o0 an

n-—-oo

Pravidla vypoc¢tu nevlastnich limit

Déle se budeme zabyvat limitou souctu (soucinu a podilu) dvou posloupnosti, piicemz
alespon jedna nebo ob¢ maji nevlastni limitu.
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Uvazujme posloupnosti{a, }y—1, {Pn}n=1 a ¢islo a € R. Plati tato tvrzeni:

1. Jestlize lim a,, = a, limb, =, resp. limb, =—-w, potom lim(a, + b,) = tox.
n—o n—oo

n—-oo n—w

Symbolicky lze toto tvrzeni zapsat takto: ,,a + oo = Fo0*.

2. Jestlizelim a, = a, limb, =, resp. limb, =—c, potom lim% = 0.
n—oo

n—oo n—o n—oo On

Symbolicky: ,, 2 =0

+o0

3. Jestlizelim a,, = a, a > 0, lim b,, = oo, potom lim a,, b,, = x,
n—oo n—oo

n—-oo

pokud a < 0, potom lim a, b,, = —o.
n—-oo

Symbolicky: ,,a -0 =oproa > 0,a-o0 = —oc pro a < 0.

4.  Jestlize lim a,, = oo, lim b,, = oo, potom lim a,, - b, = oo.
n—-oo n—oo

n—-oo

Symbolicky: ,,00 - 00 = o0

5. Jestlize lim a,, = ,lim b,, = o, potom lim (a, + b,) = «.
n-oo n—-oo n—-w

Symbolicky: ,,00 + 00 = o

6. Jestlize lim a,, = o, lim b,, = —oo, potom lim a,, - b, = —.
n—-oo n-—-oo

n—-oo

Symbolicky: ,,00 - (=) = —oo*

7. Jestlize lim a, = —oo, lim b, = —oo, potom lim (a,, + b,,) = —.
n—-oo n—wo

n—oo

Symbolicky: ,,—o0 — 00 = —o0*

8.  Jestlizelim a, = —oo, lim b,, = —oo, potom lim a,, - b,, = .
n-—-oo

n—-oo n—-oo

Symbolicky: ,,(—®) - (=) = oo

Neurcité vyrazy

+

0

, 0 (f0), 0° (£0)% 1%,

olo
|I

Celkem rozeznavame neurcité vyrazy typti o — oo,

)

H+

o]

Jestlize pfi vypoctu limit po dosazeni limitni meze zjistime, Ze limita je neurcity vyraz
musime tento vyraz vhodnym matematickym obratem (d€lenim nebo rozsifenim) prevést
na ,,urCity* vyraz, tj. vyraz, jehoz limitu zname.

Eljsesemsnonas ]

“ox , . 2n?-3n+5
Vypoctéte lima,, = lim ————.
n—-o n-oo 3+7n—6n2
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Reseni.
Limita je neurcity Vyraz — . Nebot' lim(2n?2—3n+5)=w a llm(3 + 7n — 6n?) =

n—-oo

—oo. Vyraz pro n-ty ¢len posloupnost1 upravime tak, Ze Citatele 1 Jmenovatele délime nej-
vétsi mocninou N.

2n® 3n 5 5
lim 2EnZ 2 2 %%n+£%nz lim 2 = _1
3 ,7n_en? 3 I_ - -6
N0 llmn2+llrg llm6 n—-ow —6 3
5 3
Uvédomte si, e lim> = 0, lim==0, lim= =0, limZ = 0.
n-owon n-oon n-oo N n-ooon

Uvedenym zptisobem mizeme postupovat vzdy v ptipadé vypoctu limity posloupnosti, je-
jiz n-ty ¢len ma tvar racionalniho lomeného vyrazu obsahujiciho proménnou n, tj. v Citateli
i ve jmenovateli se nachazeji mnohoc¢leny. Nasledujici véta ndm dava navod na velmi
rychlé a elegantni feSeni.

[ A 11

‘v P . v v y - v ¥
Jestlize a,, = —Qm((:)) , kde m je stupeit mnohoc¢lenu v ¢itateli, r je Stupeit mnohoc¢lenu ve
T

jmenovateli, potom:

0 prom>r
0 prom<r
. P.(n) . L
lim Q—() = < podil koeficientt
n—oo n
' pfi nejvyssich prom=r
mocninach n

pesevioome 3]

Vypoctéte
. n3-n2+2 . . n?+5n+1
a. lima, = lim—————, b. lima,, = lim ———,
n—-oo n—-oo n5+4n3-2n? n—-oo n—-oo n-3

, 2n3-6n2+4n-8
c. lima, = lim :
n—ow noow 5n3+7n%2-2n+2

Reseni.

3 P. v v v Ve .. v v
a. lima, = lim—= 3 _ = 0, protoze stupen mnohoclenu v Citateli je mensi nez stu-

n—oo n-oo Qs(n)

pent mnohoc¢lenu ve jmenovateli, to znamend st P;(n) < st Q5(n).
b. lima, = lim == Fa(n)

n-oo n-oo Q1(n
mnohoclenu ve jmenovateli, to znamena st P,(n) > st Q;(n).

= oo, protoZe stupen mnohoclenu v Citateli je vEtsi neZ stupen
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Pz(n) _
c. lima, = lim=
now T nswQz(n) 5

novateli je 5.

=, st Py(n) = st Qs (n), koeficient u n3 v gitateli je 2, ve jme-

Limity algebraickych vyrazl zaviseji na ¢lenu, ktery nejrychleji roste pro rostouci n a
na operaci s timto ¢lenem provadéné. Pamatujte si, ze ze znamych funkci nejpomaleji roste
funkce logaritmus log n (argument je n), potom nasleduje mocnina n%, (a > 0), rychleji
roste exponencialni funkce a”, (a > 1), jesté rychlejsi je faktorial n! a nejrychlejsi je n™.
Setazeny vzestupné podle rychlosti ristu (od nejmensiho k nejvétsimu) mohou byt takto:

logn,...,n ¥n,Vn,n,n?n3 n%..2" 3% 4" . (n— 1D, nl, (n+ D,..n"
g

V nasledujicich ptikladech vysvétlime vypocet limit posloupnosti, ve kterych a,, je ira-
ciondlnim vyrazem a zaroven se jedna o limitni typ ,,00 — 00* Vyraz uréujici a,, vhodné
rozsitime. PouZijeme identity zndmé z algebry: a? — b? = (a — b)(a + b). To znamen4

2_ b2

misto vyrazu a — b napiSeme vyraz

Vypoététe lima, = lim(V4n2 + 5n — 7 — 2n)
n—oo n—oo
Reseni.

Jedna se o limitni typ ,,00 — 0 nebot’ limv4n? + 5n —7 = w0 a le( 2n) = —

n—oo

Limitni vyraz vhodné rozsitime

. (Van?+5n—7-2n)(VAnZ +5n—7 + 2n)
(\/4n2 +5n—-7-— Zn) = lim =
n—w V4n?2+5n—7+ 2n

lima, = lim
n-—-oo n-—-ow

5n—-7 ]
= lim

= lim =
nooy4n? +5n -7+ 2n oo

|\]3I\l
U1

N
+
S| 9t
|
3
N
+
[\
NN

32n+1_7_7n—1
Vypoctéte le na, = lim ———

n—oo 9n
Reseni.
Poznamenejme, ze 32"+1 = 32" .31 = (32)n.3 =9". 3,

Limitni vyraz nejdiive upravime tak, aby obsahoval stejné exponenty:
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, _39n—7——7m
lima, = lim———.
n-w n—w 9

Citatele 1 jmenovatele délime exponencidlnim vyrazem s nejvétsim zdkladem. V nasem
ptipadé je to 9™ a dostavame

Misto déleni exponenciadlnim vyrazem s nejvetSim zékladem miizeme samoziejme tento
vyraz vytknout z Citatele 1 jmenovatele a zkratit.

pesevioome 3]

3.221-2_19

Vypoctéte lim

now 5-4n" 14307

Reseni.

10

lim 32202210 _ g 302547210 a(075-17) 3

now 5-4""143n 50 5:0,25:4" 43 plse 4,11(1 25—%) 5
! 4

2.3 Limitni proces ve finanéni matematice

V posledni ¢asti kapitoly o posloupnostech si ukdZeme aplikaci limitniho procesu a vy-
uziti definice Eulerova ¢isla jako limity na odvozeni vzorce pro spojité iroceni jako limity
sloZzeného uroceni.

Nasim tkolem tedy je, abychom odvodili vzorec pro spojité uroceni, které je vyuzivano
Vv teoretickych finan¢nich modelech, vite-li, Ze je limitnim pfipadem slozené¢ho uroceni.
SloZené urocenti je pii zanedbani srazkové dané€ z urokti popsdno vztahem:

Kn=Ko- (1 +é)n,

kde K,,, resp. K, je splatna ¢astka, resp. jistina, i pfedstavuje sazbu p. a., m je frekvence
uroceni, N je doba uloZeni kapitalu v letech.

Vypocitejme limitu slozeného troceni pro m — oo. Za n let se uroky ptipisi m - n krat,
tedy limitni proces
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m r'n m r'n
i i
. AN . 1 . 1
Kn—r}grgol(o-(1+;) _Ko-r}g%o 1+E —Ko-m‘h_r)r:0 1+E ,
i L i
vede na vzorec popisujici spojité troceni
K, =Ky~ e'",

. . 1\*
pti¢emz byl pouzit vztah e = lim (1 + ;) .

X—>00

Spojité trocenti je pro vkladatele vyhodné&jsi nez slozené troceni.

[ sawosrarevcorr ]

1) Vypoctéte limity posloupnosti:

2) lim 4n-3 b) lim (n+22)(n+3)
n—oo 6—5n e 3n° -8
c) lim (2n—4)° d) liml 34
n>= (3n —1)(4n + 2) e\ N A/n
2
2
&) |im£—l3:/§ )  lim2 ‘42
n—o n—wo N4
_ \1+2n% =1+ 4n? _ 3n2+5n
9) lim h  lim——
e n > [(n=1)(n+2)
1-vn

. , 1

i | j I

) 1 ) nm\/4n2+7n—2n
k) Iim(\/n+2—\/n) ) Iim( —\/n2+5n)

m)  liml3n® +2n—5-ny3) n  lim{WaNar1-vn)
0) lim 47 =5 o) Im32 -8
e 220 4] e 5.4 4]
i 5'32n -1 ) 2n+1 _3n+2
lim— r lim——
Q) noo 4.9" 4+ 7 ) Ne>on 3n+2
n+2 _ p2n n-1 2n _ n-1 2n
5) lim> 4 *2 T - ; 22
5n+1 _16n+5 - +
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208 b) )3 d) 0 &) 1
f) o Q)v2-2 h)\3 i) -1 i) ;
K) 0 ) —25 m)% n) 0) %

V této kapitole jste se seznamili s posloupnostmi. Jedna se o specidlni ptipad funket,
jejichz defini¢nim oborem je mnozina ptirozenych ¢isel. Byly zde uvedeny vlastnosti po-
sloupnosti, jako je monotonie a omezenost. Dale se tato kapitola vénovala pojmu limita

posloupnosti a hlavné vypoctu limity posloupnosti. Dlraz je kladen na vypocet limity ra-
cionalné lomené funkce.

Limita posloupnosti hraje dilezitou roli jak v ekonomické analyze, tak i ve financni ma-
tematice, kde maji Siroké uplatnéni a jsou dilezitym nastrojem pro analyzu a rozhodovani
V oblasti investic, spravy portfolia, a fizeni rizika.
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3 FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE A JEJI LIMITA

[el[wemrmineommeror ]

Funkce je zdkladnim objektem, ktery je zkouman diferencidlnim poctem. Obecné pod
pojmem funkce chapeme jisty zplsob pfifazeni mezi dvéma mnoZinami realnych &isel,
které¢ musi spliiovat jisté piredpoklady. S takovym pfifazenim se setkdvame na kazdém

kroku. Z ekonomické praxe muzeme uvést napi. zavislost mnozstvi vyrobeného zbozi na
poctu zaméstnancd, vstupnich investicich ¢i poptavce po tomto zbozi. Druhd cast kapitoly
se pak vénuje limité funkce a jejimu vypoctu.

Hfetewrmrory ]

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

definovat pojem funkce jedné redlné proménné,
uvést vlastnosti funkce,

nacrtnout grafy elementarnich funket,
vypocitat defini¢ni obor funkce,

vypocitat limitu funkce.

[[esspormeavviesroon ]

K prostudovani této kapitoly budete potiebovat asi 120 minut.

Funkce, defini¢ni obor funkce, obor hodnot funkce, monotonnost funkce, omezenost
funkce, suda a licha funkce, graf funkce, limita funkce.
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3.1 Funkce jedné realné proménné

Necht D(f)a H(f) jsou dvé podmnoziny realnych ¢isel, tj. D(f) € R, H(f) SR a
necht x € D(f), y € H(f). Predpis y = f(x) se nazyva funkci, jestlize ke kazdému x €
D(f) existuje pravé jedno y € H(f).

Proménna x se obvykle nazyva nezavisle proménna nebo argument, kdezto proménna y
se nazyva zavisle proménna.

Mnozina D (f) se nazyva defini¢ni obor funkce f, mnozina H(f) se nazyva obor hodnot
(obor funkénich hodnot) funkce f.

Kromé¢ uvedeného oznaceni funkce se Casto pouziva také oznaceni:

f:D(f) = H(),

fry=fk),

fix ey
Funkce y = f (X) je definovana (uréena), kdyZ je dan jeji defini¢ni obor D (f) a pravidlo, dle
kterého je ke kazdému Cislu x € D(f) pfifazena pravé jedna funkéni hodnota f(x). Toto
pravidlo miize byt vyjadieno nasledujicimi zptsoby: analyticky (explicitni nebo implicitni
rovnici, tabulkou nebo grafem.

3.1.1 VLASTNOSTI FUNKCI

Funkce y = f(x) se nazyva na oboru M € R ohrani¢ena shora, existuje-li takova kon-
stanta h, zvana horni zavora funkce f na oboru M, Ze pro vSechna x € M plati:

f(x) <h.

Funkce y = f(x) se nazyva na oboru M S R ohraniena zdola, existuje-li takova kon-
stanta d, konstantni pro vSechna x € M, zvana dolni zavora funkce f na oboru M, ze pro
v8echna x € M plati: f(x) = d.

Funkce y = f(x) je na oboru M < R ohranicena, pravé kdyz je soucasné ohrani¢ena
zdola 1 shora. Pravé tehdy existuje takova konstanta K > 0, ze pro vSechna x € M plati

lf ()l < K.
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Elfssemeaiona ]

Rozhodnéte, zda je kvadratickd funkce f(x) = x% + 5 ohrani¢ena v celém svém D (f).

Reseni.

Protoze x2 > 0, je f(x) = 5 pro viechna x € R. Funkce f(x) je zdola ohranicena.
Grafem uvazované funkce f(x) = x%2 + 5 je parabola, kterd ma vétve smérem nahoru,
proto funkce neni shora ohrani¢ena.

Na zaklad€ uvedeného miizeme jiz konstatovat, ze f(x) neni ohrani¢end na mnoziné R.

Funkce f(x) je suda, jestlize pro vSechna x € D(f) plati: f(—x) = f(x).
Graf sudé funkce je osoveé soumérny podle osy Y.
Funkce je licha, jestlize pro vsechna x € D(f) plati: f(—x) = —f(x).

Graf lich¢é funkce je sttedoveé soumérny podle poc¢atku soutadnicového systému.

Sud¢ jsou napiiklad funkce:
f(x) = x|, nebot’ | —x| = |x|,
f(x) = x**, nebot (—x)?* = x2k k € N,
f(x) = cos x, nebot’ cos( — x) = cos x.
Liché jsou naptiklad funkce:
fx) = i, kdex #0, nebot’_ix = —%,
f(X) — x2k+1’ nebot’ (_x)2k+1 — _x2k+1, k € N,
f(x) = sinx, nebot’ sin( — x) = —sinx.

|
Funkce f(x) se nazyva periodicka funkce, pravé kdyz existuje takové realné ¢islo p # 0,
7e pro kazdé x € D(f) je téz x + p € D(f) aplati f(x + p) = f(x). Cislo p se nazyva

perioda funkce. Graf periodické funkce se posunutim podél osy x 0 hodnotu p nezméni.
Typickym piikladem periodickych funkci jsou goniometrické funkce.
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Monoténni  funkce jsou takové funkce, které splnuji pro kazdou dvojici Cisel
X, <x, (x;,x, € M < D(f)) nasledujici podminky:

f(x) < f(x,), rostouci,
o f(x)> f(x,), i klesajici,
jestlize pak funkce f jev M o

f(x)< f(x,), neklesajici,

f(x)2 f(x,), nerostouci.

Funkce klesajici a rostouci nazyvame ryze monotonni.

Funkce f(x) je na D(f) prosta (jednoznacna), jestlize ke kazdym dvéma hodnotam
X1,% € D(f), kde x; # x,, pfitazuje hodnoty f(x;) # f(x,).

Plati:

1. Jestlize je funkce prosta, pak kazda piimka rovnob&zna s 0Sou X protne jeji graf nejvyse
V jednom bodé.

2. Kazda ryze monotonni funkce je prosta, vsak ne kazda prosta funkce je ryze monotdnni.

3. Suda funkce neni nikdy prosta. Licha funkce mtiZe, ale nemusi byt prosta.

Necht f(x) je prosta funkce definovand na D (f). Obor jejich funkénich hodnot je H (f).
Potom funkce, ktera ptitazuje kazdému y € H(f) hodnotu x € D(f), pro kterou plati y =
f(x), se nazyva inverzni funkei kfunkci f(x) a zna¢ime ji f~!(x). Plati x =
f7'(¥), nebo x = g(¥).

Funkce y = f(x), x € D(f) ax = f~1(y), y € H(f) se nazyvaji vzajemn& inverzni
funkce. Jejich grafy jsou kiivky osové soumérné dle osy 1. a 3. kvadrantu, tj. dle pfimky y
=X
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El[sesemsoionns ]

Inverzni funkci k exponencialni funkci f(x) = e* (na celém D(f), jelikoz exponenci-
alni funkce je prostd) je funkce logaritmicka f~1(x) = In x. Obor funkénich hodnot expo-
nencialni funkce je mnoZina vSech kladnych ¢isel, kterou oznacujeme R, proto defini¢nim
oborem logaritmické funkce je také R*, takZze argument logaritmické funkce musi byt vzdy
kladny.

3.1.2 ELEMENTARNI FUNKCE

Podle toho, jaké operace vytvareji funkci f(x) z argumentu X, rozliSujeme dvé hlavni sku-
piny funkci: algebraické funkce a transcendentni funkce.

ALGEBRAICKE FUNKCE

Algebraickou funkci rozumime funkci, kterou Ize vytvorit z konstantaz proménné
X kone¢nym poctem algebraickych operaci (tj. s€¢itdnim, od¢itanim, ndsobenim, délenim a
umociovanim racionalnim exponentem).

Algebraické funkce délime na racionalni a iracionalni (napt. y = Vx2).

Racionalni funkce délime na polynomické funkce, t¢Z polynomy neboli mnohocleny
(napt.y = 2x3 — 2x + 8) a racionalni lomené funkce (napt. y = %), tj. funkce, které
vznikaji podilem dvou polynomd.

Linearni funkce je funkce ve tvaru:
y=ax+b, ab€R, kde D(f) =R.
Grafem této funkce je pfimka. Jednotlivé koeficienty maji tento vyznam:

a = tga - smérnice piimky, kterd je grafem linearni funkce,
b - usek (vytaty piimkou) na ose y, viz Obr. 1.

N y=ax+b

/}b

Obrazek 1: Graf linearni funkcey = ax + b

Jestlize a =0, potom hovoiime o funkci konstantni.
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Kvadraticka funkce je funkce ve tvaru
y=ax*+bx+c, abc€R, a+0, kde D(f) =R.

Grafem je parabola. Jednotlivé koeficienty maji tento vyznam:
a > 0, pak parabola je konvexni funkce na R,
a < 0, pak parabola je konkavni funkce na R.

Racionalni lomena funkce
Racionalni lomenou funkci nazyvame funkci R(X), ktera je podilem dvou polynomickych

funket, tj. ma tvar
anx"+.+taix+ag
b x™+..+byx+bg

R(x) =

Mocninné funkce

Mocninné (potencni) funkce jsou funkce ve tvaru y = x", kde D(f) = (0, +0), tj: x > 0,
I je libovolné realné ¢islo. Pro nékteré r budeme mocninnou funkci definovat i mimo in-
terval (0, ).

Jestlize r je pfirozené ¢islo, pak méame tyto ptipady:
a. Suda mocninna funkce s kladnym exponentem je funkce ve tvaru

y=x?", n€N, kde D(f) =R.
Grafem téchto funkci je konvexni parabola (2n)-tého stupné s vrcholem v pocatku soufad-
nic
Konkavni parabola (2n)-tého stupné s vrcholem v poc¢atku soufadnic je grafem funkce y =
—x?", kde m € N. Viz. Obr. 2.

Obrazek 2: Graf paraboly Sestého a sedmého stupné

b. Licha mocninna funkce s kladnym exponentem je funkce ve tvaru

y=x?"1 neN, kdeD(f)=R.
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Grafem funkce je parabola (2n+1)-niho stupné, ktera lezi v 1. a 3. kvadrantu a jejimz stie-
dem soumérnosti je pocatek souradnicového systému.

V piipadé y = —x?"*1 je grafem kiivka osové soumérna podle osy x ke grafu funkce y =
x2™"*1 Tato parabola (2n+1)-niho stupné lezi ve 2. a 4. kvadrantu.

Kdyzr=-n,neN,jey=x""= xin Nastavaji tyto ptipady:
C. Suda mocninna funkce se zipornym exponentem je funkce ve tvaru
y =x"2" ne€N,kdeD(f) =R —{0}.
Funkce y = x% neni definovana pro x = 0!

Grafem funkce je hyperbola (2n)-tého stupné, ktera lezi v 1. a 2. Kvadrantu. V ptipadé
funkce y = —x~2" je grafem hyperbola (2n)-tého stupné, ktera lezi ve 3. a 4. kvadrantu.

0 X

Obrazek 3: Graf hyperboly ¢tvrtého stupné

d. Licha mocninna funkce se zapornym exponentem je funkce ve tvaru

y=x"2""1 neN, kde D(f) =R - {0}.
Funkce y = # opét neni definovéna pro x = 0!
Grafem funkce je hyperbola (2n+1)-niho stupné, ktera lezi v 1. a 3. kvadrantu. Zvlastnim
pfipadem je funkce y = % (tj. n = 0), jejimz grafem je vam dobfe znama rovnoosa hyper-

bola.

Obrazek 4: Graf hyperboly patého stupné
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TRANSCENDENTNI FUNKCE

Pfipomenme, ze funkce, kterd neni algebraickd, se nazyva transcendentni (nealgebraickad).
Ptredevsim nas budou zajimat exponencialni, logaritmické, goniometrické a cyklometrické
funkce.

Exponencialni funkce ma (na rozdil od mocninné funkce) proménnou X v exponentu. Je
to funkce ve tvaru

y=a* a>0, kde D(f) =R, H(f) = (0,).
Pro a > 1 je to funkce rostouci, tzn. ryze monoténni.
Pro a = 1 je to funkce konstantni y = 1* = 1.
Pro 0 < a < 1 je to funkce klesajici, tzn. taktéz ryze monotdnni. Velmi dilezita je funkce
y = e* se zakladem e = 2,1782..., coz je tzv. Eulerovo &islo. Toto ¢islo je iracionalni,
podobn¢ jako m = 3,14159..., nelze jej vyjadfit jako podil dvou celych cisel. Nékde se
setkate s nazvem exponencidlni funkce pouze pro funkci y = e*. Funkci y = a* se pak
fik4 obecna mocnina.

\

0 X 0 X

Obrazek 5 a 6: Graf rostouci a klesajici exponencialni funkce
Logaritmicka funkce je funkce ve tvaru
y=log,x, a>0, a#1, kde D(f) = (0,%), H(f) =R.
Logaritmicka funkce je inverzni k exponencialni funkci o tomtéz zakladu a. Proa > 1 je
to funkce rostouci, pro 0 < a < 1 je to funkce klesajici. VSimnéte si, Ze jsme v definici

vynechali zaklad a = 1. Je to proto, Ze pfislusna exponencialni funkce y = 1* = 1 je kon-
stantni, a proto k ni inverzni funkce neexistuje.
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y=log, x

a>1

0 1\ 0 l X
y=Ilog X

ae ((),1)

Obrazek 7 a 8: Graf klesajici a rostouci logaritmické funkce

Poznamka. Pii numerickych vypoctech uzivame logaritmické funkce se zékladem a = 10,
piseme zjednodusené y = log x. Tento logaritmus se nazyva dekadicky. Jak bylo jiz fe-
¢eno diive, Casto uzivame logaritmické funkce o zékladu a = e. Kvtli rozliSeni ho piSeme
y = In x a tento logaritmus nazyvame prirozenym logaritmem.

Z vlastnosti exponencialni funkce plynou nasledujici vlastnosti pro vSechna ptipustna a:
a®=1, log,1=0,
logaa=1, Ine=1.
Velice ¢asto je vyuzivan vztah f9 = e9/ kde f je kladna funkce.
Goniometrické funkce
y=sinx,y =cosx,y =tgx,y = cotg x.
Cyklometrické funkce jsou funkce inverzni ke goniometrickym funkcim v intervalech,
kde goniometrické funkce jsou ryze monotonni. Grafy téchto funkci jsou zndzornény na

Obr. 9.

a) Cyklometricka funkce arkussinus je funkce ve tvaru
y = arcsinx, kde D(f) = (—=1,1), H(f) = (_2,9_

Funkce je ohranicena, rostouci v celém D(f). Graf funkce ziskame pieklopenim funkce
y = sinx V uvazovaném intervalu podle ptimky y = x. Hodnota y =arcsinx pro x €
(—=1,1)jecisloy € (— g,g),jehoi sinus je roven X, tj. siny = x. Plati:

arcsin0 =0, arcsin0,5= %, arcsinl = g
b) Cyklometricka funkce arkuskosinus je funkce ve tvaru

y = arccos x,kde D(f) = (—1,1), H(f) = (0, ).

Funkce je ohranicena, klesajici v celém D(f). Hodnoty y = arccos X jsou ¢isla z intervalu
(0, ), jejichz kosinus je roven X. Plati:
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T
arccos 0 = > arccos1 = 0.

T
arccos0,5 = o

c) Cyklometricka funkce arkustangens je funkce ve tvaru

y =arctgx, kde D(f) = R, H(f) = (-3.5).

2’2

Funkce je ohrani¢ena, rostouci v celém D (f). Graf funkce lezi uvniti pasu vytvoieného
“v . T T . ., . T T .
rovnob¢&zkami y = —;ay=s. Hodnoty y = arctgx jsou ¢isla z intervalu (—5,5), je-
jichz tangens je roven X. Plati:
arctg V3 = g, arctgl = %.
d) Cyklometricka funkce arkuskotangens je funkce ve tvaru

y = arccotg x, kde D(f) =R, H(f) = (0,m).

Funkce je ohrani¢ena, klesajici v celém D(f). Graf funkce leZi uvnitt pasu vytvotreného

rovnobézkami y = 0, y = m. Hodnoty y = arccotg X jsou ¢isla z intervalu (0, ), jejichz
kotangens je roven x. Plati:
™

arccotg V3 = =

T
arccotg 1 = —.
6’ & 4

y y

74
y =arcsinx 2

B |

¥ = arccos x

y=arctgx

y = arccotg

Obrazek 9: Cyklometrické funkce
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3.1.3 DEFINICNi OBOR FUNKCE

B T

Urdete defini¢ni obor funkce f(x) = n(9 — x2) + 4Vx — 1

Reseni.

9—-x%2>0 x—1>0
B—-x)B3+x)>0 x=>1
x € (=3; 3)

Vz’sledek: xX€E<; 32

B e

3=
Urcete definiéni obor funkce f(x) = arcsin(x — 2) + xx_?
ReSeni.
lx—2] <1 x—2#0
-1<x-2<1 X+ 2
1<x<3
x €(1; 3)

Vysledek: x €< 1;2) U (2;3 >

Cllsesemsoons ]

Urcete defini¢ni obor funkce

5+x
v f(x) m+log(x D
Reseni.
x2—x—-12>0 x—1>0
x—4)(x+3)>0 x>1

x € (—0; —=3) U (4; )

Vysledek: x € (4; o)
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3.2 Limita funkce

K hlubsimu studiu funkci je ucelné zavést pojem spojité funkce. Existuje fada realnych
situaci, ve kterych malym zménam jedné veliCiny Casto odpovidaji malé zmény jiné veli-
¢iny. Pojem spojitosti funkce a pojem limita funkce Ize definovat dvéma zpisoby: bud’
pomoci okoli bodu (Cauchyova definice) nebo pomoci posloupnosti (Heineova definice).
V této publikaci je uveden druhy z uvedenych zptsobt. Tato ¢ast pojednava o realnych
funkcich jedné realné proménné f(x) . Zavedeme znaéeni f(x)= f ,defini¢ni obor funkce

f(x) budeme znagit D(f), vyraz x, — C znamena lim x, =C .
n—oo

O funkci f fekneme, Ze je v bodé C e D(f) spojitd, jestlize pro kazdou posloupnost

{X,}7_, € D(f) plati ekvivalence:

x, > C = f(x,)— £(C), neboli

n

limx, =c pravékdyz lim /(x,) = /(c).

n—oo

Plati:

1) Necht f, g jsou spojit¢ funkce vbod¢é C. Potom rovnéz funkce

|f|, f+g, f.g, é (9(C)# 0) jsou spojité v bodé C.

2) Necht’ funkce g je spojita v bodé C a funkce f je spojita v bodé d = g(C). Potom
slozena funkce f o g, ktera je dana predpisem y = f(g(x)), je spojita v bodé C.

3) Funkce f je spojita, jestlize je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru. Soucet,
rozdil, soucin a podil dvou spojitych funkci, absolutni hodnota spojité funkce a funkce slo-
zena ze dvou spojitych funkci jsou opét spojité funkce.

(emisozmonven V]

Necht' f je realna funkce jedné realné proménné spojita v intervalu <a,b> takova, ze

fl(a).f(p)<0. Potom existuje realné ¢islo ¢ e (a,b) takové, ze f(c)=0.
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[V][veraz-oosievesorzavorvverr ]

Necht f je realna funkce jedné realné proménné spojita v intervalu (a,b) takova, ze
nema v intervalu (a,b) zadny nulovy bod. Potom funkce f je stale kladna nebo stale ziporna
vintervalu (a,b).

[V][veras-westmssovavers ]

Necht f je realna funkce jedné realné proménné spojita v intervalu. Potom funkce f na-
byva v intervalu jak svého minima, tak i svého maxima.

o]

Rekneme, Ze ¢islo a € R* je limitou funkce f v bodé C, jestlize pro kazdou posloupnost
{x,}7, € D(f)-{C} plati ekvivalence: x, >C o f(x,)—a.

Zapisujeme )lcii%f(x): a.

Jestlize a € R jedna se o vlastni limitu, pro a = £oo jde 0 nevlastni limitu.

Existence a hodnota limity funkce f v bodé C nezavisi dokonce ani na tom, zda je ¢i neni
funkce f v bod¢ C definovana.

Vypottete limitu lim 3x%? —2x+8).
X—!

Reseni.

Oznadme funkei f(x)=3x*—2x+8. Tato funkce je v bod& X =1 spojitd, proto limitu
vypoéteme jako funkéni hodnotu funkce f(x) v bodé x =1,

Dostavame: lim(3x2 —2x+8)=31>-21+8=9.

x—1
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pesevioome ]

Z grafu funkce uréeme limitu funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru funkce:

a. y=Ilogx, b. y =arctgx, c. y=arcsinx,
X
d. y=cosx, e. y=2%, f.y:(%}.
ReSeni.

a. Defini¢ni obor funkce y =logx je interval (0, oo).
Z grafu vidime, ze lim logx =—o0, limlogx = oo.

x—0* X—>0

Protoze limita lim log x neexistuje, neexistuje ani limlog x.

x—>0" x—0

b. Defini¢ni obor funkce Y = arctgx jsou viechna realna &islaR = (~ o0, ).

C T T
Z grafu vidime, ze lim arctgx=—-—, limarctgx= 7

X—>—00 2 X—0

. . . . V4
Dana funkce mé dvé vodorovné asymptoty o rovnicich y = iE.

c. Defini¢ni obor funkce y = arcsinx je interval (~1,1).
e . T . 4
Z grafu vidime, Ze lim arcsinx = ——, lim arcsinx =—.
x—>-1* 2 x—1" 2

ProtoZe jednostranné limity lim arcsin x, lim arcsin x neexistuji, neexistuji ani pfi-
x—>—1" x—1"

slusné oboustranné limity funkce y =arcsinx .

d. Definiéni obor funkce y = cosx jsou viechna realné &isla R = (— o0, o).
Z grafu vidime, Ze lim cosx, limcosx neexistuji, protoze funkce je periodicka v ce-

X—>—0 X—>0

lém svém definiénim oboru.

e. Definiéni obor funkce y = 2* jsou viechna redlna ¢isla R = (— o0, ).

Z grafu vidime, ze lim 2* =0, lim 2" = oo,

X—>—00 X—>00

Funkce y =2* ma vodorovnou asymptotu danou rovnici y = 0.

X
f. Defini¢ni obor funkce y = (lj jsou vSechna redlna ¢isla R = (— o0, 00) .

X—>—0

Z grafu vidime, ze lim (%j =00, lim(%j =0.

1Y :
Funkce y = (EJ ma vodorovnou asymptotu danou rovnici y = 0.
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[[ammmmarovesr ]

Nyni uvedeme obecny vztah pro vypocet limit raciondlnich lomenych funkci, které jiz

znate z vypoctu limit posloupnosti. Tento vztah budeme pouzivat v dal§im feSeném pfi-
kladu.

Necht kkm € N; agaq,...,05,bg, b1,....,0m ER; ag, by # 0.

Pak plati nasledujici tvrzeni:

a . ..
—,je-li k =m,
b, je-li

0, je-li k<m,

k k-1
| lim % tax tetaxte o, je-li (k>m)/\(%>0}

o hx" +bx" " +..+b _x+b, X

\

—oo, je-li (k > m)/\(% < oJ..

0

k k-1
0 tim %% tax tota Xta

—ohx" +bx" " +..+b _x+b

8

— . je-li k =m,
( bo )

0, je-li k<m,
{

o je-li (k >m)a| ()2 5 0],
\ bo

—oo, jeli(k > m)A((—1)k—’"i < 0).

Pomoci vySe uvedenych vztahli vypoctéte nasledujici limity funkci (jsou uvedeny v fe-
Seni tohoto piikladu). Je zde zachyceno viech osm piipadi, které mohou nastat. Reseni
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nekomentujeme, nebot’ se zde jedna pouze o ur¢eni stupné polynomu v ¢itateli a ve jmeno-
vateli a jednoduchou tvahu.

Reseni.
2x%+2x-3 2 . +2
1. lim x+—x4:_, 2. hrgf—=0,
x—w S5+5x 5 x>0 5xT —4x+2
5 _ 4
3. lim = = o, 4 m X,
x—)oo5+_x X—>®0 x+8
3 _ 2_
5. lim 2 Y73 _ 4 6. lim X~ _,
x>-o D45y 5 x>-0) 4 5x
2 4
7 Qim 22l 8. lim X =3 _ o,
s D45y >0 2 5x

f(x)

Pfi  vypoctu limity funkce typu m dojdeme casto k vyrazu, kdy

. . 0 .
limf(x)=0 A Im: 9(x)=0, (vyraz 0 ) a hodnotu limity pfimo nelze urcit. Upravu pro-

X—a

vadime tak, ze se snazime zlomek kratit vyrazem konvergujicim k nule. Vede k tomu na-
priklad rozklad v sou¢in mnohoclenti v ¢itateli i ve jmenovateli nebo pouziti identity

2 2

a —
a-b=

a+b

+x-6
Vypoctéte limitu Ilm—
x>2 2 _4

, pokud se ve vyrazu @ —b vyskytuji druhé mocniny.

r

Reseni.

0 . .
Pokud do vyrazu dosadime X = 2, dostaneme vyraz 0 Rozlozime citatele 1 jmeno-

vatele na souéin kofenovych ¢initeld, kratime vyrazem (x —2) a nakonec dosadime X = 2

. Dostavame:

X +x-6 . (x-2)(x+3) . x+3 5
Iim————=lim—~——~<=lim——
w2 x2—4  o2(x=2)x+2) 2x+2 4
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B

3x? —-5x—2
Vypoététe limitu lim —————.
x>2 5x2 20

Reseni.

0 . .
Pokud do vyrazu dosadime X = 2 | dostaneme vyraz 0 Rozlozime Citatele i jmenovatele

na souéin kofenovych &initelil, kratime vyrazem (x — 2) a nakonec dosadime X = 2. Do-

3(x -2 X+t g x4t
3x* -5x-2 3 . 3 7
——— =1 =lim—-—-+F=—

2 5220 | xol Ax-2)(x+2) x>23(x+2) 20

Vypoctéte limitu IIm—.
x>7  x* —49

stavame:

Resent.
Pokud do vyrazu dosadime X =7, dostaneme vyraz 0 Rozsifime zlomek vyrazem

(2 + X~ 3) , potom kritime vyrazem (x —7) anakonec dosadime X =7 . Dostivame:

=7 x* - 49 0

= lim ( \/_)(2"'“/_) lim 4-(x-3) =
AT P 3)_X—’7(X2—49x2+\/X—3)_
= lim Tox - 1

H7(x 7)(x+7)(2+J_) o x+7)(2+J_) 56

] sawosrame oy ]

1) Odpovézte ano ¢i ne?

||m£ =(9J =

a) Funkce y = In x je ryze monotdnni funkci v celém svém defini¢nim oboru.
b) Funkce y = sin x je ryze monotonni funkci v celém svém definiénim oboru.
¢) Kvadraticka funkce y = x2 je klesajici v intervalu (—o0;0).
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d) Funkce y = v/x je inverzni funkci ke kvadratické funkci y = x? v R.
e) Funkce y = e* je exponencialni funkci.

f) Defini¢nim oborem funkce y = arcsin%je interval (—2,2).

g) Funkce y = — je sudé a funkce y = — je lichd.

h) Funkce y = x3 - v/x - arctgx - In x je slozenou funkci.

i) Defini¢ni obory funkei f(x) = arctg(x~2)

P 1)Vx aglx) = Tlog jsou identické.
2) Napiste rovnici  kvadratické  funkce  f(x) =ax®+bx+c, jeli
=D =4,7(0)=2,/3)=12.

X
2x° +
4) Urcete defini¢ni obor nasledujicich funkci:

3) Je dana funkce f(x)=x>+ 3 Vypoctéte f(=1), f(5), f(a+1).

a. y=arcsin(x —2) b. y =arccosv2x C. y = arcsin
x+5

d y=x-4)" ln(x2 +4)_1 e. y= 34/2x — x2

5) Vypoctéte limity funkce v danych bodech:

a. f(x)=2x*-x*+3 vhbodech —o, oo,
b. f(x)=(x-1(2-x)* vbodech —oo, oo,

3

c. f(x):x—_x3 vbodech =1, 0, —oo, oo,
1+3x-2x
3 a2
d. f(x)=);i vbodech 3, —oo, o, -2,
X" —X-6
3
€. f(x):w vbodech 0, -2, —oo, oo,
X* —4x
X —2X
f. f(x)= -~ vbodech 2, 0, —o, oo
~X
3_ —
g. f(x):S)(l—O)z(4 vbodech 2, -2, —oo, oo,
4—x
x* -9
h. f(x)= vbodech 3, -3, -, oo,
X+3
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d) ne; kvadraticka funkce neni prosta, a proto k ni neexistuje inverzni funkce v celém de-
finiénim oboru R.

e) ano

f) ano

g) ano

h) ne; je to soucin Ctyf zakladnich funkci.

i) ano, x € (0,1) U (1,x)

2) f(x)=§x2—§x+2

2 1 3 3 2 3 3
3) 08 25004 2@rDla+3a”+3a+3)

2(a+1)° +3
H  axedd boxe(0: e xe(-22)  d xer-{4 e
2 4 2
x €(0,2)
5) a. ®©, © b. ©, - c —g, 0, —E, 1
3 2 2
2
d. g —oo, 00, neexistuje e. neexistuje, ES 2, 2
1 1
f. Y 0, 0, O g. —;,neexistuje, 0, — 00

h- _6$ 01 — 00, 0

Ellsmortaprory ]

V této kapitole jsme se seznamili se zakladnim pojmem diferencidlniho poctu a tim je
pojem funkce jedné redlné¢ proménné. Obecné pod pojmem funkce chapeme jisty zptisob
piifazeni mezi dvéma mnozinami redlnych Cisel, které musi splilovat jisté predpoklady.
V prvni Casti kapitoly jsou uvedeny vlastnosti funkci, jako je monoténnost, omezenost
funkce, sudost a lichost funkce. Soucasti této kapitoly jsou také grafy elementarnich funkeci.
Diraz je kladen na vypocet defini¢niho oboru funkce. Druha cast kapitoly se pak vénuje
limite funkce a jejimu vypoctu.

Funkce a limity funkci maji v ekonomii Siroké uplatnéni a jsou zdkladnimi nastroji pro
analyzu a modelovani ekonomickych jevi. V ekonomii jsou zakladnimi koncepty poptavka
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a nabidka. Tyto ekonomické veli¢iny jsou obvykle reprezentovany funkcemi, které zavisi
na cen¢ a mnozstvi zbozi. Analyza téchto funkci a jejich limit pfispiva k porozuméni cho-
vani trhll a stanoveni cenové rovnovahy. V ekonomickych modelech a simulacich se ¢asto
vyuzivaji matematické funkce a limity k popisu chovéni a interakci mezi riznymi ekono-
mickymi proménnymi. Tyto modely a simulace umoznuji ekonomiim a analytikiim pied-
povidat chovani ekonomiky a provadét strategické rozhodnuti.
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4 DIFERENCIALNIi POCET FUNKCE JEDNE REALNE
PROMENNE

[2][wvemrmaneommemror ]

Zkoumani mnoha ptirodnich i ekonomickych jevi vede k zavislostem vyjadienym ve
tvaru funkce jedné redlné proménné. Derivace této funkce ma zdsadni vyznam pro popis
piislusného jevu. Pojem derivace vznikl béhem druhé poloviny 17. stoleti pfi feSeni kon-
krétnich geometrickych a fyzikalnich uloh. Tento pojem byl pfesné definovan v 19. stoleti
matematiky Cauchym a Bolzanem na zéaklad¢ jimi zpfesnéného pojmu limity funkce.

Diferencidlni pocet, ktery zahrnuje koncepty jako jsou derivace a diferencialy, ma v
ekonomii Siroké uplatnéni a je kliCovym nastrojem pro analyzu a modelovani ekonomic-
kych jevi. Zde jsou nékteré oblasti, kde se diferencialni pocet v ekonomii vyuziva: opti-
malizace, funkce poptavky a nabidky, produkéni funkce, teorie firmy, ekonometrie a fi-
nan¢ni matematika.
|

Hewewwrory ]

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

definovat pojem derivace funkce,
pravidla derivovani funkci,

pouzivat vzorce pro derivace funkce,

vypocitat extrémy funkce a inflexni body funkce.

[ eas ormeswviesrome ]

K prostudovani této kapitoly budete potfebovat asi 120 minut.

|
_

Derivace funkce, monotonnost funkce, extrémy funkce, inflexni body funkce, konvex-
nost a konkavnost funkce, stacionarni body funkce.

|
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4.1 Pojem derivace funkce

Uvazujme funkci y = f(x) definovanou na otevieném intervalu M = (a, b). Zvolime
bod x, uvnitf intervalu M. Nas tkol bude urcit smérnici te¢ny t ke kiivee y = f(x) v bodé
To = [x0, Yol, kde yo = f(x,). Za timto celem vedeme bodem T, seénu S, kterd protina
kiivku v dalsim bodé¢ T =[x, f(x)], x € M. Oznatime Ax =x —xy, 4f(xy) =
f(x) — f(x0)- VSe je graficky znazornéno na Obrazku 10.

Obrazek 10: Derivace funkce

Potom smérnice uvazované se€ny je rovna

FE=F (o) _ Af(xo) 4.1)

X—Xq Ax

tga(x) =

kde a(x) je velikost smérového uhlu piimky S v zavislosti na x-ové soufadnici bodu T.

Pfitom rozdil Af (xg) = f(x) — f(x0) 4.2)
se nazyva diference (piirastek) funkce f v bod¢ x,,

kdezto rozdil Ax = x — x, 4.3)
se nazyva diference (prirtastek) argumentu x v bodé x,.
Diferencni podil % je funkci proménné Ax, nikolivx,, které je pevné. Pfipomenme,

ze je to smérnice seCny. Vyznam diferencniho podilu spociva v tom, ze charakterizuje re-
lativni zménu hodnot funkce y = f(x) vzhledem k zméné hodnot argumentu. Funkce (1)
neni definovéana pro Ax = 0. Mlize ovSem mit v tomto bod¢ limitu.

Necht' funkce y = f(x) je definovana na otevieném intervalu M a necht’ ¢islo x, € M.
Derivaci funkce f v bodé xy nazyvame cislo

f'(xo) = lim TETE) nepoli f'(xg) = 1im 22 (4.4)
—A0

x-oxg X Ax—0 Ax
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Jinak feceno: derivaci funkce y = f(x) v bod¢ x, nazyvame limitu diferencniho podilu

% pro Ax - 0.

[[czmmmmarovaw ]

Pravidla pro derivovani funkci

Necht' f(x) a g(x) maji derivace na intervalu M c R. Necht’ k je libovolna konstanta.
Potom pro x € M plati:

L(k-f) =k-f(),

2.(f) g =f®+g(d,

3. (f()-g) =f () g@)+f(x)-gx),
o () = O o g0 20
Vzorce pro derivovani elementarnich funkei

V bodé x, ktery splituje pfipojené podminky, plati pro derivace uvedenych funkei tyto
Vzorce:

(1) k' =0, k- libovolna konstanta, k € R,
(2) (x* =ax*',x>0,a€R,
(3) (sinx) = cosx,

(4) (cosx) = —sinx,
N — 2
(B) (tgx) = p—— —1 1+tg°x, cosx # 0,
r_ _ — 2 .
(6) (cotgx) = e (1 + cotg®x),sinx # 0,

(7) (@) =a*lna,a>0 = (e¥) =e*,

(8) (logax)'=ﬁ,a>0,a¢1,x>0 = (lnx)'=§,x>0,
(9) (arcsinx) = %xz,x €(-1,1),

(10) (arccosx) = ;J?lxz,x € (-1,1),

(11) (arctgx) = f X ER,

x2’
(12) (arccotgx) =

1
x €ER.
1+x2’

B

Derivujte funkci y = x® + 3x* — 8x2 + x + 23,x € R.

Reseni.
Krom¢e nasobného uziti vzorce (2) pouzijeme téz pravidla 1. a 2.

y =6x>+3-4x3—-8-2x+1=6x>+12x3—16x + 1.
|
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2x7+3x°%-2x*+7x-2
Derivujte funkci y = =—= xx i

Reseni.,
Citatel délime jmenovatelem.
y =x3+1,5x2—-1+3,5x73 - x4,
y' =3x%+3x —10,5x"* + 4x7>

Ovéite si, Ze stejny vysledek obdrzite pouZitim pravidla 4. pro derivovani podilu. Postup

l'e ovSem zdlouhavél'éi.

peseviooms 3]

Derivujte funkci y = 3x Vx, x > 0.
ReSeni.

Funkci nejprve upravime jako mocninu proménné X, potom pouzijeme (2).

1
1 —
y = 3x' "2 = 3x125,

y' = 3,75x%2% = 3,75 x.

Derivovany vyraz, pokud lze, vzdy nejprve upravime.

pesevioone |3

3
Derivujte funkci y = sz VxtVx3, x>0,

Reseni.

19
Funkci y mizeme upravit takto: y = x12. Pak pouZijeme vzorec (2).

19 L 1912

y:— X112 = —

peseviooms 3]

Derivuijte funkci y = x? cos x,x € R.

Reseni.
Pouzijeme pravidlo 3. pro derivaci soucinu.
y' = (x?) cos x + x*(cos x) = 2x cos x — x? sin x.
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El[ssemsaionss ]

Derivujte funkci y = 225, x>0, x # 1.

B Inx
Reseni.

Pouzijeme pravidlo 4. pro derivaci podilu. VSimnéte si spravného potadi funkci z Citatele
a jmenovatele derivovaného zlomku: ¢itatel vysledku zaciné derivaci Citatele.

, . , o1 .
r_ (sinx) Inx-sinx(lnx) cosxlnx—smx; __Cosx sinx

Y Slnx:z slnx:z " Inx x:lnx:z'

B e

Derivujte funkci y = cotg x, x # km.
ReSeni.

Pouzijeme zakladni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi a pravidlo 4. pro derivaci po-

dilu.
_ Cot x = CoOS X
Y= X = sinx’
, (cos x) —sinxsinx —cosxcosx —(sin?x + cos?x)
y sinx sin?x sin? x
1
sin? x’

Vzorec pro derivaci tg x ovéite ted’ sami!

Clfssemsoiomns ]

Derivujte funkci y = 222 x € R.

. x2+4’
Reseni.

Pouzijeme pravidlo 4. pro derivaci podilu.

r 3(x%+4)-(3x+8)2x _ —3x2-16x+12

- (x2+4)2 T (x2+4)2

Bllczrmroseas ]

Ma-li funkce u = g(x) derivaci v bod¢ x, a ma-li funkce y = f(u) derivaci v bod¢€ u, = g(x,),
potom y = f(g(x)) ma derivaci v bod¢ x, a plati pravidlo derivovani slozené funkce:

5. ¥, =@}k, = f (uo)g (xo).
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pesevioome 9]

Derivujte funkci y = sin(x* + 5x? + 9),x € R.

Reseni.
Polozime u = g(x) = x* +5x? +9, f(u) = sinu, potom derivujeme
g'(x) = 4x3 + 10x,
f'(w) = cosu = cos(x* + 5x? + 9)
Pouzitim pravidla 5. obdrzime postupng¢:
y' = f'(uw)g'(x) = cosu - (4x3 + 10x) = (4x3 + 10x) - cos(x* + 5x% + 9).

peseioomn 3]

Derivujte funkci y:
a.y=(x?-1)°x€R.
Ozna¢me g(x) = x2 — 1 = u, potom f(u) = u®, podle pravidla 5. obdrzime:
y = @W®) (x? — 1) = 5u*2x = 10x(x? — 1)*.

b.y=v1+x?x€R.

Ozna¢me 1 + x2 = u, potom
X

’ ! ' 1
y =(\/ﬂ)(1+x2) =ﬁ2x=m.

c. y=sin(ax +b),x €R.
Oznaéme ax + b = u, potom
y' = (sinu) - (ax + b) = acosu = acos(ax + b).

d. y =Incosx,x € (—§+ 2k7r,§+ ZkT[).

Ozname cos x = u, potom
/ ' / 1 . —sinx
y =(lnu) (cosx) = ;(— sinx) = = —tgx

peseinomn I

Vypodététe Sestou derivaci funkce y = x5 — 2x* + 4x2 — 16x + 15.

Reseni.
Podle definice derivace vyssich fadi postupné vypocitdme:
y' =5x*—8x3+8x - 16,
y" =20x3 —24x% +8,
y" = 60x? — 48x,
y® = 120x — 48,
y(®) =120,
y(é) = 0.
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4.2 Uziti diferencialniho poc¢tu — pribéh funkce

Vysetieni prubéhu funkce vyzaduje znalost v§ech predchozich kapitol matematické ana-
lyzy. Vyklad v této kapitole je omezen na vySetiovani priabeht algebraickych funkci.
4.2.1 MONOTONNOST FUNKCE

V teorii funkci jsme definovali monotdénnost funkce. Zjistovani monotdnnosti funkce
na daném intervalu pomoci diive uvedenych definici je Casto neefektivni, proto tuto vlast-
nost funkce f(x) v intervalu ] = (a, b) vySetifujeme pomoci derivace funkce. Plati nasle-
dujici véta.

[v]

Jestlize pro vSechna X z intervalu /] = (a, b) je splnéna nerovnost

f(x) >0, rostouci,
f'() <o, : : klesajici,
Fx) =0, potom funkce f je v tomto intervalu neklesajici,
f'x) <0, nerostouci.

Dlfesemsionae ]

Ur&ete intervaly monotonnosti funkce f(x) = x3 + 6x2 — 15x, x € R.

Reseni.

Zjistime nejprve intervaly, v nichz plati f'(x) > 0 a f'(x) < 0.
f(x)=3x24+12x—-15>0 = x € (=, —5) U (1,),
F)<0 = xe€(=51).

Podle véty 4 je funkce rostouci v intervalu (—oo,—5) U (1,00) a klesajici v intervalu
(=5,1).

Funkce je spojita v R, takze v bodé x = —5 musi mit lokalni maximum, tzn., Ze v néjakém
okoli bodu x = —5, tj. intervalu obsahujici bod x = —5, je hodnota f(—5) maximalni ze
vSech hodnot, jez funkce nabyva na tomto intervalu. Analogicky v bodé X = 1 musi funkce
mit lokalni minimum. V ptipad¢ této kubické funkce, na zéklad¢ znalosti prubéhu elemen-
tarnich funkci, stanovime charakter grafu. Obecné vypocet extrému nemusi byt tak jedno-
duchy. Proto pro jejich urceni pouzivame postup uvedeny v nasledujicim odstavci.
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4.2.2 LOKALNi EXTREMY FUNKCI

Uvazujme funkei f(x) definovanou v bodé x, a jeho jistém okoli. Rikame, Ze funkce f (x)
ma v bod¢ x, lokalni minimum, praveé kdyz existuje takové okoli /] € D(f) bodu x,, ze
pro vSechna x € J plati f(x) = f(xp).

Rikame, Ze funkce f(x) ma v bodé x, lokalni maximum, pravé kdyz existuje takové okoli
J € D(f) bodu x,, ze pro vSechna x € J plati f(x) < f(xo).

Souhrnné se lokalni minima a lokalni maxima nazg’ azi lokalni extrémz funkce.

Dale budeme vysetiovat, za jakych podminek nastava v ur¢itém bod¢ x lokalni extrém.

Bod x,, ve kterém je Xg) = 0, se nazyva stacionarni bod funkce f(x).

Necht’ funkce f(x) ma v bodé x, obé& derivace f'(xy), f"(x,) a necht’ x, je stacionarni
bod, tj. f'(xy) = 0. Pak funkce f(x) v bodé x,:

a. ma lokalni maximum, je-li f"(x,) < 0,

b. ma lokalni minimum, je-li f"(xy) > 0.

Jestlize vSak f'(xy) = f"(x) = 0, pak funkce f(x) miZe mit (ale i nemusi) v bodé x,
lokalni extrém.

Napt. pro f(x) = x3, g(x) = x* plati pro x, = 0 v obou piipadech f'(0) = g'(0) =
f"(0) = g"(0) =0 a pfitom funkce g(x) = x* ma v bodé x, = 0 lokalni minimum,
kdezto funkce f(x) = x3 v tomto bod& nema extrém, nebot’ je rostouci v celém defini¢nim
oboru. Nakreslete si tyto funkce!

Nyni nas zajima, jak postupovat, kdyz ve stacionarnim bod¢ x, druha derivace je nulova.

ens V]

Necht funkce f(x) ma na okoli bodu x, spojitou derivaci fadu n > 3, pfi¢emz plati
fl(xo) =f"(x0) = . = f V(%) =0, fM(x0) =B #0.

Je-li ¢islo n liché, nema f(x) v bod¢€ x, lokalni extrém. Je-li vSak Cislo n sud¢é, ma f(x)
Vv bod¢ x,:
a. lokalni maximum pii B < 0,

b. lokdlni minimum Bfi B > 0.
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B

Urcete lokalni extrémy funkce f(x) = x> — 5x* + 5x3 — 5.
Reseni.

Vypocteme derivace
f'(x) = 5x* — 20x3 + 15x% = 5x%(x? — 4x + 3),
(%) = 20x3 — 60x? + 30x.

Protoze dana funkce f(x) ma vSude v R derivaci, mize mit f(x) lokdlni extrém jen ve
stacionarnich bodech, pro néz jef (x) = 0.
Proto feSime rovnici
5x%(x* —4x +3) = 0.
Dostaneme stacionarni body x; , = 0,x3 = 1,x, = 3.
Dale plati f'(0) =0,f (1) = —10, f'(3) = 90.
Podle véty 4. ma f(x) v bod¢€ x3 = 1 lokalni maximum a v bod¢ x, = 3 lokalni minimum.
Zbyva rozhodnout pomoci véty 5. 0 situaci v bod¢ x; = 0.
Protoze f" (x) = 60x% — 120x + 30, f”(0) = 30 = B, nema f(x) extrém ve stacionar-

nim bodé€ x; = 0.
|

4.2.3 INFLEXNi BODY FUNKCE

Inflexni bod funkce je bod, v némz graf funkce prechazi z jedné strany své tecny na
druhou. Je to na Obr. 11 bod I, v némz se funkce f(x) méni z funkce konvexni na kon-
kavni nebo obracens. Rikame také, Ze funkce f(x) ma v bodé x, inflexi.

Obrazek 11: Inflexni bod funkce

Nyni néas bude zajimat, za jakych podminek je bod x, inflexnim bodem.
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e ]V

Je-li x4 inflexnim bodem funkce f(x) a existuje-li druha derivace f”(x,), potom plati:
f'(x0) = 0.

N V]

Je-li f"(xg) = 0 ameéni-li f"(x) pii pfechodu pies bod x, znaménko, pak ma funkce
f(x) v bodé x, inflexi.

e ]V

Je-li f"(x0) = ... = f@(x,) = 0,kdezto f@"* D (x,) = A # 0, pak funkce f(x) ma
VvV bod¢ x, inflexi.

Je-li f"(x0) = ... = f@M(x,) = 0,kdezto f@"* D (x,) = A # 0, pak funkce f(x) ma
Vv bod¢ x, inflexi.

Tzn. ma-li funkce f(x) v bodé x, nulové vSechny derivace pocinaje druhou az do urcité
derivace sudého tadi (véetné), potom x, je inflexnim bodem funkce f(x), pokud bezpro-
sttedné nasledujici derivace lichého fadu je nenulova.

pesevisomn 3]

Ur&ete inflexni body a intervaly, na kterych je funkce f(x) = x* — 2x3 + 1 konvexni
nebo konkavni.

Reseni.

1. Urceni inflexnich bodu:
Nejprve vypocteme derivace
f'(x) = 4x3 — 6x2,
f(x) =12x% — 12x = 12x(x — 1),
f'(x) = 24x —12.
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Déle fe$ime rovnici f'(x) = 12x(x — 1) = 0.

Resenim dostaneme X-ové soufadnice bodf, ve kterych miZe existovat inflexe:
x;1=0,x, =1.

V téchto bodech uréime hodnotu tieti derivace: f'(0) = —12,f (1) = 12.

V obou piipadech jsou tieti derivace nenulové, proto body 1,[0,1], I,[1,0] jsou inflexnimi
body (Obr. 12).

Obrazek 12: Inflexni body funkce
2. Urceni intervali, na nichz je dana kiivka konvexni nebo konkévni:
Nejprve fesime nerovnice f”(x) > 0 nebo f'(x) < 0.
a. f'(x) =12x(x—1) > 0.
Funkce je konvexni v intervalu (—oo, 0) a také v intervalu (1, ).
b. f'(x) =12x(x —1) < 0.
Funkce je konkavni pro (0,1).

4.2.4 KONVEXNOST A KONKAVNOST FUNKCE

Obdobné¢ jako monoténnost funkce, tak i konvexnost a konkavnost jsme definovali v kapi-
tole vénované funkcim. Prakticky ji ovSem budeme vysetfovat v zavislosti na znaménku
druhé¢ derivace funkce podle nize uvedené véty.

[v]

Jestlize v intervalu | = (a, b) plati nerovnost:

f (x) <0, konkévni.
Resenim uvedenych nerovnic urcime intervaly, na kterych furkce je konvexni nebo kon-
kavni.

f (x)>0, pak funkce f jev tomto intervalu ikonvexni’
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pesevivoms ]

Urcete intervaly, na kterych je funkce f(x) = x3 + 6x2 — 15x konvexni nebo konkavni.

Reseni.

Vypocteme nejprve druhou derivaci funkce a pak vyfeSime ptislusné nerovnice:
ffx)=6x+12>0 = x>-2,
ffx)<0 = x<-2.

Funkce f(x) je konvexni v intervalu (—2, ) a konkavni v intervalu (—oo, —2).

4.3 Aplikace pojmu derivace funkce

Tato ¢ast kapitoly obsahuje ptiklad, ktery je vénovan aplikaci pojmu derivace funkce
k feseni Glohy o vypo¢tu maximalniho zisku.

pesevivoms 3]

Pujcovna aut disponuje 50 osobnimi auty. Dlouhodobym pozorovanim se zjistilo, Ze pfi
dennim pronajmu jednoho auta za 600K ¢ se dosahuje plna denni pronajimatelnost a kazdé

zvySeni pronajmu o 30K¢ zplsobuje ubytek zajmu o jedno auto. Jakou cenu pronajmu
mame stanovit, aby zisk firmy byl maximalni, jestlize nové kalkulace na denni rezijni na-
klady pronajatého auta vychéazeji pijcovnu na 60K¢.

Reseni.

KdyZ X oznacuje pocet pronajatych aut, pak 50 — x aut zlistdva denné nepronajatych,
coz je dusledek zvySeného prondjmu 0 30 - (50 — x). Pak denni zisk ptijéovny je roven

P(x) = (600 +30- (50 — x)) - x — 60x = 2040x — 30x2 .

Kvadraticka funkce P(x) je konkavni parabola, kterd ma jediné lokani i globalni ma-
ximum ve stacionarnim bodé x,, pro ktery plati P (x,) = 2040 — 60x, = 0 = x, = 34 .

Zvyseny pronajem o 30 - (50 — 34) = 480K¢. To je 600K¢ + 480K¢ = 1080K¢E na
jedno auto. Pfi dennim prondjmu 34 aut je maximalni denni zisk v hodnoté P(34) =
34680K¢.

77



Diferencialni pocet funkce jedné redlné promeénné

o sawosrame oy ]

1) Vypoététe prvni derivaci dané funkce a uréete D(y)

a.y = Vx2 b. y=§—x+ln5
2

c.y=3x2—3x d. y=x3/x

_ ¢ o
& V= (3x-2) ' Y= 7x5—x+2

x+1 1 4
g. y—ZE h. y—(;+4)
2) Vypoctéte prvni derivaci dané funkce auréete D(y)
2
a. b. y = N
_ 5 q 83
¢ y= 2x2-5x+1 ' Y= x3+x-1
_ 5x%+4x-2 . 3

¢ V=g ' )

_ A+ — 2 _4 6
9 V=10 h. y=(7x x+6)
. _ 1 . _ 3Vx
b Y T ey I YT an
K y=— | =——
Y= sin3 2x ' y= sin x+cos x

3) Urcete lokalni extrémy funkci. Symbolem V, resp.VV oznacujeme ve vysledcich
lokalni maximum, resp. lokdlni minimum funkce.

a. f(x)=x>+12x> +36x—4

b. f(x)=x"+x+1

c. f(x)=-—x"+x’

d. f(x)=025x"+x’

4) Urcete inflexni body funkce f(x) a intervaly, v nichz je tato funkce konvexni nebo

konkavni.

a. f(x)=x"-10x*+x+3

b. f(x)=e*+x*+x*

c. f(x)=2x"+Inx, x>0
)=1

(
(

f(x

, X=x1
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a x#0;y T b x#0;y ==5-1
X
c x¢0,3/’——334x5 ﬁ d xZO;y—Z\/xF’
2 ' 9
¢ xF 3 YT (3x—2)2
5 o —3x(21x%+x—4)
f. 7x x+2+0; y = 75 —x12)?
£1; y = — h. x#0; ’—_—4(1+4)3
g. x Y ~ (x-1)? S P Y =2 \s
ax>0; y =—+———3Vx
' P Y T T e
0 =7
b. x+0; vy N
2 ., —20x+25
c. 2x*—=5x+1+#0; y' = T sxi1)
3 _ o 8x%(2x-3)
d x>+x—1+0; y = 2
;X% 4+74x+7
& Y T Tz
' 6Xx
f.x+x1;, y = RErD
v — 1-V2
9. x>0;y T 2Vx(1+V2x)?
h. x#0; y' = 6(14x + ) (7x2 — =+ 6)3
3 1
Px>1; y =-—=
Y 4 (4x=1)
. o 3(1-3x%)
x>0y = 2Vx(x2+1)2
k. sin2x#0;y =—-30cos2xsin™*2x
| 2 _1 r __ sinx+cos x+x(sin x—cos x)
osmex#E-—LY = 1+sin 2x
a. V= (—6,-50), V = (-2,-82) b. lokalni extrémy neexistuji
c V=(3,ij,\_f=<o,0) d. \_f(— 3,—2—7j
3727 4

o

inflexni bod X =1; konvexniv (L,); konkavni v (~o0,1)
b.  inflexni bod neexistuje, konvexni v R

C. inflexni bod X = %; konvexni v (% : Ooj; konkavni v (0, %j
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d.  inflexni bod neexistuje; konvexni v (~1,1); konkavni v (—o0,~1)U (L, )

[ swmortnapmrory ]

Tato kapitola studijni opory uzavira ¢ast vénujici se matematické oblasti. V této kapitole
jste se seznamili s derivaci funkce jedné redlné proménné. Byly zde uvedeny zakladni
vztahy pro derivovéani a vzorce pro derivaci elementarnich funkci. VySetrovani pribehu
funkce patii k zékladnim znalostem. V tomto pfedmétu je diiraz kladen na vypocet extrému
funkce, urceni intervalli monotonnosti, vypocet inflexnich bodil a urceni intervali konvex-
nosti a konkavnosti.

Diferencidlni pocet je kliCovym nastrojem pro ekonomy a analytiky pfi analyze ekono-
mickych jevill, rozhodovani a formulovani strategii v riznych oblastech ekonomie a financ-
niho svéta. Derivace se pouzivaji k analyze pruznosti poptavky a nabidky v reakci na
zmény cen a dalsich faktort. Tyto analyzy jsou klicové pro porozuméni chovani trhu a
stanoveni optimalnich cenovych strategii. V ekonometrii se diferencialni pocet pouziva
k odhadu parametri ekonometrickych modelt a analyze jejich vlastnosti. V oblasti finan¢ni
matematiky se diferencidlni pocet pouziva k modelovani riznych finan¢nich instrumentt a
derivatl, analyze rizika a stanoveni cenovych strategii.
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5 POPISNA STATISTIKA — KVALITATIVNI A KVANTITA-
TIVNI ZNAKY

mowrmmeoaeroy  [[@]

Cilem statistiky je odhalit zakonitosti a analyzovat informace, které jsou obsazeny ve
velkém mnozstvi dat v ¢iselné i1 neciselné podobé€. Prvnim krokem k tomuto cili je zpte-
hlednéni dat. Obvyklé jsou dva piistupy: popisna statistika a induktivni statistika.

Do popisné statistiky patii grafické znazornéni dat, které zpravidla vyuziva uz provede-
ného tfidéni a vypoctenych charakteristik. Mezi zakladni charakteristiky polohy patti: pru-
mér, modus a median. Mezi charakteristiky polohy patfi: rozptyl, smérodatna odchylka,
rozpéti, variacni koeficient.

ey ]

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e rozdélit statistické znaky,

e uvést piiklady kvalitativnich a kvantitativnich znakd,

e Vvypocitat charakteristiky polohy: primér, modus, median,

e vypocitat charakteristiky variability: rozptyl, smérodatnou odchylku, rozpéti,

varia¢ni koeficient.
|

casrormenvicsnow 1]

K prostudovani této kapitoly budete potiebovat asi 90 minut.

|
Statistické znaky, kvalitativni statisticky znak, kvantitativni statisticky znak, pramér,
modus, median, rozptyl, smérodatnou odchylku, rozpéti, variaéni koeficient.

|
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Popisna statistika — kvalitativni a kvantitativni znaky

5.1 Statistické znaky

Jednotlivé objekty statistického zkoumani nazyvame statistické jednotky.
Statistickymi jednotkami mohou byt naptiklad zakaznici, zaméstnaci firmy, samotné firmy
nebo organizace urcitého typu, jako jsou prodejny potravin, supermarkety ucité¢ho fetézce
(napf. Hypernova), ale i studenti SU OPF, voli¢i v CR, téz vyrobky (napf. televizory,
pocitace aj.), nebo také udalosti (uzavérky, urazy, vrhy hraci kostkou apod.).

Souhrn statistickych jednotek stejného vymezeni tvofi statisticky soubor. Soubor, ktery
obsahuje vSechny statistické jednotky daného vymezeni, se nazyva zakladni soubor (t¢Z
populaéni soubor nebo kratce populace). Vybrana ¢ast zakladniho souboru se nazyva vy-
bérovy soubor, téz vzorek. V praxi se setkavame predevsim s vybérovymi soubory, nebot’
populacni soubory jsou jen ziidka dostupné.

Predmétem analyzy statistickych soubort jsou vlastnosti jejich statistickych jednotek.
Témto vlastnostem fikame statistické znaky a z dtivodu jejich dalsiho sledovani je podrob-
néji ¢lenime na:

znaky kvalitativni (n¢kdy téz slovni, textové nebo alfanumerické),
znaky kvantitativni (téz ¢iselné, metrické, méfitelné).

Ptikladem kvalitativnich znaki mohou byt pohlavi zdkaznika, typ podniku, bydlisté vo-
lice, barva vyrobku, chut’ népoje, spokojenost zadkaznika apod.

Jako ptiklady kvantitativnich znak mohou slouzit trzby firmy za mésic, cena vyrobku,
pocet zakaznikd za den, HDP statu v USD, vysledky vrhu hraci kostkou apod.

Nebude-1i hrozit nedorozuméni, budeme namisto ,,statisticky znak* pouzivat pouze
,,znak®,

o 24

Konkrétn¢ kvalitativni znaky ¢lenime na dvé skupiny:
nominalni znaky (téz jmenovité),
ordinalni znaky (téz potadové).

Hodnotam, kterych nabyvaji kvalitativni znaky, fikame kategorie. Tak napiiklad kate-
goriemi znaku ,,pohlavi zakaznika“ jsou ,,Muz* a ,,Zena“ (nebo M a Z, popiipadé z angli¢-
tiny M — , Male* a F — ,,Female*), kategoriemi znaku ,,spokojenost zakaznika* mohou byt
3 vyrazy ,,nizkd", ,,praimérna*“ a ,,vysoka“, nebo téz 3 kody ,,1*, ,,2 a ,,3%. Pfestoze se
V tomto piipad¢ vyjadiuje znak spokojenost zakaznika Cisly 1, 2 a 3, nejedna se o kvanti-
tativni znak, nebot’ ¢isla zde pouze nahrazuji piislusné slovni vyrazy.

Kategorie nominélnich znaki jsou navzajem rovnocenné, a tudiz je nelze vzéjemné po-
rovnavat a uspotadat do hodnotové stupnice. Na druhou stranu kategorie ordinalnich znakt
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nejsou rovnocenné, a tudiz je 1ze vzdjemné porovnavat a uspotadat do hodnotové stupnice,
napt. od nejméné hodnotného k nejvice hodnotnému.

Kvantitativni znaky rovnéz ¢lenime do dvou skupin na:
diskrétni znaky (konec¢né nebo nekonecné),
spojité znaky.

Diskrétni znaky nabyvaji izolovanych ¢iselnych hodnot. Napiiklad pocet zdkazniki
Vv prodejné za den miize nabyvat hodnot 0, 1, 2, 3,... atd., neni shora omezen (alespon teo-
reticky) a jedna se tudiz o nekoneény diskrétni znak. Pocet ok na hraci kostce je naproti
tomu omezeny, konkrétné nabyva hodnot 1, 2,..., 6, jednd se proto o kone¢ny diskrétni
znak. Naopak spojité znaky nabyvaji vS§ech moZnych ¢iselnych hodnot z ur¢itého ¢iselného
intervalu. Pfesnéji fikdme, Ze nabyvaji hodnot vSech realnych ¢isel z daného intervalu,
ktery ov§em mize byt i neomezeny, (-co; +0).

Prehledné je struktura statistickych znakii znazornéna na Obr. 13.

Statistické znaky

kvalitativni v kvantitativni

nomindlni |, v | ordinalni diskrétni |, v spojité

A 4

Obrazek 13: Struktura statistickych znaki

pesevioon: 3]

Dopliite hodnoty v tabulce. Data piedstavuji pocet déti v 33 rodinach.

pocet déti | Cetnosti | relativni Cetnosti | kumulativni ¢etnosti | relativni kumulativni ¢etnosti
0 6
1 7
2 14
3 5
4

Na zékladé informaci z prvniho ptikladu odpovézte na nasledujici otazky:
a) V kolika rodinach maji 4 déti?
b) Kolik procent z dotazovanych rodin ma 2 déti?
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c) Kolik rodin ma méné nez 2 déti?
d) Kaolik procent z dotazovanych rodin ma nejvyse 2 déti?

ReSeni.
kumulativni relativni kumula-
pocet déti | Cetnosti | relativni Cetnosti cetnosti tivni Cetnosti
0 6 0,18 6 0,18
1 7 0,21 13 0,39
2 14 0,42 27 0,82
3 0,15 32 0,97
4 1 0,03 33 1,00

a)l;, b)42%; ¢)13; d)82%

5.2 Kvalitativni znaky

Nejcetnéjsi hodnota (kategorie) statistického znaku X v daném statistickém souboru se
nazyva modus a oznacuje se ,,stfiskou”, tedy X.

Nejcetnéjsi hodnota nemusi existovat jedina, statisticky soubor, v némz existuji dvé nej-
¢etng€jsi hodnoty (samoziejme se stejnou Cetnosti), se nazyva bimodalni, existuje-li tako-
vych hodnot v souboru vice, pak se statisticky soubor nazyvd multimodalni.

U ordinélniho znaku miizeme krom¢ modu v daném souboru vyuzit jesté dalsi charak-
teristiku polohy — prostiedni hodnotu v souboru statistickych jednotek uspotfadanych podle
hodnoty znaku.

Median piedstavuje hodnotu odpovidajici prostfedni jednotce v souboru jednotek uspo-
fadanych podle ordinalniho ukazatele X, to je takovou hodnotu, kdy existuje stejny pocet
jednotek v souboru s mensi nebo stejnou hodnotou znaku a stejny pocet jednotek s vetsi
nebo stejnou hodnotou (kategorii). Pfi sudém poctu statistickych jednotek neexistuje po-
chopitelné zadna prostiedni jednotka, prostfedni jednotky jsou (sousedni) dvé a median se
pak definuje jako hodnota mensi z nich.

5.3 Kvantitativni znaky

5.3.1 CETNOSTI

Zakladni metodou zpracovani ¢iselnych dat velkého rozsahu je rozdéleni ¢etnosti. Ptikla-
dem je nas soubor Firma (viz Ptiloha), ktery obsahuje kvantitativni znak VEk s tdaji o 200
pracovnicich Firmy.
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Rozdéleni cetnosti predstavuje pocCet udaji, které piinalezi kazdému ze zadanych nepie-
kryvajicich se intervalii nazyvanych tfidami. Ttida je v naSem ptikladu definovana jako
interval téch hodnot znaku V¢k, které jsou vétsi, pfipadné se rovnaji 18 a soucasné jsou
mensinez 23. U kazdé tfidy rozezndvame dolni hranici, horni hranici a Sifku tridy. Ttridy
v rozdéleni Cetnosti museji splitovat nasledujici podminku: kazdy udaj z analyzovaného
souboru lezi pravé v jediné tiidé. Z této podminky vyplyvaji 2 dilezité vlastnosti tiid:

e tfidy se vzajemné nepiekryvaji,

e vSechny tfidy pokryvaji celou oblast hodnot dat.
Navic pozadujeme 3. vlastnost:

o Sitka vSech tid je stejna.
Cetnost tiidy je definovana jako podet hodnot, které piislusi do této t¥idy. V nasem pii-
kladé je Cetnost tiidy rovna 7. V této souvislosti definujeme jesté¢ dalsi pouzivané pojmy:
Rozpéti R piedstavuje rozdil mezi maximalni a minimalni hodnotou dat, tedy:

R = max Xi - min x;,

kde xi jsou jednotliva data. V nasem piikladu je

R=62—-18 =44.

V metod¢ rozdé€leni Cetnosti se nejprve stanovi pocet tiid, ktery zfejmé zavisi na mnozstvi
analyzovanych dat, tj. poétu statistickych jednotek. Poéet t¥id nesmi byt pfili§ velky. Cim
mensi je pocet jednotek, tim mensi musi byt zaroven pocet tfid, jinak by nékteré tidy ne-
obsahovaly zadna data, byly by tak ,,zbyte¢né*. Na druhou stranu nesmi byt pocet tiid ani
ptili§ maly, pak by totiZ vysledné rozdéleni Cetnosti poskytovalo jen malou informaci o
analyzovaném souboru. Piedstavte si naptiklad krajni situaci s jedinou tfidou, kde se na-
chazi vSechna data. Takové extrémni ,,rozdéleni Cetnosti nedava o rozdéleni hodnot v sou-
boru prakticky Zadnou informaci. Pocet tfid je n€kdy pfirozené uren vécnou podstatou
dat, kdy $itka tfidy je napi. dana ptedpisy, tradici nebo zkusenostmi. Pokud tomu tak neni,
pak pro stanoveni poctu tfid (intervali) k se ¢asto pouziva tzv. Sturgersovo pravidlo:

k = Round (3,3log,o(n)) + 1,

kde k je pocet tfid, n je pocet hodnot kvantitativniho znaku, jez jsou k dispozici, vyraz
Round(a) oznacuje zaokrouhleni ¢isla a na celé ¢islo. Pro nas priklad je

k = Round (3,310g10(200)) + 1 = Round(3,3-2,3) + 1 =Round (7,59) + 1 =
=8+1=09.

Pocet tiid v naSem pftikladu je podle Sturgersova pravidla roven 9. Konkrétni tfidy stano-
vime tak, aby leva hranice 1. tfidy, oznacime ji L, byla mensi (nebo rovna) nez minimalni
hodnota v souboru oznac¢ena min X; a prava hranice 9. tfidy, oznac¢ime ji P, byla vétsi (nebo
rovna) nez maximalni hodnota v souboru max x;. V nasem ptikladu jsme konkrétné zvolili
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L = 18 a P = 63. Siiku téidy dostaneme tak, Ze rozdélime celou oblast pokrytou tfidami na
k stejnych intervald, piicemz K je pfedem stanoveny poéet tid. Sitka tiidy z tedy je  z =
(P —L)/K,

konkrétn¢ v naSem ptikladu obdrzime z = (63 —18)/9 =5.

Kumulativni ¢etnost v dané tridé je soucet Cetnosti vSech predchozich tfid a Cetnosti dané
tfidy. Relativni ¢etnost dané tiidy je podil jeji Cetnosti a celkového poctu dat. V nasem
piikladu je relativni Cetnost tfidy "vétsi rovno 18 a zaroveinn mensi nez 23" rovna 7/200 =
0,035. Kumulativni relativni ¢etnost dan¢ tfidy je soucet relativnich Cetnosti vSech pred-
chozich tfid a dané tridy.

Histogram cetnosti piedstavuje sloupcovy graf zndzortiujici rozdéleni ¢etnosti pro kvan-
titativni znak. Spojenim stfedll hornich zékladen jednotlivych sloupcii v histogramu lome-
nou ¢arou ziskame polygon ¢etnosti.

Tridy |Cetnost | Kumulativni éetnost | Relativni éetnost | Kumulat. relat. éetnost
[18,23] 8 8 0,040 0,040
(23,28] 35 43 0,175 0,215
(28,33] 20 63 0,100 0,315
(33,38] 31 94 0,155 0,470
(38,43] 21 115 0,105 0,575
(43,48]| 34 149 0,170 0,745
(48,53] 16 165 0,080 0,825
(53,58] 27 192 0,135 0,960
(58,63] 8 200 0,040 1,000

Vékova struktura Firmy

45

40 A 35

35 - — 31 ﬁ

30 - ] 27
25 20 21
20 - 16

15 4
10 | 8 8

[18,23] (23,28] (28,33] (33,38] (38,43] (43,48] (48,53] (53,58] (58,63]
Tridy

Cetnosti

Obrazek 14: Rozdéleni ¢etnosti

Jak je vidét z naseho ptikladu, rozdéleni Cetnosti jako statisticka metoda poskytuje kom-
plexni pohled na sledovanou problematiku vékové struktury zaméstnancti Firmy.
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5.3.2 MODUS A MEDIAN

Nejcetn¢jsi hodnota statistického znaku x v daném statistickém souboru se nazyva mo-
dus a oznacuje se X. Avsak u kvantitativnich dat, zejména pak spojitych, ztraci modus na
vyznamu, nebot’ s tim, jak mohou hodnoty nabyvat libovolnych ¢isel, stava se zfidka, Ze se
stejné hodnoty vicekrat opakuji. Nastava situace, kdy médem je kazda hodnota s poctem
opakovani 1. Proto v ptipad¢ kvantitativnich dat pojem modus modifikujeme a pouzivame
pojem modalni tiida, coZ je nejcetnéjsi tiida v daném rozdéleni ¢etnosti. Modalni tfida
pak ovSem neni jediné Cislo, jako v pfipadé modu, ale cely interval ¢isel, jehoz velikost
z4visi na zvolené metod¢ rozd¢€leni Cetnosti. MiiZe se tedy stat (mozné pro nékoho ponékud
paradoxn¢), Ze modus nelezi v modalni tride.

Median ptedstavuje hodnotu odpovidajici prostiedni jednotce v souboru jednotek uspo-
fadanych podle kvantitativniho znaku X, to je takovou hodnotu, kdy existuje stejny pocet
jednotek v souboru s mensi nebo stejnou hodnotou znaku a jednotek s vétsi nebo stejnou
hodnotou. Pii sudém poctu statistickych jednotek neexistuje pochopitelné zadna prostiedni
jednotka, prostfedni jednotky jsou (sousedni) dvé a median se pak definuje jako hodnota
mensi z nich. V piipadé kvantitativniho znaku se v literatufe mizete setkat s tim, ze se
median definuje jako aritmeticky prumér téchto dvou sousednich hodnot.

5.3.3 KVANTILY

Mezi charakteristiky polohy patfi také tzv. kvantily. Kvantil je takova hodnota, ktera
rozdé€luje (uspofadany) soubor hodnot urcitého znaku na dvé specifikované ¢asti. Jedna
obsahuje statistické jednotky s hodnotami, které jsou mensi nebo rovny kvantilu, druha
obsahuje hodnoty, které jsou vétsi, nebo se rovnaji kvantilu.

Ptesnéji, p-procentni kvantit x;, je nejmensi hodnota znaku, pro kterou plati:
1. alesponi p procent vSech jednotek ma hodnotu mensi nebo rovnu x,,
2. alesponi (100 — p) procent vSech jednotek ma hodnotu vétsi (eventudlné rovnu) x,,.

Podle této definice je medidn 50-procentnim kvantilem. Je obvyklé, ze 25 % a 75 %
kvantily nazyvame kvartily (dolni a horni). Dale 10 %, 20 %, 30 %,...,90 % kvantily na-
zyvame decily, 1 %, 2 %, 3 %,..., 99 % kvantily se nazyvaji percentily

pesevioom: 3]

Uvazujme nasledujici soubor hodnot 21 ndkupii v supermarketu uspoiadanych podle ve-
likosti:

87



Popisna statistika — kvalitativni a kvantitativni znaky

102, 121, 123, 123, 123, 123, 215, 215, 233, 289, 320, 320, 320, 435, 450, 450, 500,
550, 580, 876, 1236.

Stanovte 20 a 25 % kvantily: X2, X2s.

Reseni.

Vime, ze 20 % z 21 jednotek je 4,2. Ukazeme, ze pro 20 % kvantil plati: Xz0 = 123. Je
tedy splnéna druha podminka z definice kvantilu, totiz, Ze vice nez 80 % jednotek ma hod-
notu vétsi nebo rovnu 123.

Ze stejného duvodu je ¢islo 123 p-procentnim kvantilem pro kazdé p z intervalu (9,52;
28,57], tedy specialné plati x25 = 123. Jak je vidét, pro rizné hodnoty p dostavame stejny p
% kvantil. Pro konkrétni hodnotu p v8ak v souboru existuje pouze jediny kvantil! Z tohoto
divodu je v definici kvantilu podminka, Ze jde o nejmensi hodnotu spliiujici podminky 1 a
2.

5.3.4 PRUMERY

Aritmeticky primér stanovime tak, Ze secteme jednotlivé vysledky méfeni nebo zjis-
tovani a délime celkovy soucet poctem jednotek. RozliSujeme pritom primér z celého sou-
boru udajii (napt. vSech obyvatel republiky), nebo jen z urcit¢ho vzorku — vybéru (napf.
nahodné dotazovanych chodcti na Univerzitnim nameésti v Karviné). Ten prvni nazyvame
populaénim primérem a oznacujeme jej feckym pismenem g (mi), pro ten druhy pouzi-
vame oznaceni X s hornim pruhem, tedy X a nazyvame jej vybérovym pramérem. Zda se
jedna o vybérovy nebo populacni primér, zavisi na konkrétni situaci. Vybereme-li z popu-
lace vSechny prvky, pak vybérovy a populacni soubor budou totozné. Matematické vyjad-
feni je nasledujici:

1
populacni primer: I = Ezli\;l X;, (5.1)
14 v r o v ~ 1
vybérovy prumér: X = =1 % (5.2)

Ptitom N pfedstavuje pocet statistickych jednotek v popula¢niho souboru, n piedstavuje
pocet jednotek v ptisluSného vybéru. Pro aritmeticky priimér plati:

Y (i — ) = 0, resp. 2isq(x; — %) = 0.
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5.3.5 VARIACNIi ROZPETIi, ROZPTYL, SMERODATNA ODCHYLKA
Varia¢ni rozpéti je ddno vztahem: R = MAX — MIN.

Rozptyl je aritmetickym primérem kvadrati odchylek od aritmetického priméru. Podle
toho, zda se jedna o rozptyl z celého souboru — celé populace, nebo jen rozptyl z jistého
vzorku — vybéru z této populace, rozlisujeme populaéni rozptyl, kterému fikame jednoduse
rozptyl, oznacujeme jej a2 (“'sigma na druhou"), a vybérovy rozptyl, oznadujeme jej s
("es na druhou™). Jedna se o analogii s primérem a vybérovym prumérem. Vzorce pro vy-
pocet pruiméru a vybérového priméru se formalné neliSily, u rozptyli vSak dochézi k
drobné odlisnosti obou vzorcl. Zatimco u rozptylu (populacniho) se soucet kvadrati déli
poctem vsech s¢itancti, u vybérového rozptylu se soucet ctverct déli poctem sé¢itancti zmen-
Senym o jeden.

Vzorce vypadaji nasledovné:

1 1
0% = LBl G = = T B xf - 53)

1 _
s?=—¥i (- %) =

(5.4)

Smérodatna odchylka je odmocninou z rozptylu. Ve shod¢ s pfedchozi terminologii roz-
liSujeme populacéni smérodatnou odchylku, oznacujeme ji o, a fikdme ji smérodatna
odchylka, a vybérovou smérodatnou odchylku, ktera je odmocninou z vybérového roz-
ptylu, oznacujeme S.

peseviooms 3]

Z osobnich zdznaml vybranych péti zamé&stnanct jisté firmy o poctu dnli nepfitomnosti
V minulem roce dostavame tato data:

Osobni ¢islo zaméstnance Pocet dnli nemoci
10786 3
10954 3
21334 4
23156 7
36511 8

Reseni.
Jaky je primérny pocet dni nepfitomnosti, rozptyl a smérodatna odchylka?
§2 = Lxi*-nx® _ 3°+.+8°-55% 22 5t

n-1 4 4
s =4/55=2,35

Primérny pocet dnti nepiitomnosti je 5, rozptyl je 5,5 a smérodatna odchylka je 2,35 dne.
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5.3.6 VARIACNi KOEFICIENT

Variaéni koeficient je nastroj nezavisly na mérnych jednotkach. Pouziva se ¢asto jako
mira rizika cennych papirQ pfi investovani. Definujeme jej jako podil priméru a sméro-
datné odchylky a vyjadiujeme jej Casto v procentech:

V= % resp. v =-, (5.5)

=il

podle toho, jedné-li se o populacni, resp. vybérovy variacni koeficient. Pro vyjadfeni
varia¢niho koeficientu v procentech (z priiméru) nasobime vyraz ve (5.5) ¢islem 100.

B

Aritmeticky primér dennich cen akcie A za uplynuly rok je 580 K¢, pfi¢emz smérodatna
odchylka je 150 K¢. Stejné tak pro akcie B byl primér 270 K¢ a smérodatna odchylka je
90 K¢. U kterych akcii kolisala cena vice?

Reseni.
Kolisani ceny akcii vyjadiime pomoci variacniho koeficientu (5.5): 25,8 %, resp. 33,3 %.

Z vypoctu je ziejmé, ze cena akcii B kolisala vice nez A. Pti finan¢nich analyzach slouzi
jak smérodatna odchylka, tak zejména variacni koeficient, jako mira rizika. Proto mizeme
konstatovat, ze akcie A jsou mén¢ rizikové, nez akcie B.

5.3.7 KOEFICIENT SIKMOSTI

Koeficient Sikmosti vyjadiuje tvar rozdé€leni cetnosti pomoci jediného ¢isla. Koeficient
Sikmosti definujeme nasledovne:

S, =D (5.6)

(42

kde u je popula¢ni aritmeticky primér a je median. Koeficient vybérové sikmosti ma
analogicky tvar, populaéni charakteristiky £, resp. o jsou nahrazeny vybérovymi charakte-
_ 3(%-%)

ristikami , resp. s, tedy Sk ="~

Pokud je tato Sikmost rovna nule, potom je histogram ¢etnosti symetricky v tom smyslu,
ze median a aritmeticky pramér (pfipadné i modus) jsou stejné. Koeficient Sikmosti je tim
mensi (zaporny), ¢im je graf polygonu Cetnosti vice zeSikmen doleva, naopak, Sikmost je
tim v¢étsi (kladnd), ¢im je graf zeSikmen vice doprava.
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peseviooms 3]

Kreditni kanceldi obchodniho domu TREFA zasila pravideln¢ svym zdkaznikiim vykaz o
dluznych ¢astkach. Ty jsou zaznamendny v tabulce:

337,00 563,20 109,70 450,90
570,50 398,90 501,20 594,90
99,70 625,40 201,50 421,60
759,30 214,70 99,60 344,20
486,70 360,50 637,50 185,60
352,60 177,60 327,60 681,00
214,90 827,00 539,10 397,30
59,70 300,60 150,00 790,10
212,50 501,00 417,20 271,80
948,60 199,20 250,10 514,50

a. Analyzujte soubor metodou rozdéleni Cetnosti.

b. Naleznéte aritmeticky pramér, median a modalni tfidu dluznych ¢astek.

c. Naleznéte rozpéti, smérodatnou odchylku, varia¢ni koeficient a Sikmost dluznych ¢as-
tek.

Reseni.

a. Podle Sturgersova pravidla stanovte pocet tfid k = 6. Protoze minimalni hodnota uvede-
ného souboru dat je min = 59,70 a maximalni hodnota max = 948,60, je vhodné volit dolni
hranici prvni tfidy L = 50 a horni hranici posledni tiidy P = 950. Sitka kazdé t¥idy je (950-
50)/6 = 150.

Znate-li Cetnosti jednotlivych ttid, sestrojite histogram ¢etnosti. Jedna se o sloupcovy graf,
jehoz kazdy sloupec ma vysku piimo timérnou Cetnosti piislusné tridy.

Trida Cetnost
[50,200] 8
(200,350] 10
(350,500] 8
(500,650] 9
(650,800] 3
(800,950] 2

b. Aritmeticky primér souboru Dluzné ¢astky stanovite podle (5.1):
1 =402,375 .
Median Dluzné ¢astky je hodnota odpovidajici prostiedni jednotce v souboru jedno-
tek uspotfadanych podle znaku Dluzné castky. Protoze vSak je pocet jednotek v souboru

v

360,50.
Z Obr. 15 vyplyva, Ze modalni tiida pifislusna k vySe uvedenému rozdéleni ¢etnosti
je interval (200; 350].
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Obrazek 15: Graf ¢etnosti dluzné ¢astky

€. Rozpéti R vypocitame jako R = 948,6 — 59,7 = 888,9.

Smérodatna odchylka o = 217,65 .

Variaéni koeficient: V =54,09 % .

Sikmost: Sk = 0,577, tedy histogram &etnosti je nesymetricky, mirné vychyleny smérem
doprava.

5.4 Paradoxy v teorii pravdépodobnosti

Ve svété pravdépodobnosti se Casto setkdvame s fascinujicimi situacemi, které na prvni
pohled mohou plisobit zmatené€ nebo zdanlivé protichlidné. Tyto situace, které v sobé nesou
rozpor nebo neintuitivni chovani, jsou znamy jako paradoxy v teorii pravdépodobnosti.
Ackoli mohou byt na prvni pohled zmatené, mohou nam tyto paradoxy pomoci lépe poro-
zumét zékladnim principiim pravdépodobnosti a rozhodovani.

V této kapitole se zamétime na nékolik kli¢ovych paradoxt v oblasti teorie pravdépo-
dobnosti, zkoumajicich riizné aspekty pravdépodobnostnich jevii a rozhodovani. Prozkou-
mame jejich historii, matematické pozadi a praktické disledky, abychom lépe porozuméli
jejich podstaté a vlivu na naSe chapani pravdépodobnostnich jevi ve svété kolem nas. Tato
kapitola vyuziva informaci ze zdroje Matematika polopaté (https://www.matweb.cz/kate-
gorie-kombinatorika/), zalozka Paradoxy.

5.4.1 PROBLEM TRi DVERI

Problém tii dvefi, nékdy téz Monty-Halliv problém, je pravdépodobnosti tloha, ktera
nejednoho ¢loveéka dokaze zmast.
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M¢jme troje dveie. Moderator Monty Hall umistil za jedny dvefe auto, za ostatni dvere
umisti kolobézku. Vasim tkolem je najit a vybrat ty dvefe, za kterymi je auto. V tuto chvili
vas vybidne, abyste si zvolil jedny ze tfi dvefi, oznaCme je A, B a C. Vy si vyberete jedny
dvere, feknéme B. Dale vstupuje do hry moderator, ktery ze zbyvajicich dvefi, tj. A, C,
otevie ty dvere, za kterymi se skryva kolobézka — tedy prozradi vam dvete, které urcité
nevedou k cili. Reknéme, Ze otevie dvefe A.

Pointa cel¢ho problému je v nasledujicim kroku — moderator vdm nabidne, ze mtizete
svou volbu zménit. Vy jste si nejdiiv vybral dveie B, pak vam moderator fekl, Ze za dveimi
A auto neni a nabizi vdm, Ze mliZete zménit svou volbu na dvete C. Ale miiZete si ponechat
svou pivodni volbu B.

Jak se rozhodnete? Je vEtsi Sance, Ze auto bude za dvefmi B, nebo za dvefrmi C? Nebo
je to jedno?

Reseni

Mate troje dvete. Jedny dvete jsou ze hry, takze vlastné mate uz jen dvoje dvere. Za
jednémi z téchto dveti urcit¢ auto je. O zbyvajicich dvou dvefi nic nevite, zddnou dalsi
indicii k dispozici nemate. Takze pravdépodobnost je samoziejmé 50 % u obou dveii. Re-
Seni je to ale samoziejmé Spatné.

Vyplati se zménit svou volbu na ty dvefe, které moderator nevytadil. K pochopeni si
muizeme rozepsat pravdépodobnosti od zacatku. Kdyz si poprvé volite dvete, tak pravdé-
podobnost, Ze zrovna za nimi bude auto, je 1/3. Zadnou dal§i indicii nemame, takZe prav-
dépodobnost je rozd€élena rovnomeérné, 1/3 pro kazdé dvete.

Takze pokud si zvolite dvete B, mate Sanci 1/3, Ze je za nimi auto. Zaroven existuje 2/3
pravdépodobnost, Ze se auto nachdzi za dvefmi A, nebo C. Je tedy pravdépodobnéjsi, ze se
auto nachazi za dveifmi, které jsme nezvolili.

V dal§im kroku vstupuje do hry moderator a otevie jedny z dvefi, za kterymi neni auto.
Moderator otevie dvetfe A. Za dvefmi A tak auto neni. Co se stane s tou 2/3 pravdépodob-
nosti? Vime, Ze pravdépodobnost, Ze je auto za dveimi A, nebo C je 2/3 a zaroven vime,
7e za dveimi A neni. 2/3 pravdépodobnost se tak pielije na dveie C. Sance, Ze auto je za
dveimi C je 2/3.

Nase Sance u dvefi B ale zGstava stale stejnd, ta se nijak nezménila. Takze mame 1/3
Sanci, ze je auto za dvefmi B, které jsme zvolili, a 2/3 Sanci, Ze je za dvefmi C, na které¢
muzeme svou volbu zménit. Je tak rozumné svou volbu zménit.

Vice dveri

Ptrikladu lze moZzna 1épe porozumét, pokud zvySime pocet dveii a modifikujeme tlohu
takto: méjme deset dveii. Na zacatku si soutézici vybere jedny dvete a moderator otevie
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vSechny dvete, krom¢ téch, které jsme zvolili a kromé téch, za kterymi je auto. Zadani je
prakticky stejné jako v pfedchozim piikladu.

Na za¢atku si vyberete dvefe 1. Sance, Ze je za nimi auto je 1/10. Je 9/10 pravdépodob-
nost, ze je auto za jinymi dveimi. Dale moderator odstrani 8 dvefi, za kterymi urcité auto
neni a ziistanou vam opét jen dvoje dvefe. Sance, Ze je auto za dvefmi, které vam moderétor
ponechal, je 9/10, zatimco Sance, ze je za vaSimi vybranymi dvetfmi je stale 1/10.

5.4.2 PRAVDEPODOBNOSTNi LHARUV PARADOX

Tento ptiklad je podobny klasickému paradoxu lhate, pouze je preveden do pravdépo-
dobnosti.

Pokud ndhodné zvolite odpovéd’ na tuto otazku, jaka je Sance, ze bude dana odpoved’
spravna?
A) 25 %
B) 50 %
C)0%
D) 25 %

Pivodni lhariv paradox

Priklad trpi klasickym problém tloh, které se odkazuji na sebe. Proto byl vySe zmiflovan
paradox lhate, ktery miize znit takto: ,,Tato véta je nepravdiva®. Paradox je v tom, Ze pokud
je ona véta opravdu nepravdiva, tak véta fikéa pravdu. Pokud ale véta fiké pravdu, tak piece
nemuZe byt pravdiva, vzdyt to sama o sobé tvrdi!

Reseni

V teSeni predpokladdme rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti, takze kazdou odpo-
véd’ miizeme nahodné zvolit s pravdépodobnosti 25 %.

Ptedpokladejme, Ze odpovéd’ A je spravna. Zde je podstatné, ze v odpovédi D je stejné
procento, takze pravdépodobnost, Ze zvolime odpovéd’ 25 % je 50 %. Proto nemiize byt
odpovéd’ A, ani D, spravna.

Pravdépodobnost, Ze zvolime odpovéd’ B je 25 %. Proto ani odpovéd’ B nemiize byt
spravnd, protoze ta fikd, Ze mame 50% Sanci na zvoleni spravné odpovédi.

Pravdépodobnost, Ze zvolime odpovéd C je 25 %. Proto ani odpovéd’ C nemiize byt
spravna, protoze ta fikd, Ze mame 0% Sanci na zvoleni spravné odpovédi.
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Jak je vidét, zddna z odpovédi neni spravna. Jakou tak mame Sanci, ze zvolime spravnou
odpovéd? Pokud zaddna z odpovédi neni spravna, tak mame 0% Sanci, Ze zvolime spravnou
odpovéd’. Coz je ovSem spor s tim, ze my ve skute¢nosti mame 25% pravdépodobnost, ze
zvolime odpovéd’, ktera fikd, ze mame 0% Sanci.

Uloha tak nema fe$eni, je to takovy hezky paradox, podobné jako klasicky Ihaitv para-
dox.

5.4.3 SIMPSONUV PARADOX

Simpsontv paradox je statisticky paradox pojmenovany po britském statistikovi. Para-
dox spociva v tom, ze mame-li dva subjekty, pficemz jeden z nich je ve vSech pozorovanich

vvvvvvvvvvvv

Mame dva riizné studenty na dvou riznych $kolach studujici dva riizné obory. Rikejme
Jim Jana a Martin. Oba dva pi$i za semestr ve svém piedmétu dva testy. Jana ma v prvnim
uspésnost 30 %, ve druhém 100 %. Martin mé v prvnim GspéSnost 25 %, ve druhém 75 %.

vvvvvv

vézenych otdzek, uz se to tak nemusi jevit. Podstatou problému je, Ze Jana s Martinem psali
rizné testy, protoze chodili na rizné skoly.

Jana totiz v prvnim testu mohla odpovédét spravné na 3 z 10 otazek (30% uspésnost) a
pak na 2 ze 2 otazek (100%). Celkem tak zodpovédéla spravné 5 z 12 otazek. Martin mohl
zodpovedét spravné 1 ze 4 (25%) a pak 6 z 8 otazek (75%). Celkem tak zodpoveédél 7 z 12

vvvvvv

Simpsoniiv paradox je docela obvykly a neni na ném nic nepochopitelného. Je pojme-
novany po Edwardu H. Simpsonovi, ktery tento jev jako prvni poifadné popsal — prvni
vyskyty tohoto paradoxu samoziejme byly 1 predtim.

5.4.4 PETROHRADSKY PARADOX

Petrohradsky paradox micha dohromady statistiku, rozhodovani a pravdépodobnost. V
Petrohradé mame kasino, které ndm nabizi hru, ve které mizeme vyhrat ur¢it¢ mnozstvi
penéz. NaSim ukolem je zjistit, jaké by bylo férové vstupné do této hry.
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Pokud vstoupime do hry, za¢ne krupiér hazet minci. Pokud v prvnim hodu padne hlava,
hra kon¢i a my jsme vyhrali jeden dolar. Pokud padne orel, hra pokracuje dale. V druhém
kole se opét hazi minci. Pokud padne hlava, hra kon¢i a my jsme vyhrali dvojnasobek pied-
chozi mozné vyhry, tedy dva dolary. Pokud padne orel, pokracujeme déle. Padne-li ve tie-
tim kole hlava, vyhravame Ctyti dolary. Padne-li ve ¢tvrtém kole, vyhravame osm dolart.

Kdyz to zobecnime — pokud padla hlava v k-tém kole, pak jsme vyhrali 2~ dolari.
Otazka nyni zni, jaké by bylo férové vstupné do této hry?

Férova cena by se méla odvijet od o¢ekdvané (stfedni) hodnoty. Pokud napitiklad v pru-
méru muzeme vyhrat sto dolari, mélo by byt vstupné sto dolard, respektive o trochu vic,
aby kasino vyd¢lalo. Jaka je ovSsem o¢ekavana hodnota v nasi hie? RozepiSeme si pravdé-
podobnosti, s jakymi mizeme ziskat jednotlivé vyhry. V prvnim sloupci jsou vyhry, ve
druhém je nase Sance, Ze na danou vyhru dosahneme. Napiiklad Sance, Ze v prvnim hodu

padne hlava je % Sance, Ze padne nejdiive orel a pak hlava je i.

1
2
4
8

;|Hoo|r-4>|r-w|>—\

Jak nyni spocitdme stfedni hodnotu? Vynasobime ¢astku, kterou mizeme ziskat s prav-
dépodobnosti, se kterou na tuto ¢astku mizeme dosahnout a v§echno secteme. Dostdvame:

Eml4s24adt gt N
_ — —_— —_ —_— see T — —_ —_ —_ eee — OO

2 4 8 16 2 2 2 2

Ocekavana hodnota je nekone¢no. Stfedni hodnota vyhry je tak, v idealizovaném pfi-
pad¢, nekone¢né mnoho dolarti. To nevypada Spatné. Problémem je, Ze zaroven i vstup by
mél byt rovny nekone¢nu. To je samoziejme nesmysl.

Kiritici tohoto paradoxu samoziejmé namitaji, Ze nemulzete hrat nekone¢n¢ dlouhou
dobu, nemtizeme vyhrat nekonecné mnozstvi pen¢z a dokonce 1 kdyz ,,snizite* pocet ma-
ximalnich hod minci z nekonecna na néjaké konecné ¢islo n, pak se stejné pomérné brzy
dostanete do takovych ¢astek, které nikdo na svété nema. Naptiklad po 41 hodech uz byste
vyhrali 2%° dolart, coZ je pfiblizné bilion dolari (tisic miliard dolari). Po dal$ich deseti
hodech byste vyhrali tisickrat vice penéz.

Nekonec¢né mnoho dolart vam samoziejmé nikdo na vstupném neda. Nicméné paradox
1ze Castecné predvést 1 s konecnym mnozstvim penéz. Pro kazdou celodolarovou ¢astku
totiz existuje maximalni pocet hodl minci, pro kterou vyjde stiedni hodnota takova, jakou
potiebujeme. Pokud naptiklad chceme mit vstupné tisic dolarti, fekneme, Ze maximalni
pocet hodl minci je 2000. Pak pocitame takovouto sumu:
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2000

Z 1 = 2000 1_ 1000
2 2 '
k=1

Stfedni hodnota pak bude 1000 dolarfi. Chceme-li mit vstupné ve vysi D dolard, pak
fekneme, Ze maximalni pocet hodi minci je 2D.

Ale zadny rozumny ¢lovek nezaplati vstupné naptiklad tisic dolarti, pokud mé naprosto
minimalni Sanci, Ze vyhraje vice nez tisic dolart.

wosrameakory [

Ano ¢i ne?...

1) Souhrn statistickych jednotek stejného vymezeni tvoii statisticky soubor.

2) Diskrétni statisticky znak nabyva izolovanych neciselnych kategorii.

3) Modus lze pouzit pouze pro kvalitativni data.

4) Median je hodnota odpovidajici prostfedni jednotce v souboru jednotek uspota-
danych podle ordinalniho ukazatele.

5) Rozdé¢leni Cetnosti predstavuje zadkladni metodu analyzy statistickych dat.

Dopliite...

6) Jsou-li kategorie statistického znaku uspofadany podle néjakého hlediska, jde o

7) Maji-li v souboru dvé kategorie jistého znaku stejnou Cetnost, jedna se o znak

8) Vychozim zdrojem dat pro statistickou analyzu je statisticky soubor ve tvaru

9) Pfi sudém poctu statistickych jednotek neexistuje zadna prostedni jednotka, pro-
stiedni jednotky jsou dvé sousedni a median se pak definuje jako hodnota

10) Modus Ize stanovit pro kazdy kvalitativni znak, zatimco median pouze pro znak

11) Nésledujici soubor dat dokumentuje pocet dni opozdéni odhadovaného terminu ukon-
¢eni 30 konstrukénich projektii stavebni firmy (zadporné hodnoty znamenaji ukonceni pro-
jektu v predstihu):

4 31 -9 14 8 36
23 16 15 7 -3 12
-6 23 -2 6 5 -8
12 6 0 21 11 6
-20 11 4 -1 I -2

Naleznéte aritmeticky primér, median, modus, rozpéti a smérodatnou odchylku.
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12) Tabulka uvadi primérné mési¢ni piijmy v nékterych primyslovych odvétvich, dosa-
hované v roce 2000.

Primysl Prijem (K¢)
Hutnicky 16 400
Elektrotechnicky 14 200
Strojirensky 15 600
Chemicky 14 200
Odévni 13 400
Drevarsky 16 400
Potravinafsky 13 900
Polygraficky 14 200

Vypoctéte vybérovy primeér, median a modus.
Vypoctéte vybérovy rozptyl, vybérovou smérodatnou odchylku, variaéni koeficient a
Sikmost.

oo

13) Pro jisty vybérovy soubor dat plati:

Zn: x} =82
i=1

Dox, =18
i=1

a. Vypoctéte vybérovy primeér.
b. Vypoctéte vyberovy rozptyl a vybérovou smérodatnou odchylku.

n=~0,

14) Nasledujici tabulka obsahuje tdaje o véku skupiny ¢tyt osob. Urcete veék osoby C.

Osoba Vék Odchylka odx
A 17 -8
B - +7
C - -
D - -4

15) Behem 50 tydnii dosdhla firma prodavajici pocitace téchto vysledki:

Vypoctéte charakteristiky polohy a variability tydenniho odbytu firmy.

[ esrevea

Ano ¢i ne?...

1) Ano
2) Ne
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3) Ne
4) Ano
5) Ano

Dopliite ...

6) Ordinalni znak
7) Bimodalni

8) Datové matice
9) Mensi z nich
10) Ordinalni

1) u=757,x=6,x=6;R =560 =11,79
12) a.x = 14788; ¥ = ¥ = 14200
b. s2 = 1372678,6;s = 1171,6; v = 7,92%; s, = 1,5
13) ax=3
b.s?=5,6;s =237
14) vék C=30
15) u=0,6;%=0;%=0;0%=0,6;0 =0,77

EL L A

Popisna statistika je v ekonomii diilezitym nastrojem pro sbér, organizaci, shrnuti a in-
terpretaci dat. Tato statistickd metoda umoziuje ekonomim analyzovat a porozumét cho-
vani ekonomiky, trhli a jednotlivych ekonomickych proménnych.

Nejpouzivangj§imi charakteristikami polohy jsou modus, median a priméry. Nejbez-
n¢jsi z primeért je aritmeticky priimér. Median je jednoduchou a srozumitelnou mirou, na
rozdil od priméru neni ovlivnén extrémnimi hodnotami. Hodi se pro charakterizaci nesy-
metricky rozdélenych dat. Modus muze byt pon€kud zkreslujici charakteristikou polohy
zejména v piipadech nesymetrického rozdéleni dat. Casto jej naptiklad pouzivaji prodejci
pii objedndvani zbozi k maloobchodnimu prodeji. U spojitého kvantitativniho znaku je

vvvvvv

Mezi charakteristiky polohy patii také kvantily. P-% kvantil je takovd hodnota, ktera
rozde€luje (uspotfaddany) soubor hodnot urc¢itého znaku na dvé specifikované casti. Krome
charakteristiky polohy je Casto zapotiebi charakterizovat také proménlivost — variabilitu
hodnot statistického znaku. Pfi hodnoceni variability poskytuje rozpéti R jednoduchou cha-
rakteristiku, jeho nevyhodou je, ze uvazuje jen dvé krajni hodnoty, a proto miize byt nere-
prezentativni. Rozptyl o2, resp. s? a smérodatna odchylka o; resp. s, vyuzivaji viech hodnot,
souborl dat je nejvhodnéjsi variacni koeficient V, resp. v. Koeficient Sikmosti je mirou
symetrie dat.
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Celkov¢ lze fici, ze popisna statistika je nedilnou soucasti ekonomické analyzy a vy-
zkumu. Pomaha ekonomim a analytikiim ziskat pfehled o ekonomickych proménnych,

identifikovat vzory a trendy v datech a poskytuje zéklad pro dalsi kvantitativni analyzy a
modelovani.
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6 DISKRETNI A SPOJITE PRAVDEPODOBNOSTNI MO-
DELY

mowrmmeoaeroy  [[@]

V této kapitole se nejprve seznamime se spojitou a diskrétni nahodnou veli¢inou. V dal-
$im textu se pak budeme vénovat diskrétnimu rozdéleni pravdépodobnosti (stejnomérné,
binomické, Poissonovo). V ekonomické oblasti je to pfedev§im tam, kde hledame odpovéd’
na otdzky spojené s mnozstvim, resp. kvalitou vyroby a sluzeb, nabidkou a poptavkou, po-
¢tem zakaznikl (klientl, pacientl) aj. O ktery typ se v ur€ité situaci jedna, vime obvykle
ze zkuSenosti, v konkrétnim ptipadé je vSak obvykle zapotiebi stanovit pfedem neznamé
parametry téchto rozdéleni. Dale se sezndmime se spojitym rozdélenim pravdépodobnosti

(stejnomérnym, normalnim, exponencialnim).

ey ]

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

urcit, zda se jednd o predpis diskrétni ndhodné veli¢iny,

vypocitat pravdépodobnost pro diskrétni pravdépodobnostni modely,
vypocitat pravdépodobnost pro spojité pravdépodobnostni modely,
uvést konkrétni ptiklady pravdépodobnostnich modelt.

casrormeanvicsnow 1]

K prostudovani této kapitoly budete potfebovat asi 120 minut.

Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti, Binomické rozdéleni, Poissonovo rozdéleni, spo-

jité rozdé€leni pravdépodobnosti, exponencialni rozd€leni, normalni rozdéleni.
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6.1 Diskrétni a spojita nahodna veli¢ina

Diskrétni nahodnou veli¢inou nazyvame takovou veliinu, jez mize nabyvat omezen¢
nebo neomezené mnoha hodnot, jimz Ize pfidélit celoCiselné kddy. Spojitou nahodnou
veli¢inou nazveme pak takovou ndhodnou veli¢inu, jejimiz moznymi hodnotami jsou
vSechna redlnd ¢isla z dan¢ho intervalu (omezeného nebo neomezeného). I zde je zfejma
analogie s diskrétnimi a spojitymi statistickymi znaky. Nahodna veli¢ina je tedy matema-
tickym modelem (matematickym zobecnénim) statistického znaku.

Pravidlo (pfedpis), které kazdé ¢iselné hodnoté nebo intervalu hodnot ptifazuje pravdépo-
dobnost, Ze ndhodné veli¢ina nabude této hodnoty nebo hodnoty z tohoto intervalu, se na-
zyva rozdélenim nahodné veli¢iny. Rozdéleni ndhodné veli¢iny budeme vyjadiovat
dvéma zplsoby, z nichz kazdy mé své piednosti a nedostatky.

Prvnim z prostfedkl popisu rozdéleni nahodné veliCiny je distribucni funkce, ktera
kazdému redlnému cislu ptifazuje pravdépodobnost, ze ndhodna velic¢ina nabude hodnoty
mensi nebo rovno, nez toto Cislo. Distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny X oznacime F, je to
tedy funkce definovana pro vSechna realna ¢isla s hodnotami v intervalu [0,1], coZ zapisu-
jeme takto: F: R — [0,1]. Podle vyse uvedené definice plati:

F(x) =P(X < x), (6.1)
kde vyraz na pravé stran¢ (5.1) oznacuje pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina X nabude
hodnoty mensi nebo rovné Cislu x.

Distribucni funkce ma tyto vlastnosti:

1. Hodnoty distribu¢ni funkce lezi mezi 0 a 1, nebot’ jsou to jisté pravdépodobnosti a
pro ty plati stejné omezeni.

2. Distribucni funkce je funkci neklesajici, tj. pro vSechna X1 > X2 plati:
F(xz)ZF(x]) .
Tato vlastnost vyplyva z definice (6.1), nebot’ pravdépodobnost, Ze hodnota padne
do vetsi mnoziny, musi byt rovnéz veétsi.

3. Pro krajni hodnoty distribu¢ni funkce plati:
lim F(x) =0, liTIl F(x) =1.
X—>—00 X—>+00

Uvedené vlastnosti jsou znadzorné€ny na Obr. 16, kde je uveden typicky tvar distribu¢ni
funkce spojité ndhodné veli¢iny.
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v

Obrazek 16: Distribu¢ni funkce

Pomoci distribuéni funkce mizeme udavat jak rozdéleni diskrétni, tak i rozdéleni
spojitych ndhodnych veli¢in. Rozdéleni diskrétni ndhodné velic¢iny X lze specifikovat také
tzv. pravdépodobnostni funkei p(x), ktera kazdému X pfifazuje odpovidajici pravdépo-

dobnost: p(x) =PX =x). (6.2)
Pravdépodobnostni funkce f(X) spliiuje vztah:
Yxexp(x) =1, (6.3)
nebot’ ndhodna veli¢ina nabude jisté nékteré z hodnot X, dale plati:
Pla<X<b)=3%l_,pkx), (6.4)

tedy pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina nabude hodnoty z intervalu [a,b], je rovna
souctu pravdépodobnosti hodnot z tohoto intervalu.

Pravdépodobnostni funkci f(X) vyjadiujeme nejcastéji v matematické formé, tabulkou
hodnot, nebo sloupcovym grafem, kde na vodorovné ose jsou hodnoty ndhodné veliciny X
a na svislé ose pravdépodobnosti f(X).

pesevioons 9]

Zakaznik potfebuje nakoupit zbozi ve 4 oddélenich obchodniho domu. V kazdém z oddé¢-
leni je pravdépodobnost toho, ze bude ihned obslouzen bez ¢ekéni, rovna 0,5. Nahodna
veli¢ina X bude oznacovat pocet oddéleni, v nichz bude zakaznik ihned obslouzen az do
prvniho odd€leni, kde se bude muset postavit do fronty. Stanovte pravdépodobnostni funkci
p(x) a vyjadrete ji tabulkou.

Reseni.

Nahodna veli¢ina X mize nabyvat hodnoty 0,1,2,3.4.

Pro x = 0 (zadné oddé¢leni s obsluhou bez ¢ekani, jiz v prvnim odd¢€leni bude zakaznik ¢ekat
ve fronté) je ptislusna pravdépodobnost p(0) = 0,5 .

Pro x =1 (jedno oddélené absolvuje zakaznik bez ¢ekani, ve druhém musi ¢ekat) je prav-
dépodobnost rovna soucinu pravdépodobnosti jednotlivych jevii, nebot’ se jedna o jevy ne-
zavislé, tedy p(1) =0,5-0,5=0,25.
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Pro x=2,3,4 vypoc¢teme pravdépodobnosti analogicky:
p(2) = 0,5%0,5=10.125,
p(3) = 0,5%0,5 = 0,0625,
p(4) = 0,5* =0,0625.
Matematickym piedpisem mizeme pravdépodobnostni funkci nahodné veli¢iny X zapsat
takto: p(x) =0,5-0,5* prox=0,1,2,3,
p(x) =0,5* prox =4.
Tabulkou lze hodnoty pravdépodobnostni funkce zadat takto:

X 0 1 2 3 4
p(x) 0,5 0,25 0,125 0,0625 0,0625

Obratme se nyni ke spojité ndhodné veli¢ing. Vedle diive uvedeného zpisobu po-
moci distribu¢ni funkce mtze byt rozdéleni spojité nahodné veli¢iny dano tzv. hustotou
pravdépodobnosti f(X), coz je nezaporna funkce spliujici podminku:

[ fde = 1.
Mezi hustotou pravdépodobnosti a distribu¢ni funkci plati nasledujici vzajemné vztahy:
hustota je derivaci distribu¢ni funkce:
dF (x)
f (X) dx '

Tato rovnost plati pro v§echna X, kde ma distribu¢ni funkce derivaci. Naopak, ze vztahu
(6.5) plyne, ze distribu¢ni funkce ndhodné veli€iny je neurcitym integralem (primitivni
funkci) k funkei hustoty, tj.

F(x) = [ f(adt.

(6.5)

6.2 Diskrétni pravdépodobnostni modely

Diskrétni ndhodna veliCina je takovd mnozina, kde jednotlivé prvky Ize ocislovat pfiroze-
nymi ¢isly, pfi€emz kazdému prvku je navic pfifazena urcitd pravdépodobnost. Klasickym
ptikladem diskrétni ndhodné veli¢iny je znama hraci kostka.

6.2.1 STEJNOMERNE ROZDELENI

M¢jme diskrétni nahodnou velic¢inu X, ktera nabyva pravé k riznych hodnot: 1, 2, ..., k

se stejnou pravdépodobnosti  P(X) = % prox=1, ..,k

Rikame, Ze ndhodna veli¢ina X ma stejnomérné rozdéleni pravdépodobnosti.

Snadno lze odvodit, ze stiedni hodnota je  E(X) = kTJrl ,

2_
a pro rozptyl dostavame Var(X) = % .
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pesevioom: ]

Hod kostkou se Sesti oky je popularnim modelem nahodné veli¢iny X kterd nabyva 6 riz-
nych hodnot 1,...,6 se stejnou pravdépodobnosti 1/6 . Vypoctéte sttedni hodnotu a rozptyl
nahodné veli¢iny.

Reseni.

Stfedni hodnota E(X) = (6+1)/2 = 3,5, rozptyl Var(X) = (62 -1)/12=2,92.

Stejnomérné rozdéleni pravdépodobnosti méa samo o sob& maly prakticky vyznam, slouzi
jako model stejn¢ pravdépodobnych jevil. Svoji jednoduchosti se hodi dobte jako vycho-

wewv

6.2.2 BINOMICKE ROZDELENI

Mnoho procesii poskytuje vystupy, které miizeme zatadit do dvou kategorii. Napiiklad
vyrobky prochazejici vystupni kontrolou se klasifikuji jako "dobré" a "zmetky", pracov-
niky firmy jistého dne klasifikujeme jako "pfitomen" a "nepiitomen", uchazece v konkurzu
oznacime "ptijat", "nepftijat", apod. Nahodny pokus tohoto typu, tj. se dvéma alternativnimi
navzajem se vylucujicimi vysledky, nazyvame Bernoullitiv proces, nékdy také alterna-
tivni rozdéleni.

Binomické rozdéleni pravdépodobnosti P(x|n,p) vyjadiuje pravdé-podobnost, ze pii
n-krat opakovaném Bernoulliové procesu nastane X krat spéch a n-x krat netspéch:

P(x|n,p)= p(=p)"",

n!
(n—x)!x!
kde n a p jsou parametry binomického rozdé€leni.

Stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny X, ktera ma binomické rozdéleni s parametry n ap,
1ze vypocist podle vztahu: E(X) =n-p.

Rozptyl ndahodné veli€iny X, kterd ma binomické rozdé€leni s parametry n a p, je dan
vztahem: Var(X) =np(1-p).

peseinos  [J]

Jistd mezindrodni marketingova laboratoi odhaduje, Ze pouze 50 procent vyrobki daného
podniku je schopno konkurovat zahrani¢ni produkeci. Jaka je pravdépodobnost, ze prave 4
ze 6 vyrobki této firmy jsou uspésné.
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Reseni.

Ze zadani dostavame n = 6, p = 0,5, x = 4, podle (6.3) P(4| 6, 0,5) = 0,234. Vypocitame
E(X)=6-05=3,Var(X)=3-05=15.

6.2.3 POISSONOVO ROZDELENI
Uvazujme jevy, které nastavaji v prubéhu ¢asového intervalu, naptiklad

e pozadavky na telefonni spojeni prichdzejici na ustiednu,
e zakaznici prichazejici do prodejny,
e automobily zastavujici u benzinového Cerpadla.
Ozna¢me X ndhodnou velicinu, ktera predstavuje pocet vyskytu takového jevu v da-
ném ¢asovém intervalu délky t, napt. za jednu minutu, jednu hodinu apod.

U vyse jmenovanych jevli mizeme predpokladat splnéni nasledujicich 3 vlastnosti:

1.  Pocet vyskytu jevu v daném intervalu je nezavisly na poctu vyskytu tohoto jevu v
jiném intervalu.

2.  Stiedni hodnota poctu vyskytl jevu v daném intervalu je pfimo umérna délce zvole-
ného intervalu.

3. Ve velmi malém ¢asovém intervalu miiZze nastat nejvyse jeden vyskyt daného jevu.

Nahodny pokus splitujici tyto tfi podminky nazyvame Poissonuv proces. Nahodn4 ve-
licina X pfedstavujici pocet vyskytl jevu Poissonova procesu méa Poissonovo rozdéleni
pravdépodobnosti definované ptedpisem pro pravdépodobnostni funkci:

(At)*e -At
x

P(x|A, t)=

prox=0,1,2, .... Ve vzorci pfedstavuji A, t parametry Poissonova rozdéleni, 4 (lambda)
ma vyznam intenzity Poissonova procesu, t piedstavuje délku ¢asového intervalu.

Stredni hodnota nahodné veliCiny X majici Poissonovo rozdé€leni s parametry A,t ma
tvar E(X) = A t, a pro rozptyl plati Var(X) = 1 t.

Cl sesemsvioar ]

Zékaznici ptichazeji nahodné do opravny obuvi s prumérnou intenzitou 4 za hodinu. Zjis-
téte pravdépodobnost, Ze do opravny piijdou za hodinu prave 2 zdkaznici, vypoctéte stiedni
hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku.
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Reseni.

. (4)%e*
Podle vzorce dostavame ~ P(2]4 ,1) =

= 0,146.
2!

Stéedni hodnota E(X) = 4, rozptyl Var(X) = 4, smérodatna odchylka o = v/4 = 2.

6.3 Spojité pravdépodobnostni modely

Spojitou ndhodnou veli¢inou nazveme takovou ndhodnou veli¢inu, jejimiZ moznymi hod-
notami jsou vSechna redlna ¢isla z daného intervalu (omezeného nebo neomezeného). Jsou
to napftiklad vysledky riznych testl, rozméry sou€ésti vyrabénych v hromadném vyrobnim
procesu, ¢ekaci doby ve frontach, chyby méteni a jiné.

6.3.1 STEJNOMERNE ROZDELENI

M¢jme spojitou ndhodnou veli¢inu X, kterd nabyva libovolnych realnych ¢iselnych hod-
not z intervalu [a,b]. Funkce f(x), které fikame hustota pravdépodobnosti této nahodné ve-
liciny, je dana ptedpisem:

1
fx) = >— Dbro xE€ [a, b],
= 0 jinde.

a+b _ (b-a)?

,resp. Var(X) = >

M¢&jme nyni interval [c,d], ktery je ¢asti intervalu [a,b], tj. a<c<d<b. U nahodné
veli¢iny X se stejnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti je pravdépodobnost jevu spoci-
d-c
b—a

R

rrrrrr

Stfedni hodnotu, resp. rozptyl dava vzorec: E(X) =

vajiciho v tom, Ze X nabyva hodnoty z intervalu [c,d], dana vztahem P(c < X <d) =

dobu pfijdete na zastavku.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze budete na autobus ¢ekat dobu mezi 5 az 10 minutami?
b) Jaka je pravdépodobnost, Ze budete ¢ekat alespofi 12 minut?

¢) Stanovte stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku doby ¢ekani.

Reseni.
Necht’ X je spojita ndhodna veli¢ina s nésledujici hustotou:
1
f(x)=— pro 0<x<15
(x) = P
=0 jinde.

a) S vyuzitim vzorce vypocCitdme snadno P(5< X <10)=——= %
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b) Analogicky obdrzime P(X >12) = P(12 < X <15) = 115; - 102 L
Y4
) EX)=22=75 Var(x) =52 =1875  o(X) =,/18,75=4,33.

2

Stiedni ¢ekaci doba je 7,5 minut, smérodatna odchylka je 4,33 minut.

6.3.2 NORMALNi ROZDELENI

Zcela vyjimecnou pozici mezi pravdépodobnostnimi rozdélenimi spojité ndhodné veli-
¢iny ma normalni (Gaussovo) rozdéleni pravdépodobnosti. Mnoho reélnych skutecnosti
v bézném zivot€ se fidi timto pravdépodobnostnim rozdélenim. Jsou to naptiklad vysledky
riznych testll, rozméry a hmotnosti soucasti vyrabénych v hromadném vyrobnim procesu,
télesné rozméry lidskych jedinct, ostatnich zivocichi, chyby méfeni a jiné. Daji se jim
aproximovat i néktera rozdéleni diskrétni. Obecné lze fici, ze toto rozdéleni je pouzitelné,
zpusobuje-li kolisdni hodnot ndhodné veli¢iny velky pocet nepatrnych a vzajemné nezavis-
Iych vlivii. Hustota pravdépodobnosti normalniho rozdéleni je dana funkci:

1 (x—p)?

e 202

fx) =

oV2m

@ u b

Obrazek 17: Pravdépodobnost a hustota normalniho rozdéleni

Z praktického hlediska je vyhodné vysetfovat tzv. normované normalni rozdéleni, coz
je specialni pfipad normdalniho rozdé€leni s hodnotami parametri 4 = 0, o = 1. Tuto na-
hodnou veli¢inu, s normovanym normalnim rozdélenim oznacujeme symbolem N(0,1).

1
1 L2

Hustota normovaného rozdéleni N(0,1) pak mé tvar: f(z) = —e 2

V2m

Budeme-li uvazovat namisto nahodné veli¢iny X, majici normalni rozdéleni s parametry
- X-
u a o,transformovanou veli¢inu Z takto Z = Tﬂ

Transformaci nazyvame standardizace.
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Jesté predtim, nez se zaCnete vénovat vypoctu pravdépodobnosti u normalné rozdé-
lenych veli€in, si v§imnete vyznamnych pravdépodobnostnich charakteristik normovaného
normalniho rozdéleni charakterizovaného hustotou, viz Obr. 18.

0.34134 0.34134

258 196 -1 0 1 19 2358 Z

55
AN 85% .

N\
00%

Obrazek 18: Pravdépodobnosti v normovaném normalnim rozdéleni

Jak je z obrazku vidét, plocha pod grafem hustoty mezi hodnotami -1 a 1 je rovna
0,683, tedy zaujima vice nez 68 % z celkové plochy. Jinak feceno, v intervalu od minus do
plus jedné smérodatné odchylky od priiméru lezi 68% procent vSech hodnot. V feci prav-
dépodobnosti to znamena, ze pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina Z nabude néjakou kon-
krétni hodnotu z intervalu [-1; 1], je 0,68. Analogicky z obrazku vyplyva, ze v intervalu [-
1,96; 1,96] lezi 95% vsech hodnot, neboli, pravdépodobnost, ze veli¢ina Z nabude nékterou
hodnotu z tohoto intervalu, je 0,95. Taktéz lze fici, ze v intervalu plus-minus dvé sméro-
datné odchylky od priaméru lezi vice nez 95% hodnot. Kone¢né v intervalu [-2,58; 2,58]
lezi 99% vsech hodnot.

Vyrobce limonady v plechovkach zjistil, Ze primérna hmotnost plechovky limonady je 330
g se smérodatnou odchylkou 10 g.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze nahodné vybrana plechovka bude mit hmotnost mezi 325
az 340 gramy?

b) Jaka je pravdépodobnost Ze hmotnost bude vétsi nez 338 g?

Reseni.
Nejprve budeme pocitat pravdépodobnost P(325 < X <340) . Uzijeme transformaci a vy-
pocitdme nové integracni meze
325-330 340-330
Z; = = _0,5 B Zy = = 1.
10 10

Z Tabulky 1 (v Ptiloze) hodnot normovaného normalniho rozdéleni N(0,1), nalez-
nete plochu pod grafem hustoty mezi 0 a 0,5, tj. F(0,5) = 0,191 a protoze F(1,0) = 0,341
ze symetrie grafu hustoty N(0,1) plati F(0,5) = F(-0,5). Celkovou pravdépodobnost zjis-
time jako soucet nalezenych pravdépodobnosti, tedy P(325 < X <340) = 0,532. Odpoveéd’
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na uvedeny problém miizete z feci pravdépodobnosti pievést do popisné statistiky takto:
V dostate¢né velkém souboru plechovek bude mit 53,2 % z nich hmotnost v rozmezi 325

az 340 gramd.
Dale vypocitate pocitat pravdépodobnost P(X>338), opét uzitim zndmé transfor-
mace obdrzite z, = %0330 =0,8,2, =+ .

Z Tabulky 1 zjistite, Ze hodnot¢ Z = 0,8 odpovida hodnota v tabulce 0,288, takZe pro
hledanou pravdépodobnost bude platit P(X >338) =0,5-0,288 =0,212.

6.3.3 EXPONENCIALNi ROZDELENI

R
Rozdé&leni s hustotou pravdépodobnosti  f(x) = G 5 pro x>0,

nazyvame exponencialnim rozdélenim. Nahodnou veli¢inou byva obvykle ¢as, v némz
nastane sledovany jev.
1
Distribu¢ni funkce je ddna vztahem F(x) =1 —e 5  prox>0.
Charakteristiky tohoto rozdéleni jsou E(X) = &, Var(X) = §2.

Exponencialni rozdé€leni slouzi jako vhodny model pro vypocet pravdépodobnosti Zivot-
nosti vyrobku, ¢ekacich dob ve frontadch na obsluhu apod.

Elfssemsoion, ]

Stfedni doba obsluhy zdkaznika v urcité prodejné je 50 sekund, doba ¢ekani se tidi expo-
nencialnim rozdélenim. Jaka je pravdépodobnost, ze zékaznik bude obslouzen v dob¢ kratsi
nez 30 sekund?

Reseni.

Hledana pravdépodobnost P(X <30) = F(30), kde F(x) je distribu¢ni funkce. Pfitom je
F(30) =1 — e 5% = 1 — ¢%6 = 0,451

A

&=

Obrazek 19: Hustota exponencidlniho rozdéleni

110



Radmila Krkoskovd - Kvantitativni metody v ekonomické praxi

swosamgokory ]

1) Rozhodnéte, které z nasledujicich predpisu piedstavuji diskrétni rozdéleni pravdépodob-
nosti ndhodné veliciny X.
a.

p(x)
0,2
0,9
-0,1

N[O X

X p(x)
-2 0,3
-1 0,3
1 0,3
0,3

p(x)
0,25
0,65
0,10

ok X

2) Majitel restaurace zjistil dlouhodobym pozorovanim, ze 30% uctd je placeno kreditni
kartou. Nahodné byly vybrany tii ucty. Oznacme X pocet z nich placenych kreditni kartou.
S jakou pravdépodobnosti jsou alespont dva ucty placeny kreditni kartou?

3)Pozorovanim trvajicim mnoho desetileti se zjistilo, Zze na kazdych 1 000 novorozencti
pfipada primérné 515 chlapci a 485 dévcat. UvaZzujme rodinu se ¢tyimi détmi.

a. S jakou pravdépodobnosti jsou alespon dvé z nich dévcata?

b. Jaka je pravdépodobnost, Zze ma rodina Ctyfi chlapce?

4) Pocet nakladnich automobilti zastavujicich u Cerpaci stanice za hodinu se fidi

rozdélenim pravdépodobnosti.

a. Doplite chybégjici termin.

b. Vypoététe pravdépodobnost pro x =12 nakladnich automobilu.

c. S jakou pravdépodobnosti zastavi u Cerpaci stanice béhem jedné hodiny alespoii 10
nakladnich automobila?

5) Pojistovaci spolecnost zjistila, ze za pul hodiny obdrzi v priméru tfi oznameni o nehodé
pojisténého motorového vozidla.

a. Jaka je pravdépodobnost, Ze béhem nésledujicich 20 minut obdrzi 4 aZ 5 oznameni?

b. S jakou pravdépodobnosti obdrzi béhem nasledujici hodiny alespon 1 oznameni?

6) Nahodna veli¢ina X ma normalni rozd€leni pravdépodobnosti se stiedni hodnotou 100
a smerodatnou odchylkou 5. Vypoctéte:

a. P(X<92). e. P(90< X <110).
b. P(X<108). f. P(99< X <101),
c. P(X 2100). g. P(99< X <101).
d. P(X <120). h. P(X=105).
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Diskrétni a spojité pravdépodobnostni modely

7) Testy nového typu radialnich pneumatik ukazuji, ze jejich primérna zivotnost je 40 000
km, smérodatna odchylka Zivotnosti 3 000 km. Pfedpokladejme, ze Zivotnost pneumatik
ma pfiblizn€ normalni rozdéleni pravdépodobnosti. Jakou délku zaru¢ni doby musi vyrobce
volit, aby podil reklamovanych vyrobkt nepiekrocil 1% celkové produkce?

8) Vyrobce televiznich obrazovek uvadi délku praimérné zivotnosti jednoho typu 15 let. Za
piedpokladu, Ze se Zivotnost obrazovky fidi exponencialnim rozdélenim, stanovte:

a. dobu t tak, aby obrazovka pracovala bezchybné¢ dobu del$i nez t s pravdépodobnosti
0,2.

b. maximalni zivotnost, kterou obrazovka dosahne se stejnou pravdépodobnosti jako v a.
c. pravdépodobnost, Ze zivotnost obrazovky piekroc¢i délku 20 let.

] e

1) a. NE, b. NE, c. ANO

2) 0,216

3)a. 0,66 b. 0,07

4) a. Poissonovym b.0,11 c. 0,76

5a. 0,13 b. 0,99

6) a. 0,055 b.0,95 ¢.0,5 d.1 €. 0,95 . 0,16 g.0,16 h.0
7) <33tis. km

8)a. 24,15let b. 3,35let c. 0,26

El[swmoriaprory ]

V této kapitole jsme se zabyvali nékterymi nejznamejsimi pravdépodobnostnimi modely
diskrétni ndhodné veli¢iny. S témito modely se je mozné setkat v béZzném Zivoté 1 pfi praci
v ekonomické, socialni a technické oblasti.

Mezi nejjednodussi modely patii model stejnomérného rozdéleni pravdépodobnosti a
alternativni rozdéleni pravdépodobnosti neboli Bernoullittv proces. U prvniho z nich se
vSechny diskrétni veli¢iny nabyvaji se stejnou pravdépodobnosti, u druhého vystupuji
pouze dvé veliCiny (alternativni), kazdéa z nich se nabyva obecné s jinou pravdépodobnosti,
jejich soucet vSak je roven jedné.

Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti modelujeme pocty vyskytt urcitého jevu za
urcity ¢asovy interval, napf. pocet pfichozich zédkazniki do prodejny za hodinu, pocet po-
zadavkl na spojeni v telefonni ustiedn€ za minutu, pocet projizdéjicich automobilii ur¢itym
mistem na dalnici béhem dopravni $picky apod. Veli€iny s Poissonovym rozdé€lenim patii
mezi nejcastéj$i modely diskrétni ndhodné veli¢iny. Od binomického rozdéleni se zdsadné
odliSuje tim, ze pocet vyskytu jevu za ¢asovou jednotku neni apriori omezen.
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Spojita ndhodna velicina nabyva libovolnych redlnych Ciselnych hodnot z intervalu
[a,b]. Jestlize hustota takové nahodné veli¢iny je konstantni funkci, hovoiime o stejnomér-
ném rozd¢leni pravdépodobnosti.

Zcela vyjimecnou pozici mezi pravdépodobnostnimi rozdélenimi spojité nahodné veli-
¢iny ma normalni rozdéleni. Mnoho reédlnych skutecnosti v bézném zivoté se fidi timto
pravdépodobnostnim rozdélenim. Jsou to naptiklad vysledky riznych testl, rozméry sou-
¢asti vyrabénych v hromadném vyrobnim procesu, télesné rozméry, chyby méteni a jiné.
Dalsi v praxi se ¢asto vyskytujici rozd€leni je exponencialni rozd€leni. Exponencialni roz-
déleni slouzi jako vhodny model pro vypocet pravdépodobnosti Zivotnosti vyrobkd, ceka-
cich dob ve frontach na obsluhu apod.
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7 TESTOVANI HYPOTEZ —- PARAMETRICKE A NEPARA-
METRICKE TESTY

el wemrnimeoaproy ]

Parametrické hypotézy se vztahuji na jeden nebo nékolik parametri daného pravdépo-
dobnostniho rozdéleni ndhodné velic¢iny (neboli znaku populace). Neparametrické hypo-
tézy se netykaji parametrii rozdéleni ndhodné veli¢iny, nybrz jinych statistickych vlastnosti,
napf. tvaru rozdéleni (pfiklad: normalni rozdéleni). V kazdém testu hypotézy vystupuji
proti sobé dvé hypotézy: testovana hypotéza, kterou nazyvame nulova hypotéza a tzv. al-
ternativni hypotéza. Pii testovani parametrické hypotézy mame k dispozici vysledky na-
hodného vybéru a na jejich zaklad¢é se rozhodujeme testovanou hypotézu bud’ pfijmout,
nebo zamitnout. Za tim Géelem rozdélime vybérovy prostor na dvé &asti: kriticky obor
a obor pfijeti. Padne-1i hodnota statistiky pro ziskany vzorek do kritického oboru, potom ji
zamitame. Naopak, padne-li hodnota statistiky pro ziskany vzorek do oboru pfijeti, pak
nulovou hypotézu nezamitame (neboli pfijimame).

Testem hypotézy (neparametrickym) lze pak pfijmout nebo zamitnout neparametrické
nulové hypotézy. Nulova hypotéza se zde odliSuje od nulové parametrické hypotézy v tom,
ze se zde nejedna ani o stfedni hodnotu, ani rozptyl. Zajimame se o median, typ rozdéleni
pravdépodobnosti, nebo nezavislost statistickych znakti v kontingenéni tabulce.

Hewewswrory ]

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e zakladni pojmy z testovani hypotéz,

e testovat parametrické hypotézy (test sttedni hodnoty),
e medidnovy test,

e test dobré shody (Chi-kvadrat test),

e test nezavislosti v kontingen¢ni tabulce.

[[esspormesvviesroon ]

K prostudovani této kapitoly budete pottebovat asi 120 minut.
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Testovani hypotéz, kriticky obor, obor piijeti, hladina vyznamnosti, medidnovy test, test
dobré shody, test nezavislosti.

7.1 Zakladni pojmy z testovani hypotéz

Statistika se zabyva ovéfovanim pouze tzv. statistickych hypotéz, které tvoti jen uréitou
podtiidu védeckych hypotéz. Statistické hypotézy jsou tvrzeni o hodnotach parametrti na-
hodnych velic€in, tj. znakl populac¢nich soubort nebo tvrzeni o tvaru pravdépodobnostnich
rozd¢leni ndhodnych velicin.

Obvykle se ptedpokladd normdlni nebo alternativni pravdépodobnostni rozdéleni
hodnot zkoumaného znaku, s nimiZ jsou spojeny parametry stfedni hodnoty x, rozptylu ¢
nebo podilu p. Tomu pak odpovidaji testy hypotéz

e o stiedni hodnoté 4,
e 0 rozptylu &2 nebo
e o podilu p.

Ulohy, které se v té souvislosti fesi, jsou tilohy o testovani parametru znaku jednoho
popula¢niho souboru (tj. nahodné veli¢iny), nebo ulohy o parametrech znakd dvou a vice
souborii. Ulohy o parametrech dvou (a vice) souborech 1ze obvykle prevést na ulohy o
parametrech jednoho souboru. Proto se budeme v nasledujicich odstavcich vénovat pouze
této uloze.

Statistické hypotézy rozdélujeme do dvou velkych tfid na parametrické hypotézy
a neparametrické hypotézy. Parametrické hypotézy, kterymi se budeme zabyvat nejdiive,
se vztahuji na jeden nebo n€kolik parametrti daného rozdéleni nahodné veliciny. Nepara-
metrické hypotézy se netykaji parametrti rozdéleni ndhodné veli€iny, nybrz jinych statis-
tickych vlastnosti, napft. tvaru rozdéleni (normalni, exponencialni, apod.).

Z jiného pohledu d€lime hypotézy na jednoduché a slozené. Jednoducha hypotéza
0 parametru rozd¢€leni specifikuje tento parametr jednoznaéné jako jedinou hodnotu. Slo-
Zena hypotéza vymezuje interval nebo jinou mnozinu hodnot, v némz ma hodnota para-
metru lezet.

V praktickych tlohach vystupuji proti sobé dvé hypotézy: testovana hypotéza, kterou
nazyvame nulova hypotéza a oznacujeme ji obvykle H, a alternativni hypotéza, ktera se
oznacuje H,. Formulace alternativni hypotézy je naprosto nezbytna, jinak by ovétovani
nulové hypotézy nemélo smysl.

V nésledujicim vykladu se budeme zabyvat testovanim jednoduché parametrické hy-
potézy. Pljde o ptipad, kdy se kromé parametru, kterého se tyka hypotéza, neuvazuje zadny
jiny parametr. Testovanou hypotézu pak mizeme stru¢né¢ zapsat:

Hy;:® =0, , (7.1)
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kde ®g je konkrétni hodnota parametru. Jako konkrétni parametr ® si pfedstavte napiiklad
stitedni hodnotu g

Alternativni hypotézu volime podle toho, jaky zavér uc¢inime, jestlize nulovou hypo-
tézu zamitneme. Uvazujeme tyto moznosti:

H:0 =0,, (7.2)
jedna se o jednoduchou alternativni hypotézu, jestlize se rozhodujeme mezi dvéma hod-
notami parametru ® a O ;

H:0<0,, (7.3)
jde o levostrannou sloZenou alternativni hypotézu, uc¢inime-li zavér pouze tehdy, ukaze-
li se hodnota parametru ® mensi, nez ptedpoklada nulova hypotéza;

H:06>0,, (7.4)
jedna se o pravostrannou sloZenou alternativni hypotézu, uc¢inime-li zavér pouze tehdy,
prokaze-li se hodnota parametru ® vétsi, nez predpoklada H,;

H:0 0, , (7.5)
jedna se o dvoustrannou sloZenou alternativni hypotézu, jde-li o prokazani riznosti pa-
rametru od hodnoty piedpokladané v H,.

Pii testovani parametrickych hypotéz mame k dispozici vysledky ndhodného vybéru
zobrazené testovacim kritériem oznaCovanym symbolem T, (naptiklad hodnotu aritme-
tického priméru X pro test hypotézy o stiedni hodnoté 7). Chceme se rozhodnout: testova-
nou hypotézu bud’ pFijmout, nebo ji zamitnout. Za tim Gc¢elem rozdélime vybérovy pro-
stor na dvé ¢asti: kriticky obor C a obor prijeti A. Tedy pozor, testem statistické hypotézy
nemuZeme dokézat jeji pravdivost nebo nepravdivost, ¢i spravnost nebo nespravnost! Jest-
lize hypotézu zamitneme, neznamena to jeste, ze neni spravna.

Hodnoty nahodného vybéru X = (X1 ,X2 ,...,Xn ) pfedstavuji soufadnice bodu v prostoru,
ktery nazyvame vybérovy prostor. Hodnotu testového kritéria T v tomto bod¢ oznac¢ime
T(x), naptiklad opét pro test hypotézy o stfedni hodnoté x je to hodnota aritmetického
praméru, tedy T(X) = x.

Plati-li T(x) € C, potom H, zamitame. Naopak, plati-li T(x) €A, pak H, pfijimame,
pfesnéji H, nezamitdme. Vhodnou volbou testovaciho kritéria, kterym je obvykle odpovi-
dajici statistika, jejiz rozdéleni pravdépodobnosti pii platnosti testované hypotézy zname,
ur¢ime kriticky obor C takovym zptisobem, Ze plati

P(T(x) eC| H,) = «, (7.6)
kde « je predem zvolené ¢islo, které nazyvame hladina vyznamneosti. Jinymi slovy, za
podminky platnosti nulové hypotézy je pravdépodobnost, Ze hodnota testového kritéria pro
ziskany vzorek (napftiklad aritmeticky primer) padne do kritického oboru, je rovna hlading
vyznamnosti a.
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7.2 Postup pri testovani hypotézy — parametricky test

Pti praktickém testovani parametrickych hypotéz se doporucuje postupovat v nasleduji-
cich ctyfech krocich:

l. Vybrat vhodny test, pfitom se fidime zasadou, ze nulovou hypotézu
chceme zamitnout a hypotézu, u které chceme mit pod kontrolou riziko mylného pfijeti,
formulujeme jako alternativni. Zvolit hladinu vyznamnosti &, obvykle se voli a = 0,05, «
=0,01,nebo  «=0,10.

Existuje tu pfirozena paralela testovani hypotéz se soudnim fizenim: nulovou hypo-
tézu predstavuje hypotéza o nevin€é obzalovaného (zndma jako ,,presumpce neviny*) a
soudni fizeni, konkrétn¢ zalujici strana, ma ptinést ditkkazy pro jeji zamitnuti, tedy dokézani
viny obzalovaného. VSimnéte si, Ze pokud se v soudnim fizeni (testu hypotézy) nepodati
predlozit dostate¢né dikazy o viné, obzalovany je osvobozen, tj. pfijima se nulova hypo-
téza. To vSak vilbec nemusi znamenat, Ze je obZalovany nevinen! Jinak fe¢eno, neznamena
to, ze nulova hypotéza plati! Pouze ji nelze za stavajicich dikazu (tj. na zéklad¢ vzorku)
zamitnout.

1. Vymezit kriticky obor, tj. obor hodnot testové statistiky, kterym miize
zejména byt:
a) interval vSech ¢isel mensSich nez 100 a%-ni kvantil uvazovaného pravdépodobnostniho
rozdéleni — tzv. levostranny kriticky obor.
b) interval vSech ¢isel vétsich nez 100(1-@)%-ni kvantil uvazovaného pravdépodobnost-
niho rozdéleni — tzv. pravostranny kriticky obor.
€) Sjednoceni levého a pravého intervalu, pfesnéji fe¢eno, intervalu vSech ¢isel mensich
l1-o

nez 100% %-ni kvantil a intervalu vSech ¢isel vétSich nez od 100 9-ni kvantil.

Cislo a - hladina vyznamnosti, se zde rozdéli na dvé poloviny %, aby celkova pravde-

podobnost, Ze hodnota testového kritéria pro ziskany vzorek padne do kritického oboru,
byla stejné jako v piedchozich ptipadech rovna c.

1. Vypocitat hodnotu testového kritéria, stanovit hodnoty ptislusnych statis-
tik a dosadit do ,,vzorce* testového kritéria. Testovym kritériem je obvykle statistika —
funkce ndhodného vybéru v zavislosti na druhu testu.

V. U¢init prisluSny zavér. Patii-li zjiSt€na hodnota testového kritéria do kri-
tického oboru, hypotézu H, zamitdme a alternativni hypotézu H; pfijimame na hladiné
vyznamnosti a. Patfi-li zji§t€éna hodnota do oboru pfiijeti, hypotézu H, pfijimadme, 0 H, se
zdrZzime usudku.

Provadite-li test hypotézy pomoci pocitace vybaveného statistickym softwarem, pfi-
padné v MS Excelu na PC, potom nemusite pfedem zadédvat hladinu vyznamnosti ¢, poci-
ta¢ jako feSeni testu hypotézy nabidne ¢islo z intervalu [0,1], které se nazyva p-hodnota
(anglicky p-value). Toto ¢islo piedstavuje vlastné nejmensi moznou hladinu vyznamnosti,
na niz by se mohla nulova hypotéza jesté zamitnout. Jestlize je potom naptiklad p-hodnota
mensi nez 0,01, pak byste mohli pfisluSnou nulovou hypotézu zamitnout na kazdé obvyklé
(4. vyse uvedené) hladin¢ vyznamnosti. V takovém piipade se hypotéza nazyva statisticky
vyznamnou. Na druhou stranu pokud je p-hodnota blizka k ¢islu 1, naptiklad vétsi nez 0,1,
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potom se hypotéza nemtize zamitnout na béznych hladinach vyznamnosti (0,1; 0,05 nebo
0,01) a tfikame, Ze hypotéza je statisticky nevyznamna.
V nasledujici tabulce uvadime ptehled jednoduchych standardnich parametrickych

testd pro ovéfeni dvoustranné hypotézy Hy: @ = 0. Za velké vzorky pfitom ob-

vykle povazujeme ty, jez maji vice nez 30 jednotek.

Cislo | Piedpokladané Podminky | Dvoustr. | Testové krité- Obor pfijeti
testu |rozdé€leni znaku X | pouziti nulova rium
testu hypotéza
(1) |normalni rozdé¢- o® zndmo | M= i, U= X~ Hy [—Uasz 5 Uas2]
leni parame- o
tryu , o Jn
(2) |normalni rozds- one- | u=py | X=H [—tars 5 tars]
leni parame- Znamo S
tryu , o2 Jn
(3) |libovolné rozde- n velké, M= L U X — U, [—Ua/2 5 Uq)2]
leni 0% zndmo o
Jn
(4) |libovolné rozdg- n velké U= L, = X — U [—t;‘,‘zl ; t;}/‘zl]
leni S
o® ne- =
Znamo Vn
(5) normalni rozdé- =0 | w , Xi—q/2(n
i(ranl parzame- _ (n—1)s -1 ; Xg/z(n — 1]
yu,o 0'02
(6) |exponencialni =9, y= 2nx [Xi—a/2(2n) 5 x&/(2n
rozd¢leni, par. & JoR
(7) |binomické P=po |p [—Uasz 5 Uas2]
_ n " Po
’Po(l — Po)
n

Hamburgery se pfipravuji z masovych karbanatki, které maji mit hmotnost 100 gramt se
smérodatnou odchylkou 5 g. K ovéteni této kvality bylo ndhodné vybrano 25 kust, které
byly ptevazeny a vypocitana praimérna hmotnost jednoho karbanatku X=97,5 g. Na hladiné
vyznamnosti a = 0,05 ovéite hypotézu, ze sttedni hodnota hmotnosti je 100 g (a Ze tedy
uvedena odchylka je "v norme" a nejde o Sizeni zakazniki).
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Resendi.
Budeme ovétovat nulovou hypotézu H,: u# = 100 proti sloZzené oboustranné hypotéze
H,: u# 100. Pouzijeme test €. 1, z pfedchazejiciho seznamu, nebot’ znate o= \/W(X) =
5,n=25.
Nejprve stanovime kriticky obor, resp. obor pfijeti hypotézy pro hladinu vyznamnosti o =
0,05. Stanovime obor piijeti nulové hypotézy A jako interval:

A=[—ug/y 5 Ugsl- (7.7)
Nalezenim piislusné kritické hodnoty z Tabulky 1 v Pfiloze: ug 9,5 = 1,96, pak snadno
vypocitame: A =[-1,96 ; 1,96].
Kriticky obor je potom dopliikem k oboru pfijeti, tedy C = (-0, -1,96 ) (1,96, +) .
Nyni podle tadku (1) tabulce vypocitame hodnotu testového kritéria u = 97'5;100 =-2,5.

Vzs
Tato hodnota padne do kritického oboru C, tj. u € C, proto se nulova hypotéza zamita.
Jinymi slovy na zvolené hladin¢ vyznamnosti nelze hypotézu H, na zakladé vybérového

vzorku piijmout. Prakticky lze tento vysledek interpretovat jako fakt, Ze dochazi k nena-
hodné (systematické) odchylce v hmotnosti karbanatkti smérem dolt (tedy k poskozovani
zéakazniki).

7.2.1 CHYBY PRI TESTOVANI

Pti testovani hypotéz se vyskytuji tyto chyby:
e chyba z nevhodné zvolené dvojice nulové a alternativni hypotézy,
e chybné stanoveny obor pfijeti, resp. kriticky obor,
e chybné stanované testové kritérium,
e chybné zamitnuti, resp. prijeti nulové hypotézy.

Prvni ti1 uvedené chyby je mozné redukovat spravnou piipravou testu hypotézy. Roz-
hodnuti o zamitnuti nebo pfijeti hypotézy nemusi vzdy vést ke spravnym rozhodnutim,
nebot’ jde o ndhodny proces vyuzivajici omezené informace ndhodného vybéru. Statisti-
kové se snazi najit takové testy, které by minimalizovaly vyskyt chybnych rozhodnuti.

Prakticky vzato, nulovou hypotézu bud’ pfijimdme, nebo zamitdme. Zamitnuti
spravné hypotézy nazyvame chybou I. druhu a jeji pravdépodobnost ozna¢ujeme podle
(7.6) totozna s hladinou vyznamnosti . Ptijeti nespravné hypotézy definujeme jako chybu
I1. druhu a jeji pravdépodobnost oznacujeme jako f. Cislo 1-f vyjadtujici pravdépodob-
nost zamitnuti nespravné hypotézy nazyvame sila testu.

peseioom: 3]

Uvazujte populaci zdkaznikd, pticemz X je ndhodna veli¢ina predstavujici velikosti prodeji
jednotlivym zdkaznikim v jistém typu prodejen, viz téz ptiklad v tvodu kapitoly. Nahodna
veli¢ina ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou x = 120 a rozptylem o® = 100. Bylo
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nahodné vybrano 50 zakazniki, z jejichZ ndkupt byl vypocitan vybérovy primér X =115.
Na hladiné vyznamnosti « = 0,05 testujte hypotézu Hy : u = 120 proti alter-nativni hypo-
téze Hy:n  #+ 120.

ReSeni.

Protoze n = 50 > 30, testové kritérium u z (3) Vv tabulce ma pfiblizn€ normalni rozdéleni,
piicemz E(X) = 120, Var(X ) = 100/25 = 4. Za obor pfijeti A vezméte interval (7.7),
tj.[—Uq/2; Ug/2], cOZ po dosazeni a nalezeni piisluSné kritick¢ hodnoty v Tabulce 1, tj.

Ug,o5 = 1,96, dava kriticky obor € = (—o0 ; —1,96) U (1,96 ; + ), jakoZzto dopln€k

e . g 5— .
oboru pfijeti (7.7). Vzhledem k tomu, Ze pro testové kritérium u = U il 20 = — 8,84, coz

V50

znamena U € C, zamita se nulova hypotéza.
Na z4kladé statistického testu jste zamitli hypotézu, ktera byla spravna (E(X) = 120), do-
pustili jste se tedy chyby I. druhu, pravdépodobnost této chyby je « = 0,05.

7.3 Neparametrické testy hypotéz

Neparametrické testy hypotéz, podobné¢ jako parametrické testy hypotéz, jsou testy statis-
tickych hypotéz, které se vSak netykaji parametrii rozdéleni pravdépodobnosti. Budeme se
zabyvat dvéma skupinami testl:

U jednoduchych neparametrickych testli vychazime z jednoho ndhodného vybéru (vzorku)
a klademe si tyto otazky (hypotézy):

e ma medidn populace s nezndmym rozdélenim pravdépodobnosti ptedpoklddanou
hodnotu?

e pochazi vybér z populace s predpokladanym (eventualné pfedem znamym) rozde-
lenim pravdépodobnosti?

Obé¢ otazky jsou typem neparametrické hypotézy a odpoviddme na né¢ pomoci neparame-
trickych testi. V prvnim ptipad¢ se jedna o medianovy test, ve druhém o chi-kvadrat test
(také zndmy pod jménem test dobré shody). Prvnim z nich se budeme zabyvat v nasledujici
subkapitole, ostatnimi testy pak v dalSich subkapitolach.

7.3.1 MEDIANOVY TEST

Medianovy test odpovida na otazku, zda mé median populace ptfedpokladanou hodnotu.
Median neni typickym parametrem, jako napiiklad vV normalnim rozdé€leni, proto se test
hypotézy o hodnoté medianu v populaci s neznamym rozdélenim pravdépodobnosti pova-
Zuje za neparametricky test.
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Medianovy test najde uplatnéni u populaci, u nichz nemame divod predpokladat, ze
maji normalni rozdéleni pravdépodobnosti. Jinak totiz je lepsi pouzit parametricky test o
stfedi hodnoté 4, S nimz jste se seznamili v predeslé kapitole.

Piedpokladame hodnotu medianu /i, populace X a testujeme dvoustrannou nulovou hy-
potézu: Ho: Med(X) = fi,, proti alternativni hypotéze: Hi: Med(X) = .

|2m—n|

K testu se pouziva testové kritérium u = N

(7.8)

kde n je rozsah testového vzorku, m je pocet piipadi ve vzorku s hodnotou mensi nez
i,y Pti zadané hladiné vyznamnosti « porovname hodnotu kritéria (7.8) s kritickou hodno-
tou normovaného normalniho rozdéleni Ua/2. Pokud je hodnota testového kritéria veétsi nez
ptislusna kriticka hodnota, tj. plati-li u > U2, potom nulovou hypotézu Ho zamitame, jinak
Jji nezamitame.

peseviooms 3]

Néhodné vybrany vzorek 19 zaméstnancli v okrese Karviné poskytl nésledujici udaje o je-
jich roénich vydajich na sportovni aktivity (v tis. K¢):

100 | 123 | 12,6 | 12,6 | 13,0 | 13,2 | 13,3 | 13,3 | 13,4 | 13,8
14,1 | 143 | 14,6 | 151 | 152 | 15,4 | 16,5 | 18,2 | 20,5 |-------

Na hladiné vyznamnosti &= 0,05 testujte hypotézu, ze medidnovy ro¢ni vydaj na sportovni
aktivity v Ceské republice je 15 tis. K&.

Reseni.

Uvazujeme medianovy test hypotézy Ho: Med(X) = 15 proti alternativni hypotéze Hi:
Med(X) = 15. V tomto testu je n =19, median m = 13. Podle vztahu (7.8) snadno vypocitate
u =1,61. Z Tabulky 1 hodnot normovaného normalniho rozdé€leni zjistite, Ze Uo,025 = 1,96.
ProtoZze hodnota statistiky U pro vzorek nepievySila hodnotu ptislusného kvantilu, nebot’
1,61 < 1,96, nulovou hypotézu Ho nezamitate (pfijimate). Jinymi slovy, na zvolené hladiné
vyznamnosti vzorek neodporuje hypotéze o vysi medidnovych ro¢nich vydaji na sportovni
aktivity v CR. Vybrany vzorek je v souladu s celostatni populaci.

7.3.2 TEST DOBRE SHODY

Spole¢nym rysem situaci, pfi nichz se uplatni (Pearsontv) Chi-kvadrat test, nebo téz test
dobré shody, je to, ze vSechny vysledky v ndhodném vybéru l1ze roztiidit do urcitého poctu
vzéajemné se nepiekryvajicich tfid. Testovana hypotéza pak spoc¢iva v piredpokladu urcitého
typu (modelu) pravdépodobnostniho rozdé€leni, z ¢ehoz vyplyva zatazeni vysledki do jed-
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notlivych tiid. Vynéasobime-li tyto pravdépodobnosti rozsahem vybéru, dostavame teore-
tické Cetnosti pii platnosti nulové hypotézy. Test dobré shody pak spociva v porovnani
téchto teoretickych Cetnosti s empirickymi ¢etnostmi ve vybérovém souboru. Jsou-li roz-
dily mezi nimi pfili$ velké, potom ziejmé model rozdéleni vyjadieny testovanou hypotézou
neni vhodny, a tedy nulovou hypotézu zamitdme. Potom povazujeme model za nevhodny
na zvolené hladiné vyznamnosti.

Zatestové kritérium k ovéteni vhodnosti modelu volime statistiku G, ktera je souc¢tem
¢tvercil rozdilli mezi teoretickymi a empirickymi Cetnostmi vztazenych relativné k pii-
slusné teoretické Cetnosti, a to pro vSechny tridy:

_y v’
G = %), (7.9)
kde J pfedstavuje pocet tiid vybérového souboru, n; empirickou Cetnost v
J-té tiid€, yj teoretickou Cetnost v j-té tfid¢, je rozsah vybérového souboru.
Je-li rozsah vybéru n dost velky a jsou-li vSechny empirické Cetnosti rovnéz dost
velke, tj. alespon 80% cetnosti je vétSich nez 5, ma toto testové kritérium G pfi platnosti
nulové hypotézy ptiblizné rozdé€leni Chi-kvadrat s df = J - 1 stupni volnosti. Pfitom je teo-

reticka Cetnost y; = n.p;, kde p; je piislusna pravdépodobnost. Zavér testu pak spociva v

porovnani hodnoty testového kritéria vypocteného pro nahodny vybér se 100« %-ni kritic-
kou hodnotou rozdéleni y2(J — 1). Kritické hodnoty tohoto rozdéleni byvaji ¢asto tabelo-
vany, tak je tomu také v Tabulce 3 z Ptilohy tohoto textu.

B

Automobil Skoda - Favorit se prodava ve étyfech barvach. Prodejna rozélenila tyto barvy
podle poptavky o konkrétni barvy takto:

40% zakaznikd poZaduje zelenou barvu automobilu,

25% Cervenou barvu,

25% modrou barvu a

10% bilou barvu.
Na hladin€ vyznamnosti = 0,05 ovéite hypotézu, ze uvedené pravdépodobnostni odhady
jsou spravné. K ovéteni spravnosti uc¢inéného piedpokladu o struktufe poptavky podle ba-
rev pouZzijte zaznamy o nakupech v dané prodejné v jistém mésici.

ReSeni.
Vstupni i vypoctené tidaje obsahuje nésledujici tabulka:

- m—9p* |
] Barva Do, n; Vi ¥, n
1 zelena 0,40 201 192 0,42 0,42
2 Cervena 0,25 105 120 1,88 0,22
3 modra 0,25 144 120 4,80 0,30
4 bila 0,10 30 48 6,75 0,06
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| soudet | 1,00 | 480 | 480 | 13,85 | 1,00 |

Testovana hypotéza je nasledujici:

Hy:  po1 =04 Po2=Dpo3 =02 pos=01,
zatimco alternativni hypotéza H, je negaci nulové hypotézy. Rozsah vybérového souboru
je znacny, a protoze pro vSechna j je yj > 5, jsou podminky pro pouziti testu dobré shody
splnény.

Stanovime kriticky obor C jako pravostranny interval, jehoz levy krajni bod ptedsta-
vuje 100(1 - &)%-ni kvantil funkce Chi-kvadrat x5 o5 (3) = 7,81, nebot’ stupeti volnosti df
=4 -1 = 3. Hodnotu pfislusného kvantilu lze nalézt v béznych tabulkach rozdé¢leni Chi-
kvadrat, napt. v Tabulce 3 z Piilohy. Tedy C = [x&¢5(3) ; +0) = [7,81 ; +0) .

Hodnotu testového kritéria G obsahuje vySe uvedend tabulka v poslednim tadku
vpravo: G = 13,85. Jelikoz tato hodnota padne do kritického oboru, zamitdme nulovou hy-
potézu na hladin€ vyznamnosti = 0,05. Prakticky dopad takového testu by mél mit za
nasledek korekci predstav o pravdépodobnostnim rozloZeni poptavky po jednotlivych bar-
vach automobili. To by pak mélo pfimét vedeni prodejny ke zméné objednévek u vyrobce.
Nové pravdépodobnosti P;; jednotlivych barev bychom mohli z uvedeného vybérového

souboru stanovit jako relativni Cetnosti p,; =N; /N, viz posledni sloupec ve vyse uvedené

tabulce.
|

7.3.3 TEST NEZAVISLOSTI KVALITATIVNICH ZNAKU

Typickou ulohou, k jejimuz feseni se ¢asto pouziva test dobré shody, je ovéfeni nezavis-
losti dvou (nebo vice) kvalitativnich znaki. Jejich hodnoty byly zjistény u n ndhodné
vybranych prvki zakladniho souboru, nebo, obecnéji fe¢eno, jde o vysledky n nezéavislych
nahodnych pokust. Vysledky jsou pak zpracovani uspofadany v tzv. kontingenéni ta-
bulce.

V jednom experimentu mizeme soucasné sledovat dveé nebo i vice odpoveédi - hod-
noty kvalitativnich znakli. Tak naptiklad pfi kontrole jakosti vyrobku mizeme sledovat
pritomnost nebo neptitomnost vady A (znak A), nebo pfitomnost nebo nepiitomnost vady
B (znak B). Oba znaky A i B nabyvaji pouze dvé alternativni hodnoty - kategorie: napf.
Ano, Ne (Piitomnost, Nepritomnost, apod.).

P11 psychologickée zkouSce zpiisobilosti osoby k vykonu urcité ¢innosti mize testo-
vana osoba dostat dva tkoly, jejichZz vysledek mize byt hodnocen jako "vynikajici", "pri-
mérny" a "podpramérny". Zde jde o sledovani dvou kvalitativnich znaki se tfemi katego-
riemi odpovédi.

Predstavte si nyni n nezavislych opakovéani experimentu se dvéma kvalitativnimi
znaky A a B. Znak A ma r moznych kategorii hodnot, znacenych A, A,,...,A,, znak Bma s
moznych kategorii hodnot B,,B,,...,B,. Vysledek celé¢ho slozeného experimentu lze shr-

nout do kontingencni tabulky:
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Foo00re | By | Be | Ba | o B. | Souget
A1 N11 N1z N13 | i, N1s Ni1.
A2 N21 N22 N23 | e, Nos No.
As N31 N32 N33 | orieiveienenns N3s Nn3.
Ar Nrr | N2 | N3 | i, Nrs nr.
Soucet Ni | N2 [ N3 | Ns n

V tabulce znaci nj j pocet experimentl, pti kterych znak A nabyva hodnoty (katego-
rie) Aj a znak B hodnoty Bj. Symbolem p; = ¥%-, p;jznacime celkovy pocet opakovani,
pfi kterych se vyskytla i-ta kategorie znaku A, symbolem n ; = ¥i_, n;; znac¢ime celkovy
pocet opakovani, pii kterych se vyskytla j-ta kategorie znaku B.

Cilem statistické analyzy je zjiSténi, zda pfislusné dva znaky jsou zavislé ¢i nikoliv.
Vyskyt i-té kategorie (hodnoty) znaku A a j-té kategorie znaku B pfi jedné realizaci ptislus-
ného experimentu je ndhodny jev, ktery je prinikem dvou jevli, oznacme pravdépodobnost
tohoto priniku pjj. Kazda Cetnost njj ve vySe uvedené kontingencni tabulce je vlastné rea-
lizaci ndhodné veliCiny s binomickym rozd¢lenim pravd€podobnosti s parametry n a pjj.
Cetnosti nj vyskytu jevu Aj a &etnosti njvyskytl jevii Bj jsou realizacemi ndhodnych
veli¢in s binomickym rozdélenim s parametry n, p; , resp. parametry n, pj. Zde jsme ozna-
Cili pj = Xi=1Dij @ b, = Xj=1Di; - V souladu s definici nezavislosti jevii fekneme, Ze
znaky A a B jsou nezavislé, jestlize plati pravidlo o nasobeni pravdépodobnosti nezavislych
jevu, tj.

pij = plp]’ i=1,2,...,l’, j:1,2,...,3 , (710)

Polozime-1i nulovou hypotézu H; o nezévislosti znakti A a B jako ptedpoklad (7.10), pak
lze ukazat, ze statistika

(n. '_ni.n.j)z 2
ij ij
G = 27{:1 Z;:l ni_n_r]l- = n( 7i‘=1 Z}q’=1 - — 1)

nn;

n

(7.11)
ma Chi-kvadrat rozdéleni s df =(r -1)(s -1) stupni volnosti.

Hypotézu H, o nezéavislosti znakti A a B zamitame na hladin€ vyznamnosti ¢, kdyz hodnota
statistiky (7.11) padne do kritického oboru

C=i-odf) ; +). (7.12)

Specialnim piipadem kontingencni tabulky je tzv. €tyFpolni tabulka, kdy kazdy
znak nabyva pouze dvou (alternativnich) hodnot. Zde uvazujeme se dvéma kvalitativnimi
znaky Z, a Z,, kazdy z nich nabyva dvou moznych kategorii, které ozna¢ime h;, h,. Ze za-
kladniho souboru provedeme nahodny vybér, jehoz vysledky usporadame do nasledujici
tabulky:
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Znak Z;| hi | hz | Soucet

Znak Z,
h1 A B A+B
ha C D C+D

Soucet A+C| B+D n

Zde A predstavuje ¢etnost soucasného vyskytu hodnoty h, u znakt Z, i Z,. Obdobny vy-
znam maji hodnoty B, C a D.

Hypotézu o nezavislosti obou alternativnich znakd miizeme zformulovat jako (7.10).
Testové kritérium (7.11) 1ze v tomto specidlnim piipad¢ vyjadrit:

. n(AD-BC)?
"~ (A+B)(C+D)(A+C)(B+D)’

(7.13)

Pocet stupiili volnosti je v tomto jednoduchém piipadée df = (2-1)(2-1) = 1.

peseviooms 3]

Pro n =320 vyrobki se zjistovala hmotnost a vnéj$i vzhled, pti¢emz pro oba tyto znaky se
kazdy vyrobek oznacil bud’ jako dobry, nebo nevyhovujici. Vysledky jsou uvedeny v na-
sledujici tabulce, ktera je konkretizaci tabulky pfedchozi. Testujte hypotézu o nezavislosti
znakl "Vzhled" a "Hmotnost" na hladin€¢ vyznamnosti & = 0,1.

Vzhled ) . .
Hmotnost Dobry | Nevyhovujici | Soucet
Dobra 239 60 299
Nevyhovujici 14 7 o1
Soucet 253 67 320

Reseni.
1. Pouzijeme nejprve piimou metodu s pomoci vzorce (10.5), do néhoz dosadite hodnoty z
piedchozi tabulky:

2392 602 142 72
G = 320( + + +
253.299  67.299 25321 67.21

—1) = 2,086.

Protoze 2,086 < x§,(1) =2,7, tj. hodnota kritéria nepadne do kritického oboru (7.12),
hypotézu o nezéavislosti danych znakl prijimame.

2. V teseni 1. jsme pouzili vzorce, ktery je obecny v tom smyslu, ze miize byt pouzit pro
kontingencni tabulku o rozmérech rxs, tj. v piipadech, kdy prvni znak ma r hodnot a druhy
ma S hodnot. V konkrétnim ptikladu je r = s = 2, a proto mizeme aplikovat vzorec (7.13)
pro ctyfpolni tabulku. Po dosazeni ptisluSnych hodnot do (7.13) obdrzime: G = 2,086.
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Dochazime ptirozené ke stejnému vysledku, a proto téz zavér o piijeti hypotézy o nezavis-
losti znakl "Hmotnost" a "Vzhled" je stejny.

[ sawosrame oy ]

Ano ¢i ne?...

1) Zamitnuti spravné hypotézy oznacujeme jako chybu Il. druhu.

2) Pokud test zamitne nulovou hypotézu Ho, je tato hypotéza nepravdiva.

3) Jestlize je nulova hypotéza pfijata na hladiné vyznamnosti 0,05, pak musi byt pfijata i
na hladin€ vyznamnosti 0,01.

4) Piijmeme-1i nulovou hypotézu, nemtzeme Se dopustit chyby I. druhu.

5) Alternativni hypotézu piijmeme, pokud hodnota testového kritéria lezi v kritickém
oboru.

Dopliite...

6) Nulovou hypotézu nezamitame neboli
7) Hypotéza H,:© >®, se nazyva

8) Cislo 1 — B, kde fznamena , oznacujeme jako .
9) Chybou 1. druhu se rozumi a jeji pravdépodobnost se oznacuje

10) Nulovou hypotézu zamitdme, pokud hodnota testového kritéria nalezi

11) Letecka spolecnost provedla pfi jednom letu kontrolu u 25 pasazéri, na kolik se vaha
zavazadel 1i8i od povolenych 20 kg. Byly zjistény tyto udaje: X =211 kg; s=2,7 kg.
Je mozno na hladin€ vyznamnosti 10% usoudit, Ze primérna vaha zavazadel neptevysi 20

kg?

12) Tabulka dokumentuje procentuélni zastoupeni riznych vékovych kategorii 1 000 ti¢ast-
nikt koresponden¢niho kurzu Business English.

Vék Podil uc¢astnikuti [%]
15-24 0,118
25-34 0,139
35-44 0,175
45 - 54 0,207
55 - 64 0,192

65 a vice 0,169

Testujte hypotézu o stejném zastoupeni uvedenych vékovych kategorii ucastnikti v kore-
sponden¢nim kurzu na hladiné vyznamnosti 5%.
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13) Management zdravotni pojisStovny zjiStuje, zda jeji podil na kryti nakladd spojenych s
hospitalizaci pacientl je zavisly na délce hospitalizace. Nahodny vzorek pacientl poskytl
nasledujici vysledky:

—_ . Délka hospitalizace
Kryti nakladu do5dni | 6-10dni | 11 - 15 dni | nad 15 dni
méné nez 25% 26 30 6 5
25 - 50% 21 30 11 7
51-75% 25 25 45 9
nad 75% 11 32 17 11

Je mozno potvrdit zavislost procentudlniho podilu kryti ndkladi na délce hospitalizace?
Uvazujte hladinu vyznamnosti 1%.

14) Manzelska poradna provedla Setfeni zavislosti rozvodovosti v€kové kategorie 35 az 40
let na pohlavi partnerd. Tabulka shrnuje vysledky u nahodného vybéru 100 klientl zminéné
vékové kategorie.

Rodinny stav vPohIaV| <
muz zena
rozvedeny(a) 15 20
jiny 30 35

Na hladiné¢ vyznamnosti 0,1 ovéite hypotézu o nezavislosti rozvodovosti na pohlavi part-
nertl.

e 1]

Ano ¢i ne?...

1) Ne
2) Ne
3) Ano
4) Ano
5) Ano

Dopliite ...

6) Pfijimame

7) Pravostrannd slozena alternativni hypotéza

8) Pravdépodobnost chyby II. druhu, sila testu

9) Zamitnuti platné hypotézy, alfa

10) Kritickému oboru

11) Nikoliv, hypotéza se zamita.

12) Hypotéza se zamita.

13) Hypotéza se ptijima. (Hypotéza o nezavislosti se zamita).
14) Hypotéza se piijima.
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Ellsmortaprory ]

Statistické hypotézy, tj. hypotézy, jeZ se tykaji ndhodnych veli¢in, rozd¢lujeme do
dvou velkych tfid na parametrické hypotézy a neparametrické hypotézy. Parametrické hy-
potézy se vztahuji na jeden nebo nékolik parametrit daného pravdépodobnostniho rozdé€leni
nahodné veli¢iny (znaku populace). Neparametrické hypotézy se netykaji parametrii roz-
déleni ndhodné veli¢iny, nybrz jinych statistickych vlastnosti, napt. tvaru rozdéleni (nor-
malni, exponencialni, apod.). Neparametrické testy hypotéz (medianovy test, Chi-kvadrat
test, test nezavislosti) se vétSinou pouzivaji tam, kde neméate ditvod predpokladat, Ze popu-
la¢ni soubor ma normalni rozdéleni pravdépodobnosti.
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8 JEDNODUCHA REGRESNi ANALYZA

mowrmmeaemoy [

Analyzu rozptylu z prvni kapitoly je mozné chapat jako analyzu zavislosti kvantitativ-
niho znaku (proménné) na kvalitativnim znaku (proménné). Naproti tomu zavislosti kvan-
titativniho znaku na kvantitativnim znaku (nebo vice kvantitativnich znacich) se zabyva
regresni analyza. V ptipad¢ zavislosti dvou znakti mluvime o jednorozmeérné regresi (pii-
padné jednoduché regresi), u znaku zavislém na vice kvantitativnich veli¢inach hovotime
0 vicerozmérné regresi (vicendsobné regresi).

ey ]

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e vypocitat regresni koeficienty a vysvétlit metodu nejmensich ¢tverct,
e vypocitat koeficient determinace a koeficient korelace,

e vyjmenovat podminky klasického linearniho regresniho modelu.

K prostudovani této kapitoly budete pottebovat asi 90 minut.

Regresni pfimka, metoda nejmensich ¢tverct, koeficient determinace, koeficient kore-
lace.
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8.1 Regresni analyza

V regresni analyze studujeme vztah mezi jedinou proménnou (hodnotami statistického
znaku) nazyvanou zavisle promennou (n€kdy vysvétlovanou promeénnou), oznacujeme ji Y,
a obecné neékolika proménnymi (hodnotami statistickych znak), které nazyvame nezavisle
proménné (nékdy vysvétlujici promenné), a oznaCujeme je symboly Xz, X, .... Pokud se
zabyvame jedinou nezavisle proménnou X, hovoiime o jednoduché regresi, pokud je neza-
visle proménnych vice nez jedna, mluvime o vicroznérnéné (vicenasobné) regresi (nékdy
téz mnohonasobné regresi). V této a nasledujici kapitole se vénujeme jednoduché regresi.

Zavisi-li veli¢ina Y na veli¢iné X, pak to matematicky vyjadiujeme zapisem
Y = f(X). (8.1)

V nasem piipad¢ jsou Y a X Statistické znaky (nahodné veli¢iny), pak hovotime o statis-
tické zavislosti, funk¢éni vztah (3.1) ptejde v regresni vztah (regresni model)

y=1(x) + ¢, (8.2)

kde y, resp. X, ptedstavuji hodnoty znaku Y, resp. X, ¢ je ndhodna slozka, funkci f nazy-
vame regresni funkce.

Jestlize je regresni funkce f linearni, coz znaci, Ze ma tvar regresni primky
f(x)= Bo+ BiX, (8-3)

potom hovotime o jednoduché linearni regresi, nema-li regresni funkce linearni tvar,
hovotime o jednoduché nelinedrni regresi. Ve vzorci (3.3) jsou f,,/3, parametry regresni

funkce neboli regresni koeficienty.

Mezi nejpouzivangj$i nelinearni regresni funkce patfi:

regresni parabola: f(x) = Bo + P1x?, (8.4)
regresni hyperbola: f(x) =P+ 1 i (8.5)
regresni logaritmicka funkce: f(x) =L+ pilogx. (8.6)
regresni mocninnd funkce: f(x) = BoxPr, (8.7)
regresni exponencidlni funkce: f(x) = BoB7. (8.8)

Vyse uvedené nelinearni regresni funkce Ize prevést na linearni vhodnou transfor-
maci, jak uvidime v nasledujici kapitole.

Kromé¢ vyse uvedenych ptiklada nelinedrnich regresnich funkci existuje cela fada dal-
Sich vyznamnych nelineédrnich funkci, napt. Térnquistovy funkce, které nelze na linearni

funkci jednoduse prevést.
|
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8.2 Jednoducha regresni analyza

Piedstavte si vybér parovych hodnot (y1, X1), (Y2, X2), (Y3, X3), ..., (Yn, Xn), ziskanych (napft.
zmé&fenych) na statistickych jednotkach zakladniho souboru. Zde jsou yi hodnotami zavisle
proménné Y a Xi jsou hodnotami nezavisle proménné X. Zminéné parové hodnoty mizeme
ziskat zejména dvojim zpiisobem:

(A)  Hodnoty nezavisle proménné X; jsme pfedem pevné zvolili a k nim jsme ,,zmé&fili
prislusné hodnoty Yi. V této situaci jsou hodnoty znaku X pevné (nendhodné¢), za-
timco hodnoty znaku Y povazujeme za nahodné veli¢iny.

(B)  Parové hodnoty (Yi, Xi) ,,zméfime* na n ndhodné zvolenych jednotkach zékladniho
souboru. V této situaci jak hodnoty znaku X, tak hodnoty znaku Y povazujeme za
nahodné veliiny.

Vyse uvedeny datovy soubor parovych hodnot mizeme geometricky zndzornit v rovingé
bodovym grafem, kde na vodorovnou osu ,,x“ nana§ime hodnoty nezavisle proménné a na
svislou osu ,,y* piislu§né hodnoty zavisle proménné. Vysledkem je geometrické znazornéni
n bodl v roving, z jejichz vzajemné polohy miizeme soudit na regresni zavislost znaku Y
na X. Ukolem jednoduché linearni regrese je ,,prolozit“ danymi body p¥imku (tj. nalézt
linearni regresni funkeci), kterd nejlépe charakterizuje polohu danych n bodu. Z ptedchoziho
odstavce vime, Ze tato regresni funkce ma tvar f(x) = S, + B1x, kde By, B1 jsou zatim
neznamé hodnoty parametra regresni piimky. Regresni model (3.2) ma nyni tvar

Vi= B+ X ta&,i=1,2,..,n. (8.9)

Odhady b,,b, téchto neznamych parametrti — regresni koeficienty ziskame metodou ne-

vvvvvv

tice, bude vénovan nésleduzici odstavec.

8.3 Metoda nejmensich ¢étvercu

Uvazujte data ve formé parovych hodnot — bodi: (Y1, X1), (Y2, X2), (Y3, X3), ..., (Yn, Xn).
Ukolem jednoduché regrese je najit regresni funkci, ktera ,,nejlépe charakterizuje polohu®
danych n bodl. Nejprve budeme uvazovat obecny tvar regresni funkce f(x; Sy, /1) Se
dvéma parametry f3,, f; (nemusi to byt nutn¢ regresni piimka). Specialnimi ptipady této
regresni funkce je linearni funkce (8.3) a také nelinearni funkce (8.4) — (8.8). Postup me-
tody nejmensSich ctvercii bude vzdy stejny, tj. nezavisly na konkrétnim tvaru regresni
funkce. Odhady b,,b, neznamych parametri B, f; ziskame tak, ze nalezneme hodnoty

by, b, pro néz nabyva své minimalni hodnoty rezidualni soucet ctvercii odchylek hodnot

zavisle proménné Yi od teoretické hodnoty Y; = f(x; ; by, by), 1j.

n n

SR= > (y; =Y;) =Dy, = F(x.b,b)) . (8.10)

i=1 i=1
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Jak je znamo z matematické analyzy, své minimum funkce Sr (zde je to funkce promén-
nych b,,b,) vzdy nabyva pro ty hodnoty b,,b, , pro néz se anuluji jeji parcialni derivace:
B g Be_g, (8.11)
ob, ob,
Vztahy (8.11) ptedstavuji soustavu 2 rovnic o 2 neznamych by, b, , ktera se nazyva sou-

stava normdlnich rovnic. Jejim feSenim ziskame hledané odhady regresnich parametra zvo-
lené regresni funkce.

Vytesime nyni soustavu (8.11) pro specialni ptipad, ktery nds zejména zajima, totiz pro
linearni regresni funkci f (x; By, B1) = Bo + B1x. Dosadime-li tuto funkci do vztahu (8.10),
vypocteme piislusné parcialni derivace, které polozime rovny 0, ziskame konkrétni sou-
stavu normalnich rovnic

Zn:yi =bn + qzn:xi, (8.12)
i=1 i-1

Zn:XiYi = boznlxi +blznlxi2 '

i=1 i-1 i=1

Z téchto rovnic jiz snadno vypocteme hledané odhady by, b, takto:

anxi Yi— n>‘<y
bl _ =l

=
D xt—nx?
i=1

Z analytické geometrie si pfipomerite, ze regresni koeficient bo predstavuje prusecik re-
gresni pfimky s osou ,,y“, tedy hodnotu Yo pro X = 0, tento regresni koeficient se nékdy
nazyva uroviiovd konstanta. Regresni koeficient by vyjadiuje smérnici ptimky, tedy sklon
ptimky k ose ,,x“, tj. zménu funkéni hodnoty Y pti zméné nezavisle proménné X 0 jednotku.

b, =y -byx (8.13)

Pro jiné, nez lineadrni tvary regresni funkce je postup metody nejmensich ¢tverct ob-
dobny. Vysledkem je rovnéZz soustava 2 normalnich rovnic, tyto rovnice vSak jiz nemusi
byt linearni, a proto soustavu jiz obvykle nelze snadno vyftesit. K feSeni pak pouzivame
iteracni numerické metody, které zde nejsou predmétem naseho zajmu. V feSenych tlohach
jsou uvedeny zpusoby nalezeni odhadl regresnich koeficienti metodou linearizace expo-
nencialni a mocninné regresni funkce pomoci logaritmické transformace.

Na tomto misté bychom chtéli zvyraznit jeden dulezity fakt, ktery budeme v nasleduji-
cim vykladu neustale vyuzivat. Data pro regresni analyzu jsou vysledkem ndhodného vy-
béru, at’ jiz jsme pouzili pti jejich ziskani postup (A), nebo (B). Proto také vysledek jedno-
duché linearni regresni analyzy — odhady neznamych parametri S, 81, tj. regresni koefi-
cienty by, b1, budou nahodné veli¢iny. Pti kazdém dal$im nahodném vybéru dat bude vy-
sledek, tj. odhad b, b,, obecné jiny! Ma proto vyznam hovofit dale o statistickych charak-
teristikach téchto odhadnutych parametrti, jako napf. stiedni hodnota, rozptyl.
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8.4 Mira variability, koeficient determinace

Metoda nejmensich Ctverct nds nyni piivedla k postupu, ktery jsme jiz pouzili v pred-
chozi kapitole pfi analyze rozptylu. V ANOVA se jednalo o rozklad celkové variability
znaku Y, vyjadiené jako celkovy soucet ¢tverct, na meziskupinovy a vnitroskupinovy (re-
zidualni) soucet Ctvercl. V analyze rozptylu jsme pracovali se znakem X, ktery mél kvali-
tativni povahu, a proto nebylo mozné vyjadiit zavislost regresnim modelem. V regresni
analyze ma znak X — nezavisle proménna — kvantitativni povahu, a proto je regresni model
zéavislosti Y na X mozny. Pouzijeme analogii s ANOVA V tom, ze znak X zde bude nabyvat
hodnot X1, X2, ..., Xn @ i-ta skupina bude nyni charakterizovana teoretickou hodnotou Y; =
f(x;; by, by), namisto skupinového praméru y; v ANOVA. Potom celkovou variabilitu vy-
svétlované proménné charakterizuje celkovy soucet ctvercii:

n

S, =2 (yi-¥)- (8.14)

i=1

Cast celkové variability vysvétlenou regresnim modelem charakterizuje teoreticky soucet
Ctvercu:
n

S =>(%-y), (8.15)
i1
nevysvétlenou ¢ast celkové variability predstavuje rezidudlni soucet ctvercii (8.10):
Sk = Z:(yi -Y,), (8.16)

i=1
kde ei = yi — Yi nazyvame reziduum.

Lze dokazat, Ze mezi jednotlivymi soucty ¢tverct plati zakladni vztah:
Sy=St+ Sgr. (8.17)

Obdobn¢ jako v analyze rozptylu jsme zavedli k vyjadieni tésnosti vztahu Y a X pomér
determinace, nyni zavedeme analogicky pojem charakterizujici pfiléhavost dat k regres-
nimu modelu. Timto pojmem je koeficient determinace, ktery definujeme vztahem

R? _1_ SR . (8.18)
y

Ze vztahu (8.17) vyplyva, ze koeficient determinace nabyva hodnoty z intervalu [0,1]
a urcuje tu cast celkové variability pozorovanych hodnot Sy, kterou Ize vysvétlit danym
regresnim modelem. Jinak feceno, po vynasobeni koeficientu determinace hodnotou 100
obdrzime, kolik procent celkové variability je vysvétlitelnych regresnim modelem. Koefi-
cient determinace je proto diilezitou charakteristikou vhodnosti zvoleného regresniho mo-
delu.

Vztah (8.18) vznika podilem nahodnych veli¢in, a proto jakozto nahodna veli¢ina je
odhadem koeficientu determinace R2. Pro malé rozsahy vybéru n je odhad (8.18) vychyleny,
viz Ramik (2003), tj. nadhodnocuje ptiléhavost k regresnimu modelu. Proto se pouziva ne-

vychyleny odhad koeficientu determinace RZ, (z angl. adjusted), ktery nazyvime korigo-

vany (upraveny) koeficient determinace:
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R, =1-(1- RZ):—:;. (8.19)

Pro velké hodnoty n je vSak zlomek ve vzorci (3.19) blizky k jedné a korigovany koe-
ficient se blizi k ,,nekorigovanému*.

8.5 Klasicky linearni model
Klasickym jednoduchym linedrnim regresnim modelem se nazyva regresni model (8.9):
Yi= ot pxi +a,i=12..n,
spliujici nasledujici podminky:

(1) Hodnoty vysvétlujici proménné Xi se voli ptredem, viz (A) odstavec 8.2, nejsou to
tedy ndhodné veli€iny.

(2) Néhodné slozky & v modelu (8.9) maji normalni rozdéleni pravdépodobnosti se
stiedni hodnotou 0 a (neznamym) rozptylem o?. Konstantnost rozptylu nazyvame
homoskedasticita.

(3) Nahodné slozky nejsou korelované, tj.Cov(s, &) =0 pro kazdé i #j,i,j=1,2,...,n.

Podminky (1) az (3) pozadujeme tehdy, chceme-li zajistit spInéni nékterych dalSich
vlastnosti: napf. zjistit intervaly spolehlivosti koeficient regresni funkce, interval spoleh-
livosti hodnoty regresni funkce, eventualné chceme-li provadét testy hypotéz o nékterych
prvcich regresniho modelu. Témito tématy se budeme zabyvat v nasledujicich odstavcich.
Pokud totiz tyto podminky splnény nejsou, nelze zajistit ,,spolehlivé predpoveédi.

V praxi jsou podminky klasického modelu ¢asto splnény, nejsme-li si vSak jejich plat-
nosti jisti, mizeme provést testy hypotéz jak o normalité rozdéleni nahodné slozky
(napft. test dobré shody, viz napi. Ramik (2003)), tak i testy o nekorelovanosti nahodnych
slozek (napf. t-test). Dalsi testy uvedeme pozd¢ji v souvislosti s casovymi fadami. Na Ob-
razku 20 je zndzornéna situace, kdy podminky klasického linedrniho modelu jsou splnény,
na Obrazku 21 je zachycena situace, kdy neni splnéna ani podminka normality ndhodnych
slozek (na obrazku jsou vSechny & téméf stejné), ani podminka nekorelovanosti (hodnoty
yi se nachazeji vedle sebe po jedné stran¢ grafu regresni funkce).
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Data a regresni kfivka
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Obrazek 20: Podminky klasického modelu jsou splnény
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Obrazek 21: Podminky klasického modelu nejsou splnény

8.6 Diagnosticka kontrola modelu

Kvalita kazdého sestaveného modelu se posuzuje pomoci diagnostickych testil, kde jsou
oveérovany vlastnosti ndhodné sloZky, a to jsou heteroskedasticita, autokorelace a normalita
rezidui. Pokud je model zvolen spravné, pak ma nesystematicka (rezidualni) sloZzka modelu
vlastnosti procesu bilého Sumu.

8.6.1 HETEROSKEDASTICITA

Pozadavkem na nesystematickou slozku je jeji homoskedasticita ¢ili konstantnost roz-
ptylu. K posouzeni homoskedasticity se vyuziva graf rezidui, v praxi pak také tzv. ARCH(q)
(AutoRegressive Conditional Heteroscedasticity) test, kde

Ho: rezidualni slozka vykazuje podminénou homoskedasticitu,
Hi: rezidudlni slozka vykazuje podminénou heteroskedasticitu.
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Pro posouzeni efektu ARCH (1) je konstruovana tzv. uméla regrese, ktera je uvedena v rov-
nici (8.20), jak uvadi Arlt a Arltova (2007). Vysvétlovanou proménnou je kvadrat rezidui
a vysvétlujici proménnou kvadrat rezidui v prvnim zpozdéni.

a? = ag + a1 + u; (8.20)
Metodou nejmensich ¢tvercii jsou odhadnuty parametry a za predpokladu platnosti nulové
hypotézy ma4 statistika TR? rozdéleni y?(1), T je pocet méfeni, R? je index determinace. V
piipadé vysokych hodnot statistiky TR? nulovou hypotézu zamitame, a potvrzuje se, Ze ne-
systematickd slozka vykazuje podminénou heteroskedasticitu. Pro posouzeni efektu
ARCH(Q) je konstruovana rovnice (3.21). V tomto piipadé za predpokladu platnosti nulové
hypotézy ma4 testové kritérium TR? rozdéleni y2(q).

af = ag + a,af_ + - adf_ g +u, (8.21)

Heteroskedasticita mize byt zplsobena i pfitomnosti odlehlych pozorovéni, a feSenim
muze byt jejich vypusSténi z modelu. Heteroskedasticita je nezadouci, protoze zptisobuje
chybné testovani parametrt v modelu.

8.6.2 AUTOKORELACE

Pfitomnost autokorelace v modelu mize znamenat, ze nebyla odfiltrovana veskera sys-
tematickd slozka. V ptipad¢ jednorozmérného procesu je pro zkouméani autokorelace pou-
_ Zelele—g

ziva vybérova autokorelacni funkce (ACF) 7y = .8 V ptipadé nekorelovanosti ne-
tUt

systematické slozky lezi hodnoty vybérové ACF uvniti intervalu (—2\/T , 2NT ) Ptitom-
nost autokorelace je ovéfovana na zakladé Portmanteau testu, kde

Ho:py =p; = =px =0
Ha: neplati Ho.

Je-li model spravné konstruovan, pak ma statistika Q = T Y.X_, pZ pro vysoka T a K pfi-
blizné rozdéleni y?(K — p — q). Pro malé vybéry se pouziva statistika oznacovana jako
modifikovana Portmanteau statistika (Arlt a Arltova, 2007).

8.6.3 NORMALITA

Normalitu Ize sledovat pomoci y? testu dobré shody, nejéastéji je viak vyuzivan Jarque-
Bera test, ktery je zalozeny na testovani Sikmosti a Spicatosti rozd€leni. Hypotézy jsou

Ho: normalni rozd¢lenti,
Hi: jiné nez normalni rozdéleni.
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Testové kritérium JB = SK? + K2, kde SK je $ikmost rozdéleni a K je $picatost rozdéleni,
mé4 za piedpokladu platnosti nulové hypotézy rozdéleni y2(2).

pesevioonr ]

Spolecnost na vyrobu bytového textilu zkoumala, jak souvisi zisk z prodeje s vydaji na
reklamu. Tabulka 1 uvadi udaje obdrzené v deseti nahodn¢ vybranych firmach. Naértnéte
bodovy graf a urcete typ regresni funkce popisujici danou zéavislost. Stanovte koeficienty
regresni funkce. Vypocitejte koeficient determinace a zhodnotte t€snost zavislosti vyjad-

fenou regresnim modelem.

Tabulka 1: Zisk z prodeje a vydaje na reklamu

Pozorovani |Vydaje na reklamu (tis. K¢)  |Zisk z prodeje (10 tis. K¢&)
1 6 5
2 8 8
3 9 9
4 9 12
5 12 21
6 15 25
7 16 32
8 20 36
9 22 51

10 23 59

Reseni (,,ru¢ni* vypocet):
Z grafu vidite, Ze jde o pfimou zavislost, kterou je mozné popsat regresni ptimkou

Y = fo+ fiX.
Mate za ukol stanovit hodnoty koeficientt bo, b1, neboli na zakladé dat odhadnout hodnoty
parametrl f1, 2. Vyuzijeme vysledkli metody nejmensich ¢tvercti, nebudete vSak dosazo-
vat piimo do soustavy rovnic (3.12), ale pouZijete vztahy pro bo, bi, tj. (3.13), které je
mozné z dané soustavy vyjadrit, a to v numericky vyhodném a snadno zapamatovatelném
tvaru:

b Xy—X-y 4621-14-258 100,9

X% — %2 230-14° 34

=297

by =y —bX=258-297-14=-1575.

Vypocéty potiebnych hodnot pomoci kalkulacky jsou uvedeny v Tabulce 2.
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Tabulka 2: Vypoéty

2 _
i Xi i & Xiyi Yi =9 (i - »?
1 6 5 36 0 2,04 565,21 432,64
2 8 8 64 64 7,98 318,22 316,84
3 9 9 81 81 10,95 221,15 282,24
4 9 12 81 108 10,95 221,15 190,44
5 12 21 144 252 19,86 35,62 23,04
6 15 25 225 375 28,77 8,61 0,64
7 16 32 256 512 31,74 34,84 38,44
8 20 36 400 720 43,62 315,88 104,04
9 22 51 484 1122 49,56 562,08 635,04
10 23 59 529 1357 52,53 711,60 1102,24
Soucet 140 258 2300 | 4621 258 2994,3 3125,6
Priamér 14 25,8 230 462,1
Linearni regrese
y = 2,9676x - 15,747

70 R® = 0,958

60 L

50 /V o Zisk z prodeje (10 tis.

40 K¢)

.

30 / — Lineami (Zisk z prodeje

20 S (10 tis. K&))

10 (4

0 T J T T T
0 5 10 15 20 25

Obrazek 22: Graf regresni piimky

Hledana regresni ptimka ma tvar: ¥ =-15,/5+297x.

a. K tomu, abychom vypocitali determinac¢ni koeficient, musime znat hodnotu souctu
Sta souctu Sy. Tyto soucty vypocitame podle vztahi (3.14), (3.15). Pro vypocet teo-
retického souétu musime pro kazdé xi, i = 1, ...,10, znat teoretickou hodnotu Yi.

Y, =-1575+297-x, =-15,78 +297-6 =2,04.

Tato hodnota udava, jaky by mél byt zisk pti vydajich X = 6. Protoze vsak jde o stochastic-
kou zéavislost mezi spolecenskymi veli¢inami, mize se tato hodnota liSit od skutecné zjis-
téné hodnoty y = 5. VSechny teoretické hodnoty Yi i hodnoty souctd Sy a St jsou uvedeny
Vv Tabulce 8. Koeficient determinace vypocitame dosazenim souctd Sy, St do vztahu (3.18).

R? — Sy _ 29943
S, 31256

y

=0,958.
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Tato hodnota znamena, Ze pomoci regresni piimky Y =-15,78+297x je vysvétleno 95,8 %
chovani proménné Y.

Reseni (vypotet v Excelu):

V Excelu vyuzijeme graf funkce s funkei Ptidat spojnici trendu. Po volbé polozky Vlozit
graf — XY bodovy..., se otevie zadavaci okno, kde zadate:

Oblast dat: $A$1:$B$11

Sloupce:  (zakliknout)

Potvrdite OK
Obdrzite bodovy graf, viz Obrazek 14 (jesté bez regresni piimky). Poklepem pravym tla-
¢itkem mysi na nektery z bodi grafu obdrzite nabidku menu, kde zvolite: Pfidat spojnici
trendu, Typ trendu regrese: zvolite Linearni

Dale oteviete zalozku MozZnosti, kde zakliknete:

Zobrazit rovnici regrese (rovnice regresni piimky) a

Zobrazit hodnotu spolehlivosti R (hodnotu koeficientu determinace R?).

Potvrdite OK.
Obdrzite vysledek témét takovy, jaky je na Obrazku 14. K pivodnim bodiim se zobrazi

regresni Efimka, dale rovnice regresni Eﬁmkz a hodnotu koeficientu determinace R?.

pesevioom: 9]

Spolec¢nost Air-Ostrava, zajist'ujici lety na trase Ostrava-Praha, sleduje pii planovani lett

také na hmotnost uzitecného zatizeni letadla, jehoz vyznamnou cast tvoii pasazéfi a jejich

zavazadla. Zjistilo se, ze hmotnost zavazadel cestujicich souvisi s dobou, na kterou odces-

tovali. Vysledky prazkumu zachycuje Tabulka 3.

a. Najdéte rovnici regresni piimky popisujici danou zavislost.

b. S jakou hmotnosti zavazadel 1ze pocitat, bude-li na palubé 15 cestujicich vracejicich se
za 2 dny, 7 cestujicich vracejicich se za 5 dnd, 5 cestujicich vracejicich se za 6 dnli
a 1 cestujici vracejici se za 14 dni.

Tabulka 3: Vysledky priuzkumu

Pozorovani Dny Hmotnost
1 13 46
2 12 43
3 9 29
4 16 52
5 10 31
6 5 18
7 2 11
8 3 12
9 8 25
10 2 10
11 14 48
12 19 60
13 3 15
14 5 20
15 2 12
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ResSeni:
Prezentujeme zde pouze ,,rucni vypocet feseni (s kalkulackou), feSeni pomoci Excelu s
vyuzitim funkce Ptidat spojnici trendu v bodovém grafu ponechavame na Ctenari.

a. K vypoctu regresnich koeficientti bo, b1 pouzijeme opét vztaht (3.13):

X-
X% —x? 96,73-8,2°

<

“X-y _3244-82-288 .49 g _phx-288-299.82=4,27

b, =

S

Regresni pfimka ma tedy tvar Y =4,27 +2,99x..

Tabulka 4: Vypocty

i Xi Yi Xiyi X;
1 13 46 598 169
2 12 43 516 144
3 9 29 261 81
4 16 52 832 256
5 10 31 310 100
6 5 18 90 25
7 2 11 22 4
8 3 12 36 9
9 8 25 200 64
10 2 10 20 4
11 14 48 672 196
12 19 60 1140 361
13 3 15 45 9
14 5 20 100 25
15 2 12 24 4
Soucet 123 432 4866 1451
Priamér 8,2 28,8 324,4 96,73

b. Vypogitime hodnotu Y pro x = 2: Y (2) = 4,27 +2,99-2 =10,25,
x=5: Y(5)=4,27+299.5=19,22,
X=6:Y(6)=4,27 +2,99-6=2221,
x =14: Y (14) = 4,27 +2,99-14 = 46 13.

Potom hmotnost zavazadel m, se kterou lze pocitat, snadno zjistite, uvazite-li pocty prislus-
nych cestujicich:

m=15-Y(2)+7-Y(5)+5-Y(6) +1-Y (14) =153,75+134,54 +111,05 + 46,13 = 445,47 Kg.
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| #esend aLowa - spommesni ke kemesunsieno e [[D)]

Tato fesend uloha prezentuje ekonometrické modelovani pro jednoduchou spotiebni funkci
keynesianského typu pro c¢eské domacnosti v roce 2023. Predikujte vyvoj spotieby pro do-
macnost s mesicnim dichodem 55tis.K¢. Tato uloha bude feSena pomoci programu
GRETL.

(Keynes: Lidé jsou v priméru ochotni zvySovat svou spotiebu pii rostoucich piijmech, ale
ne v takové vysi, jak rostou piijmy. Jedna se o pfimou zéavislost relné spotieby predevsim
na redlném diichodu, pficemz spotieba roste pomaleji nez diichod.

Vymezeni ekonomického modelu:

- Stanoveni pfedmétu zkoumani — keynesianska jednoduché spotiebni funkce

- Klasifikace ekonomickych veli¢in — C; (realna spotieba i-té domacnosti), Yi (pfijem
domacnosti)

- Vymezeni a verbalni popis vazeb a vztahli mezi veli¢inami (pifima zévislost realné
spotteby predevsim na redlném diichodu)

- Formulace vychozi zékladni hypotézy ¢i tvrzeni o chovani ekonomickych veli¢in
(spotieba roste pomaleji nez diichod)

Vymezeni matematického modelu:

Jednorovnicovy linearni model: C; =f; +5,-Y;, i=12,..,n,
Kde f; je regresni parametr urovitové konstanty a f3, je regresni parametr sklonu, ktery se
ocekava 0 < 5, < 1.

Formulace stochastického ekonometrického modelu:

Piedpoklada zavedeni nahodné slozky ui do rovnice: C; =B+ LY, +u;, i=
1,2,..,n , pfiCemz se predpokladd, Ze nahodna slozka bude mit normdlni rozde€leni
s sttedni hodnostou nula, konstantnim rozptylem, a nebude sériové zavisla na svych zpoz-
dénych hodnotéch.

Y (prijem v K¢) | C (spotreba v Kc)
1 46 995 33907
2 46 644 34717
3 46 295 34 363
4 46 847 35 365
5 48 695 35799
6 49 887 36 722
7 50 801 37993
8 52 631 40 389
9 54 906 40 750
10 58 410 41 826
11 62 493 43 496
12 66 326 45 079
13 67 850 46 323
14 65 124 46 636
15 66 550 46 662
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ResSeni:

Prezentujeme zde feSeni pomoci programu GRETL. Nejprve do programu zadame ob¢ pro-
meénné (C spotfeba domacnosti, Y pfijem domacnosti). V hlavnim menu vybereme MO-
DEL—Ordinary Least Squares a objevi se nasledujici dialogové okno, kde doplnime C jako
zéavislou proménnou, a Y jako regresor, tzn. nezavislou proménou, jak ukazuje Obrazek 23.

“ gretl: specifikovat model = Od X
gk oLs
const Zavisle proménna
Y
i ®
[[] Nastavit jako vychozi
Regresory
const
Y
-
e
[[] Robustni smérodatné chyby
i Népovéda £ Vymazat X Zruzit <7 Budiz

Obrazek 23: Dialogové okno — specifikace modelu

Po potvrzeni dostavame vysledek, ktery zachycuje Obrazek 23. Z toho vidime, Ze regresni
koeficient b = 0,568 je statisticky vyznamny na hladiné vyznamnosti 0,01 (p-hodnota je
mensi nez 0,05), rovnice modelu je C = 8539,27 + 0,568 - Y, koeficient determinace
R? = 0,96. Predikce pro Y = 55 je C = 8539,27 + 0,568.55000 = 39 779 K&.
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“ gretl: model 3 — O X
Soubor Upravit Testy Ulozit Grafy Analyza LaTe j
Model 3: OLS, za pouZiti pozorovami 1-15
Zavisle promEnna: C
koeficient sm&r. chyba t-podil p-hodnota

const 8539,27 1662,00 5,138 0,0002 Ban

Y 0,568289 0,0297110 15,13 €,66e-011 ***

Stfedni hodnota zavisle prom&Enné 40001, 80

Sm. odchylka zavisle prom&nné 4789,727

Soudet &tvercld rezidui 11021087

Sm. chyba regrese %20,7475

Eoeficient determinace 0,965686

Adjustovany koeficient determinace 0,963046

F(l, 13) 365,8511

P-hodnota (F) 6,66e-11

Logaritmus v&rohodnosti -122,5886

Akaikovo kritérium 249,1772

Schwarzovo kritérium 250,5933

Hannan-Quinnovo kritétium 249,1621
zde je poznémka o zkratkaéch statistik modelu

Obrazek 23: Odhad koeficientii metodou nejmensich ¢tverci

Dale ovéiime predpoklady modelu: heteroskedasticitu, normalitu a autokorelaci rezidui.

Pro testovani heteroskedasticity vybereme ve vystupu modelu zalozku TESTY —Heteros-
kedasticita— Whitelv test. A dostaneme vysledek, ktery zachycuje Obrazek 24.

“ gretl: LM test (heteroskedasticita) - O >

B &8 04A S
Whitelv test heteroskedasticity

OLS, za pouZziti pozorovamni 1-15
Zavisle proménna: uhat”2

koeficient smér. chyba t-podil p-hodnota
constc -1,72312e+07 2,23342e+07 -0,7718 00,4553
Y 640,642 800, 385 0,8004 0,439%0
sq_¥ -0,0055%932% 0,00703€87 -0,7548 00,4421
Neadjustovany koeficient determinace = 0,051647
Testovacl statistika: TR™2 = 0,774702,
s p-hodnotou = P(Chi-kvadrac(2) > 0,774702) = 0,678853

Obrazek 24: Test heteroskedasticity
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Vyhodnoceni testu hetrosdedaticity provedeme na zakladé vypoctené p-hodnoty. Tes-
tuje se nulova hypotéza Ho: homoskedasticita rezidui (tj. konstantni rozptyl rezidui), opoti
alternativni hypotéze Hi: heteroskedasticita rezidui. P-hodnota = 0,678 je vétsi nez zvolené
a = 0,05; proto Ho nelze zamitnout, nebylo tedy prokazéano, ze by rezidua neméla konstantni
rozptyl.

Pro testovani normality vybereme ve vystupu modelu zalozku TESTY—Normalita re-
zidui. A dostaneme vysledek, ktery zachycuje Obrazek 25. Vyhodnoceni provedeného testu
normality je pravdépodobné nejsnazsi odvodit z pribéhu grafu pfedpokladané¢ho normal-
niho rozdéleni v porovnani se skute¢nym rozdélenim rezidui a analyzou p-hodnoty Chi-
kvadrat testu. Testuje se nulova hypotéza Ho: Rezidua maji normalni rozdéleni, oproti Hai:
Rezidua nemaji normalni rozdéleni. P-hodnota = 0,5387 je vétsi nez zvolené o= 0,05; proto
Ho nelze zamitnout, nebylo tedy prokézano, ze by rezidua nemeéla normalni rozdéleni.

B8 oretl: graf — X
0,0005

" Testovaci statistika prcuI relative freque'ncy —
Chi-kvadrat(2) = 1,237 N(9,7013e-013 920,75)

0,00045

0,0004

0,00035

0,0003

0,00025

Fustota

0,0002

0,00015

0,0001

5e-05

-3000 -2000 -1000 ] 1000 2000 3000

residual

Obrazek 25: Test normality

Pokud chceme pomoci programu GRETL testovat autokorelaci, musime vstupni data
ulozit jako ¢asovou fadu. Testuje se, zda je Ut zavislé na Ur.1. Vybereme ve vystupu modelu
zalozku TESTY — Autokorelace. A dostaneme vysledek, ktery zachycuje Obrazek 26.
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“ gretl: autokorelace — O x
H & DA S
Breusch—Godfreyﬁv test pro autokorelaci prvniho fadu

OLS, za pouZiti pozorovani 19€0-1974 (T = 15)

Zavisle prom&nna: uhat

koeficient smér. chyba t-podil p-hodnota
const 148,475 1576,83 0,09416 00,9265
b —0,00252950 0,0281839 -0,08975 Q,9300
uhat_1 0,417326 0,264272 1,579 00,1403
Neadjustovany koeficient determinace = 0,172055

Testovacl statistika: LMF = 2,493721,

s p-hodnotou = P(F(1,12) > 2,49372) = 0,14
Alternativni statistika: TR"2 = 2,580829,
s p-hodnotou = P(Chi-kvadratc(l) > 2,58083) = 0,108

Ljung-Box Q'
s p-hodnotou

3,0%8597,
P (Chi-kvadrac (1) > 3,09597)

00,0783

Obriazek 26: Test autokorelace

Testuje se nulova hypotéza HO: Rezidua nejsou autokorelovana, oproti H1: Rezidua jsou
autokorelovana. P-hodnota = 0,14 je vétsi nez zvolené a. = 0,05; proto HO nelze zamitnout,
nebylo tedy prokazano, ze by rezidua byla autokorelovana.

swosTamgoxory [[af]

1. Personalni feditel firmy shromazdil udaje o véku (X) a dob& pracovni neschopnosti (Y)
dvaceti ndhodné vybranych stalych zaméstnanct. Zjisténé udaje jsou zaznamenany v ta-
bulce.

X Y X Y
20 4 58 20
35 14 46 13
35 15 43 16
34 10 33 10
32 10 29 10
28 9 36 11
25 12 48 14
46 15 55 15
38 15 36 14
50 16 19 6

Nacrtnéte bodovy graf a najdéte rovnici regresni funkce vyjadiujici danou zévislost. Zhod-
not’'te vystiznost (ptfiléhavost) regresni funkce vzhledem k datiim.
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2. Bylo sledovano, jak souvisi mnoZstvi vadnych vyrobki (v % z vyrobenych vyrobki)
s vykonem soustruznika (v % z pfedepsané normy). Bylo vybrano deset pracovnikii, nameé-
fené udaje jsou uvedeny v tabulce.

Vykon 56 68 72 85 92 102 | 107 | 111 | 123 | 142
Vadné vyrobky | 5,2 3,9 3,5 24 | 2,04 2 22 | 224 | 24 | 251

Stanovte regresni model a urcete ptiléhavost regresni ptimky k datim.

3. Tabulka zachycuje stafi (v letech) osmi vybranych strojli v potravinaiském zavode¢ a ty-
denni naklady (v K¢&) na provoz téchto stroji.

StaFi stroje 1 2 3 4 5 6 7 8

Naklady 44 52 61 80 94 | 108 | 111 | 116

a. Odhadnéte parametry linearni regresni funkce, ktera by méla vystihovat pribéh zavis-
losti nakladii na stari.

b. Urcete koeficient determinace R? a interpretujte jej.

c. Jaké tydenni naklady mizeme ocekavat u stroje starého 4 roky?

] e

1.
25
y =0,2964x + 1,3941
15
10
5
0 T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70

2. Y=-0,0285x +556; R?=0,53.

3. a) Y=32,14+11,36x
b) R? = 0,97 tzn. modelem je vysvétleno 97 % celkové variability.
c) Y(4) =32,14+11,36.4 = 77,58 K¢.
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B A

Tato kapitola se zabyvala jednoduchou regresni analyzou, byl zde formulovan model
jednoduché linearni regresni analyzy. Dale zde byla vysvétlena metoda nejmensich ¢tverct
k nalezeni ,,nejlepsSich* hodnot regresnich koeficientli v regresnim modelu. Mira pftiléha-
vosti dat k regresni kiivce byla stanovena pomoci koeficientu determinace a jeho odmoc-
niny — koeficientu korelace. Nakonec jste se seznamili s tzv. klasickym jednoduchym re-

gresnim modelem, ktery stanovuje 3 zdkladni podminky, kterym by mél vyhovovat re-
gresni model vzhledem k existujicim datim.
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Priloha

PRILOHA

TABULKA1

Plocha pod kiivkou
normovaného normalniho rozdéleni N(0,1)

01,39435

0 =125
=2 ;“ 0,00 | 0,01 | 002 | 003 | 004 | 0,056 | 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,09
0,0 0,00000| 0,00399| 0,00798| 0,01197| 0,01595| 0,01994 | 0,02392( 0,02790 | 0,03188 | 0,03586
0,1 0,03983 | 0,04380| 0,04776| 0,05172| 0,05567 | 0,05962 | 0,06356 | 0,06749 | 0,07142| 0,07535
0,2 0,07926 | 0,08317| 0,08706| 0,09095| 0,09483 | 0,09871| 0,10257 | 0,10642 | 0,10260| 0,11409
0,3 0,11791| 0,12172| 0,12552| 0,12930| 0,13307 | 0,13683 | 0,14058 | 0,14431 | 0,14803| 0,15173
0,4 0,15542 | 0,15910| 0,16276| 0,16640| 0,17003 | 0,17364 | 0,18824 | 0,18082 | 0,18439| 0,18793
0,5 0,19146 | 0,19497 | 0,19847| 0,20194 | 0,20540 | 0,20884 | 0,21226| 0,21566 | 0,21904 | 0,22240
0,6 0,22575| 0,22907 | 0,23237| 0,23565| 0,23891 | 0,24215| 0,24537 | 0,24857 | 0,25175| 0,25490
0,7 0,25804 | 0,26115| 0,26424| 0,26730| 0,27035| 0,27337| 0,27637 | 0,27935| 0,28230| 0,28524
0,8 0,28814 | 0,29103| 0,29389| 0,29673| 0,29955| 0,30234 | 0,30511 | 0,30785| 0,31057| 0,31327
0,9 0,31594 | 0,31859| 0,32121| 0,32381| 0,32639 | 0,32894 | 0,33147| 0,33398 | 0,36460 | 0,33891
1,0 0,34134 | 0,34375| 0,34614 | 0,34850| 0,35083 | 0,35314 | 0,35543| 0,35769| 0,35993 | 0,36214
1,1 0,36433 | 0,36650| 0,36864 | 0,37076| 0,37286| 0,37493| 0,37698 | 0,37900| 0,38100( 0,38298
1,2 0,38493 | 0,38686 | 0,38877| 0,39065 | 0,39251 | 0,39435| 0,39617 | 0,39796 | 0,39973| 0,40147
1,3 0,40320 | 0,40490| 0,40658 | 0,40824| 0,40988 | 0,41149| 0,41309| 0,41466| 0,41621| 0,41774
1,4 0,41924 | 0,42073| 0,42220| 0,42364 | 0,42507 | 0,42647| 0,42786| 0,42922 | 0,43056 | 0,43189
15 0,43319| 0,43448| 0,43574| 0,43699| 0,43822( 0,43943| 0,44062 | 0,44179| 0,44295| 0,44408
1,6 0,44520 | 0,44630| 0,44738| 0,44845| 0,44950( 0,45053| 0,45154 | 0,45254 | 0,45352 | 0,45449
1,7 0,45543 | 0,45637| 0,45728| 0,45818| 0,45907 | 0,45994 | 0,46080 | 0,46164 | 0,46246 | 0,46327
1,8 0,46407 | 0,46485| 0,46562 | 0,46638| 0,46712 | 0,46784| 0,46856 | 0,46928 | 0,46995| 0,47062
1,9 0,47128| 0,47193| 0,47257| 0,47320| 0,47381 | 0,47441| 0,47500(| 0,47558| 0,47615| 0,47670
2,0 0,47725| 0,47778| 0,47831| 0,47882| 0,47932 | 0,47982| 0,48030| 0,48077| 0,48124 | 0,48169
2,1 0,48214 | 0,48257| 0,48300(| 0,48341| 0,48382 | 0,48422| 0,48461| 0,48500| 0,48537 | 0,48573
2,2 0,48610| 0,48645| 0,48679| 0,48713| 0,48745| 0,48778| 0,48809 | 0,48840 | 0,48870| 0,48899
2,3 0,48928 | 0,48956 | 0,48983| 0,49010| 0,49036| 0,49061| 0,49086( 0,49111| 0,49134| 0,49158
2,4 0,49180| 0,49202 | 0,49224| 0,49245| 0,49266 | 0,49286| 0,49305( 0,49324 | 0,49343| 0,49361
2,5 0,49379| 0,49396 | 0,49413| 0,49430| 0,49446 | 0,49461| 0,49477| 0,49492 | 0,49506 | 0,49520
2,6 0,49534 | 0,49547| 0,49560| 0,49573| 0,49585| 0,49598 | 0,49609 | 0,49621 | 0,49532 | 0,49643
2,7 0,49653 | 0,49664 | 0,49674| 0,49683| 0,49693 | 0,49702| 0,49711 | 0,49720| 0,49728 | 0,49736
2,8 0,49744 | 0,49752| 0,49760| 0,49767| 0,49774| 0,49781| 0,49788 | 0,49795| 0,49801 | 0,49807
2,9 0,49813| 0,49819| 0,49825| 0,49831| 0,49836 | 0,49841 | 0,49846 | 0,49851 | 0,49856 | 0,49861
3,0 0,49865| 0,49869 | 0,49874| 0,49878 | 0,49882 | 0,49886 | 0,49889 | 0,49893 | 0,49897 | 0,49900
3,1 0,49903 | 0,49906 | 0,49910| 0,49913| 0,49916| 0,49918 | 0,49921 | 0,49924 | 0,49926 | 0,49929
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TABULKA 2

Kritické hodnoty Studentova rozdéleni t_, (df )

t(df=4)

-2.776

2.776

0,25 0,2 0,15 0,1 0,06 | 0,025 | 0,01 | 0,005 |0,0005 | jednostranny
0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0,05 | 0,02 | 0,01 | 0,001 | oboustranny

df

1 1,000 1,376 1,963 3,078 6,314 12,706| 31,821| 63,657 636,619
2 0,816 1,061 1,386 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925( 31,598
3 0,765 0,978 1,250 1,638 2,353 3,182 4,541 5841 12,941
4 0,741 0,941 1,195 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 0,727 0,925 1,156 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 6,859
6 0,718 0,906 1,134 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
7 0,711 0,896 1,119 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405
8 0,706 0,889 1,108 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041
9 0,073 0,883 1,100 1,383 1,883 2,262 2,821 3,250 4,781
10 0,700 0,879 1,093 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587
11 0,697 0,876 1,088 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,437
12 0,695 0,783 1,083 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 4,318
13 0,694 0,870 1,079 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 4,221
14 0,692 0,868 1,076 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 4,140
15 0,691 0,866 1,074 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 4,073
16 0,690 0,865 1,071 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 4,015
17 0,689 0,863 1,069 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,965
18 0,688 0,862 1,067 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,922
19 0,688 0,861 1,066 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,883
20 0,687 0,860 1,064 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,850
21 0,686 0,859 1,063 1,323 1,271 2,080 2,518 2,831 3,819
22 0,686 0,858 1,061 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,792
23 0,685 0,858 1,060 1,319 1,140 2,069 2,500 2,807 3,767
24 0,685 0,857 1,059 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,745
25 0,684 0,865 1,058 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,720
26 0,684 0,856 1,058 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,707
27 0,684 0,855 1,057 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,690
28 0,683 0,855 1,056 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,674
29 0,683 0,854 1,055 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,659
30 0,683 0,854 1,055 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,666
40 0,681 0,851 1,050 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,551
60 0,679 0,848 1,046 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,460
120 0,677 0,845 1,041 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617 3,373
+00 0,674 0,842 1,036 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,291
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TABULKA 3

Kritické hodnoty rozdéleni Chi-kvadrat
xa(df)

ldf\ «]0995] 099 [0975] 095 [ 09 | 04 | 0,05 [0025] 0,01 | 0,005 |

1 0,00| 0,00] 000] 000| 0,02 2,7 3,8 5,0 6,6 79
2 001 002] 005| 010]| 0,21 4,6 6,0 7,4 92| 106
3 007| 012] 0,22| 035| 0,58 6,3 7,8 94| 113| 128
4 0,21 030 048| 0,71| 1,06 7,8 95| 111 133| 149
5 041| 055]| 083| 1,15| 161 92| 111| 128] 151| 16,7
6 068| 087 124| 164| 220| 106| 126| 14,4]| 16,8 185
7 099 124 169| 217| 283| 120| 141] 16,0 185 20,3
8 134 165 218] 2,73| 349 134 155| 175] 201] 220
9 1,74 209 270] 333| 417 147| 169| 19,0 21,7| 236
10 216| 256| 325| 394| 487| 160 183] 205| 232| 252
11 260| 305| 382| 457| 558| 173[ 19,7| 219 247| 268
12 307| 357| 440| 523| 630| 185| 210| 233| 26,2| 283
13 357| 411| 501| 589| 7,04| 198 224| 247 277| 298
14 407 466| 563| 657 779 210 237| 261| 291( 313
15 460) 523| 626 7,26| 855| 223] 250 275| 306( 328
16 514] 581 691 796| 931| 235| 263| 288 320| 343
17 570| 641 756| 867| 1009| 248| 276| 30,2| 334| 357
18 6,26 701| 823| 939| 1086| 260| 289] 315| 348| 372
19 6,84 763| 891| 10,12| 1165| 272| 30,1 329 36,2| 386
20 743| 826| 959| 1085| 12,44 | 284| 314| 342| 376]| 400
21 8,03| 890]| 10,28 | 11,59| 1324| 296| 32,7| 355| 389| 414
22 864| 951) 1098| 12,34| 1404| 308| 339| 368 40,3| 428
23 9,26| 10,20 11,69 13,09| 14,58 | 32,0| 352| 38,1| 416| 422
24 9,89 | 10,86| 12,40 13,85| 1566 | 332| 364 | 39,4| 43,0| 456
25 10,52 1152 | 13,12 | 1461 | 1647| 344| 37,7]| 406 443| 469
26 11,16 | 12,20 | 13,84 | 1538 | 1729| 356 389| 419 456| 486
27 11,81 | 12,88 | 14,57 | 16,15| 18,11| 36,7 40,1]| 432[ 470| 496
28 12,46 | 13556 | 1531 | 16,93 | 1894 | 379| 413| 445| 483| 510
29 13,12 | 14,26 | 16,05 17,71| 19,77| 391| 426]| 457 496]| 523
30 13,79 14,95| 16,79 | 18,49 | 20,60| 40,3| 43,8| 470| 509 53,7
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TABULKA 4
Kritické hodnoty Fisherova rozdé¢leni F
Fo (df1,df2)
Priklad: Fos (5,7)=3,97
dfz
dfy a 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1] 0,100 39,86 49,50 53,59 55,83 57,24 58,20 58,91 59,44 59,86
0,050| 161,45| 199,50 215,71| 22458| 230,16| 233,99| 236,77| 238,88| 240,54
0,025| 647,79| 799,48| 864,15| 899,60| 921,83| 937,11| 948,20| 956,64 | 963,28
0,010| 4052,1| 4999,3| 54035| 5624,2| 5763,9| 5858,9| 59283| 59809| 60224
2| 0,100 8,53 9,00 9,16 9,24 9,29 9,33 9,35 9,37 9,38
0,050 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38
0,025 38,51 39,00 39,17 39,25 39,30 39,33 39,36 39,37 39,39
0,010 98,50 99,00 99,16 99,25 99,30 99,33 99,36 99,38 99,39
3| 0,100 5,54 5,46 5,39 5,34 5,31 5,28 5,27 5,25 5,24
0,050 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81
0,025 17,44 16,04 15,44 15,10 14,88 14,73 14,62 14,54 14,47
0,010 34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 217,67 27,49 27,34
4] 0,100 4,54 5,46 5,39 5,34 5,31 5,28 5,27 5,25 5,24
0,050 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00
0,025 12,22 10,65 9,98 9,60 9,36 9,20 9,07 8,98 8,90
0,010 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66
5| 0,100 4,06 3,78 3,62 3,52 3,45 3,40 3,37 3,34 3,32
0,050 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 477
0,025 10,01 8,43 7,76 7,39 7,15 6,98 6,85 6,76 6,68
0,010 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16
6| 0,100 3,78 3,46 3,29 3,18 3,11 3,05 3,01 2,98 2,96
0,050 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10
0,025 8,81 7,26 6,60 6,23 5,99 5,82 5,70 5,60 5,52
0,010 13,75 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98
7] 0,100 3,59 3,26 3,07 2,96 2,88 2,83 2,78 2,75 2,72
0050| 559 474| 435 412 3970 387 379| 373| 368
0,025 8,07 6,54 5,89 5,52 5,29 5,12 4,99 4,90 4,82
0,010 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72
8] 0,100 3,46 3,11 2,92 2,81 2,73 2,67 2,62 2,59 2,56
0,050 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39
0,025 7,57 6,06 5,42 5,05 4,82 4,65 4,53 4,43 4,36
0,010 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91
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TESTOVE PRIKLADY

1. Reste maticovou rovnici AX = B, jestlize

(Y- )

-3n+4
n+s

2. Je déana posloupnost a,, =

Urcete a; = ,Ay = ,a3 = , lima, = ,Sup P = ,inf P =
Nacrtnéte graf.

3. Urcete parametr a € R tak, aby byla matice A regularni :

A= (3_+2a 2_—2a)

4. Nacrtnéte graf funkce y = —3x +4 a urCete tyto limity
lim(—3x+4) =..... lirrll(—Sx +4)=......
xX—

X —00

5. Vypoctéte:

a) Vypod&téte soudin: (g _1) (1 1) =

b) Nacrtnéte graf funkce y = x? a vypoététe limitu  limx? =

X —00
¢) Vypoctéte inflexni body funkce y = x3 — 3x2 + 6

. X .
d) lim = lim =
x—0 3x—x2 x4 16—x2 x>0 16—x2

4 arccos(x—2)

6. Vypoctéte defini¢ni obor funkce f(x) = N
7. Pro funkci f(x) = In(1 — x?) vypoététe £ '(0) =..... aurceteD(f)=...........

fox)=
fx) =

8. V daném dnu bylo v prodejné elektroniky uskutecnéno 30 nakupt (v K¢):
490 610 1140 1080 220 910 800 1170 1180 1170
880 1230 780 440 2040 1320 1170 780 1150 1360

a) Do nasledyjici tabulky doplite Cetnosti tfid a nacrtnéte histogram cetnosti:

Trida Cetnost
200 — 599
600 — 999

1000 — 1399
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b) Vypoctéte primér, median a smérodatnou odchylku.

9. Pocet automobill zastavujicich u benzinového Cerpadla za hodinu se idi
rozdélenim pravdépodobnosti.

a) Doplite chybgjici nazev.

b) Uvedte vzorec pro vypocet pravdépodobnosti zastaveni alespon n automobilt za ho-
dinu, vite-li, ze primérn¢ zastavi u erpadla 1 automobil za 10 minut.

¢) Vypoctéte pravdépodobnost podle a) pro n = 2 automobily.

10. V jisté oblasti bydli voli¢i 3 politickych stran: A, B, C, D. Prizkum volebnich prefe-
renci u 1000 respondentti ukazal nasledujici vysledky:

Politicka strana A B C D
Pocet prizniveu 240 252 266 242

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o stejném zastoupeni piizniveil vSech 4 po-
litickych stran (tj. stejnych volebnich preferencich vSech 4 stran). Pouzijte test Chi-kvadrat.

11. Vyrobu horskych kol (y) /v tis. ks / v zavislosti na po¢tu odpracovanych hodin ve firmé
udava nasledujici tabulka:

X

(odet odpracovanych hodin) 1500 | 1450 | 1600 | 1700 | 1900 | 2000
Y 223 | 220 | 23 25 26 28
(vyroba)

a) Metodou regresni analyzy vypoctéte odhady neznamych regresnich koeficientt v line-
arni regresni funkci.

b) Vypoctéte koeficient determinace a na jeho zaklade slovné zhodnot'te ,,pfiléhavost* dat
k regresnimu modelu.
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SHRNUTI STUDIJNi OPORY

Obsahové¢ studijni opora pokryva zaklady matematiky a statistiky, které jsou naplni
kurzu Kvantitativni metody v ekonomické praxi. Ucebni text se sklada ze dvou casti:
V prvni se autorka vénuje zakladnim poznatktim z linearni algebry (maticovy pocet a deter-
minanty) a z matematické analyzy (funkce jedné realné proménné), text je doplnén fese-
nymi priklady s aplikacemi v ekonomii. Druha cast je vénovana zakladnim poznatkiim
Z popisné a induktivni statistiky (kvalitativni a kvantitativni znaky (v této kapitole jsou
uvedeny také statistické paradoxy), diskrétni a spojité pravdépodobnostni modely, parame-
trické a neparametrické testy hypotéz, regresni analyza). V textu je uveden vyklad teoretic-
kych zakladl dané problematiky a souc¢asti kazdé kapitoly jsou také fesené piiklady. Kazda
kapitola obsahuje nefesené piiklady, které umoziiuji studentiim ovéfit své porozumeéni pro-
birané latky. V ptiloze jsou k dispozici tabulky kritickych hodnot a testové ptiklady pro
dalsi procvicovani. Celkove je tento material navrzen tak, aby poskytoval studentim pevné
zéklady v matematice a statistice s dirazem na aplikace v ekonomickém prostredi.

Tato studijni opora umozinuje studentim plnohodnotnou a soucasné samostatnou stu-
dijni préci.

Vysokoskolské studium tohoto predmétu, Kvantitativni metody v ekonomické praxi,
vyZaduje od studentll zna¢né Usili vénované pravidelnosti a trpélivosti pfi studiu a samos-
tudiu, schopnost soustiedéni na téma, aktivni pfistup, ktery zahrnuje samostatné feSeni
uloh. Tato studijni opora by méla studentim pomoci v téchto oblastech. Dal§imi dopliiko-
vymi zdroji pro studium mohou byt tradi¢ni ucebnice, skripta a doporucena literatura.
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