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Regresni analyza

* Regresni analyza se zabyva zavislosti kvantitativniho znaku na
kvantitativnim znaku (nebo vice kvantitativnich znacich).

* V pripadé zavislosti jednoho znaku na jednom znaku mluvime
o jednoduché regresi.

* U zavislosti jednoho znaku na vice kvantitativnich znacich
hovorime o vicendsobné (nebo mnohondsobné) regresi.




PODSTATA REGRESNI
ANALYZY

* Jednou ze zakladnich uloh regresni analyzyje najit vztah
z4vislé proménné vy na faktorech X =(x,X,,X;,...X;)

* Tvar zavislosti y na x = regresni analyza

* Mira zavislosti y na x = korelacni analyza




Data

* Prurezova data: jednotliva pozorovani vice jednotek v jednom
casovém intervalu (prijem domacnosti, spotrebni chovani).

» Casové fady: pozorovani proménné za jednu ¢asovou
jednotku.

,Panelova” data: kombinace prurezovych dat a ¢asovych rad.

My se budeme zabyvat prurezovymi daty.




Promeénneé: nazvoslovi
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Regresni funkce

Funkce — format:

e linearni
e log-linearni
e semi-logaritmicka

e kvadraticka

Formalizace
X v a b x e r

(pozorovang)

-

u y a f X & p

(tvar)
yv=dad+ fx
logyv=a+ f.logx
logy=a+ px
v=a+ [.logx

y=a+pBx+yx’

“skute¢ni” promeénné

odhadované promenné




Zakladni uloha

Model jedoduche linearni reorese

y=f(x).....y =a+ B.x+¢& specifikace vztahu
Priklad: y = nakupy

X = pfijem

¢ = reziduum (bily Sum)

Experiment: nastav x, pozorujy
Ukol: Jak prelozit pfimku daty?




Jak prolozit danymi body primku?

Datapoints
Regression R
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Metoda nejmensich Ctvercu

GPA vs. ACT scores for 15 students
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Jednoducha linearni regrese
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Jednoducha linearni regrese

* Jednoducha linearni regrese je specialnim pripadem
vicenasobné regrese.
* Jednoducha linearni regrese ma pouze jednu vysvetlujici

promeénnou, vicenasobna regrese ma dve nebo vice
vysvetlujicich proménnych.

* V praxi se regrese provadi pomoci vhodného statistického
softwaru, napr. Excel nebo SPSS.




Vicenasobna linearni regrese

* Nejcastéeji odhadovana funkce

y =L+ By + BXy + ... + BX,
Kde mame k vysvétlujicich proménnych.

* Nejjednodussim pripadem je jednoducha linearni regrese

y=05+ B,

V niz je pouze jedna vysvétlujici proménna.




Graficka interpretace

Y. = empirické (méfené) hodnoty zavislé proménné,

* y. = teoretické hodnoty zavislé promeénné,

& =residua.

VztahmeziY,ay,: y, =Y, + &

Yi y = {(x)
/

e




Predpokladané statistickeé
vlastnosti nahodné slozky

1. Stiedni hodnota & je nula. 5. £(&) = 0 pro kazdé ;.

2. Rozptyl & je konstantni, nezavisly na i, tj. Var(s) = o pro kazdé i.
3. Velicmy &, & jsou nekorelované. t). Cov(g, &) =0 pro1#;.

4. Veliciny & maji normalni rozdéleni, t). &~ N(0, 02) pro kazdé i.




Regresni koeficienty

* Vektor regresnich koeficientl ziskame z vektorové rovnice :

—_—
-
]

— -1
bT=(XTX) XX
* kde X je tzv. matice regresoru

1 x, x, ... X,
1 x X X
A1 Am A2k
X =
B 1 Yot Xn2 Xk |




Priklad

* Odhadnéte zavislost spotreby elektrické energie (Y) na délce
elektrického vedeni (X1) a odbéru energie (X2). Jsou k dispozici
nasledujici vybérova data:

X X Y
1.2 3.6 3.2
1.3 3.7 3.3
1.3 3.8 3.4
1.4 3.8 3.5
1.4 3.9 3.0
1.5 3.9 3.6
1.5 4 3.7
1.6 4 3.8
1.6 4.1 3.9
1.7 4,2 4
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Priklad - reseni

* Tabulka predstavuje body, z nichz ziskame potrebné matice X a
Y.

1,2
1.3
1.3
1,4
1,4
1.5
1.5
1,6
1.6
1,7

3.6

3.7

3.8

3.8

3,9

3.9
4

3.2

3.3
13.4
13.5
13.6
13.6
13,7
3.8
13,9

A4




Priklad - reseni

1.2 3.6]
L3 3.7
1.3 3.8

1.4 38| - _
10 14.5 39
1.4 3.9

=(14.5 21,25 56.8

.5 3.9 _
39 56,8 152.4
.5 4 - -

Lo 4
L6 4.1

742

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
xT-x={12 1.3 1.3 1.4 1.4 15 15 1.6 1.6 17|
36 3,7 3.8 38 39 39 4 4 41 42




Pr

(x"-x) =| 108 60 50 |.

XT.v=

iklad - reseni

2380 JOB =103

| —103 50 45

1 1 1 1 1 1 1

12 13 13 14 14 15 L5 16 1.6 L7 |

36 3,7 38 3,8 39 39 4

1 1 1

4 41 42

3,2
3.3
3,4
3,5
3,6
3,6
3,7
3.8
3,9

36
52,56

140,82




Priklad - reseni

245.2 108
- -1 —
z:F:(XT-X) xT.¥=| 108 60

| -103 50

103

~50
45

140,82 |

Hledana regresni funkce ma tedy rovnici ¥ =—0.78+0.60x, +0.90x, -

0,78 |
0.60

| 0.90 |




Teoreticke hodnoty

* Teoretické hodnoty obdrzime dosazenim do regresni rovnice
za X, a X, postupné z tabulky vstupnich dat:

¥, =-0,78+0.60-1,.2+0,90-3,6=3.18.
Y, =—0.78+0,60-1,.3+0,90-3,7 =3,33,

¥, =—0,78+0,60-1,7+0.90-4.2=4.02 .




Teoretické hodnoty jinak

[1 1.2 3.6 318 [

1 1.3 3.7 3.33| | 9,

1 1.3 3.8 3,42

It B4 3R . . 1348

| —0,78
: .. |1 1,4 3,9 3,57
F=X-b7 = 106 |= —

1 1.5 3.9 3,63

| 0.9

11 1.5 4 |t 113,72

1 1.6 4 3,78

1 L6 41 3.87

1 L7 42 14,02 [y




Vektor rezidualnich
odchylek:

* Rozdil teoretické a skutecné hodnoty, predstavuje vektor
rezidualnich odchylek:

3,27 [3,18] [0,027] [e
3.3 333 |-0.03| |e
34| [3.42] |-0.02
35| |3.48| | 0,02
_ |3.6| |3.57] | 0,03
36| |3.63] |-0,03
3,71 |3.72| | 0,02
30| |3,78] | 0,02
39| |3.87 0.03 .
4| |4,02] [-0.02] [e




Rozptyl odhadu regresnich
koeficientu

* Protoze pri vypoctu regresnich koeficientl se jedna o odhady,
je ucelné také nalézt rozptyly téchto odhadu, které vyjadruji
presnost odhadu. Ziskame je jako prvky hlavni diagonaly
matice:

I—’ar'(ﬂ}:sl-(fr-i’) :

"

2
S

kde s* =+ p je odhad rozptylu veli¢iny &. Pritom
" —

e.= 1-ta rezidualni odchylka,

i1 = pocet bodu.
fr = pocet parametru regresniho modelu.




Priklad - reseni

2.6 _ 0,006

2 i=1

§ =
n—k 10-3

=0,0008571.

2452 108 —-103| [0.2102 00926 —0,0883]
Var(b)=s" -(x“’ -x)'l =0,0008571-| 108 60 —50 |[=|0,0926 0,0514 —0.0429|.
103 —50 45 0.0883 —0.0429 0.0386 |




Rozptyly regresnich
koeficientu

* Diagonalu posledni matice tvori rozptyly jednotlivych
regresnich koeficientu:

.Ff(bﬂ) =0,2102, odtud smeérodatna odchylka je s(bg) = 0.4584.
.5;{311) = 10,0514, odtud smerodatna odchylka je s(b1) =0.2267.
57(b2) = 0,0386, odtud smerodatna odchylka je s(b,) = 0,19635.

Po nalezeni regresniho modelu a rozptyll odhadu regresnich
koeficientl piSeme obvykle vysledné reseni tak, ze pod
regresni koeficienty do zavorek uvadime prislusné
smérodatné odchylky (téz tzv. standardni chyby).

Y =—-0,78 + 0,60 x, + 0,90 x,
(0,4584) (0,2267)  (0,1965)




TEST VYZNAMNOSTI
REGRESNICH KOEFICIENTU

* Pfivypoctu regresnich koeficientt b,, b,, ..., b, se stava, ze
mezi koeficienty jsou az radove rozdily, napr. b, =200 a b, =
0,02.

* V takovych pripadech stojime pred problémem, zda ma smysl
zaradit napf. b, do regresni funkce.

* K objektivnimu posouzeni vyznamnosti regresnich koeficientt
|ze pouzit test statistické vyznamnosti regresnich koeficientu.




Struktura testu

1) Nulova hypotéza: Hy: 3; = 0, alternativni hypotéza Hy: 3;# 0

» 2) Testové kritérium b
Tr=—-1
5(5,)
Kde b, je odhad parametru B;, s(b;) je smérodatna odchylka
odhadu b..
* 3) Kritickd hodnota t (o)

4) Porovname T a K: Je-li |T| >K, zamita se H, a pFijme se
alternativni hypotézu H,, podle které vypocitany koeficient je
mozné povazovat za nenulovy, neboli statisticky vyznamny a je
proto duvod pro jeho zarazeni do regresni funkce. V opacném
pripadeé prijimame H, a parametr povazujeme za statisticky
nevyznamny.




Priklad - reseni

* 1) Nulova hypotéza: Hy: B, =0, alternativni hypotéza H;: 3;#= 0

* 2) Testové kritérium

b 0,60
T: = =2565:
: s(b,) 110,0514 |
b,
I,=—=—=42758,
- s(hy)

* 3)  thp(@) = t103 (0.05) = 2.365.

* 4) Protoze T,>2,365 ataké T, > 2,365, jsou oba regresni
koeficienty statisticky vyznamné a nenulové, a proto je oba
zaradime do regresni funkce.




INTERVALY SPOLEHLIVOST]I
PRO REGRESNI KOEFICIENTY

* Intervaly spolehlivosti pro parametry 3, ..., B,, , tj. intervaly, ve
kterych lze oCekavat tyto parametry s pravdépodobnosti 1-a,
ziskame pomoci vztahu:

2 —ly p (@)-5(b,). b, +1, (a)-s(b,)].
* kde

b; = odhad parametru £

s(b;) = smérodatna odchylka odhadu b;.

tr-p(a) = kriticka hodnota Studentova rozdéleni,
i = pocet bodui.

p = pocet parametriu modelu,

o = hladina vyznammnosti.




TESTOVANI VHODNOSTI
REGRESNIHO MODELU

* Vhodnost volby regresniho modelu (tj. volby nezdvisle proménnych)
se overi testem. Test ma nasledujici strukturu:

. 1) o
H,: =0.

H, : ﬁ £0.
1 S k)
S, (n—k-1)

+ 2) Testoveé kritérium

n _ . 1 n
S,=>. (YY), F:;Z}}.
i=1 i=1

S :i(}’;_ﬁ)z :ief-
i=l i=1
* 3) Kriticka hodnota Fischerova rozdéleni  K=F,,_, (&)
* 4)Je-liT = K, pak se Hy zamita. V opacném pripadé se H, nezamita.
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Priklad - reseni
* Pouzijeme-li test na nas priklad, obdrzime:

D angs, B =Finsi 005 =4757
0.006/(10—3)

* Protoze T prekrocilo kritickou hodnotu K, zamita se H, a model
se povazuje za vyhovujici, tj. zamita se hypotéza o nulovosti
vSech regresnich koeficientu (s vyjimkou 6,). Testové kritérium
prekrocilo kritickou hodnotu vyrazné a stalo by se tak i na
jednoprocentni hladiné vyznamnosti.




Priklad - reseni v Excelu

* Odhadnéte zavislost spotreby elektrické energie (Y) na délce
elektrického vedeni (X1) a odbéru energie (X2). Jsou k dispozici
nasledujici vybérova data:

X X Y
1.2 3.6 3.2
1.3 3.7 3.3
1.3 3.8 3.4
1.4 3.8 3.5
1.4 3.9 3.0
1.5 3.9 3.6
1.5 4 3.7
1.6 4 3.8
1.6 4.1 3.9
1.7 4,2 4




Priklad - reSeni v Excelu - postup

Data — Analyza dat — Regrese.

Zadame sloupce X a Y a potvrdime OK.

Excel nam vrati tabulku s vysledky, viz nasledujici snimek.

Ukazeme si v ni dulezité informace.




Priklad - reSeni v Excelu - vyhodnoceni

= Model.xlsx - Excel

VloZeni RozloZeni strénky Vzorce Data Revize Zobrazeni Q Reknéte mi, co cheete udélat...

"D ?é;:“::::t ) Calibri 2 -|A A === #- ErZaamovattext Obecny - g'l Normalni Neutralni Spravné Spatné : gﬂﬂ EX
Schranka 7} Pismao 7} Zarounani ] Cislo ] Styly Buriky
c2 - 5
A B C D E F G
1 VYSLEDEK
2
3 Regresni statistika
4 Nasobné R 0.994987437
5 | Hodnota spolehlivosti R 0.99 R"2-koeficient determinace
6 | Nastavend hodnota spol. R 0.987142857
7 Chyba stf. hodnoty 0.029277002
8 Pozorovani 10
9
10 ANOVA Pokud je mensi nez 0.05, model je OK
11 Rozdil ss MS F Vyznamnost F
12 Regrese 2 0.594 0.297 3465  |[ZE0Z
13 Rezidua 7 0.006 0.000857143
14 Celkem 9 0.6
15
16 Koeficienty Chyba str. hodnoty t Stat Hodnota P Dolni 95% Horni 95%
17 Hranice (konstanta) -0.78 0.458444575 -1.70140523 -1.864049161  0.304049161
18 Soubor X 1 0.6 0.226778684 2.645751311 0.063753625 1.136246375
19 Soubor X 2 0.9 0.196396101 4.582575695 0.435597016 1.364402984
20 Koeficienty u jednotlivych x. Pokud je mensi nez 0.05, dana velifina patii do modelu
21




Nobelova cena za ekonomii 2024
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Nobelova cena za ekonomii 2024

* Daron Acemoglu, Simon Johnson a James Robinson ziskali
Nobelovu cenu za vyzkum vlivu instituci na ekonomicky rust.

* Ve své praci nekolikrat pouzili linearni regresi.

1384 THE AMERICAN ECONOMIC REVIEW DECEMBER 2001
- USA
10 NZL CAN
AUS SGP

IND GMB

HKG

Average Expropriation Risk 1985-95

2 4 6
Log of Settler Mortality

FIGURE 3. FIRST-STAGE RELATIONSHIP BETWEEN SETTLER MORTALITY AND EXPROPRIATION RISK




Priklad - samostatna uloha

H ©-

Soubor Dom

G9

O 0 ~N o U B W=

RN Y T N . T . Y
(0 I SR U6 T NG I S S s |

-

A

VloZeni

RozloZeni stranky

B

Jx

C

Vzorce

Regrese-prednadka 4.xlsx - Excel

Data Revize  Zobrazeni  Wyvojai  XLSTAT Q Reknéte mi, co chcete udélat...

D E F G H

Manazer firmy se rozhodl zjistit, zda trzby (Y) v tis. K¢ za den jeho sedmi prodejen
zavisi na trech faktorech (velicinach): vzdalenosti od centra mésta v km (X1),
plose prodejny v m2 (X2), a poctu zaméstnancl prodejny (X3)
Prepokladejte regresni model ve tvaru  y = 8, + B, X; + B X,+B3X5

X1 X2 X3 Y

2 250 4 50

4 400 3 48

7 180 3 47

5 300 2 38

1 260 3 46

3 240 4 51

0 310 5 54




Dékuji za pozornost.




