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LOGIKA A TEORIE MNOZIN

1. Misto tivodu

Tento text je urcéen poslucha¢um navstévujicim prednasku Logika a teorie mnoZin. Ve shodé
s autorovymi preferencemi pojednéva zejména o Kelley—Morseové teorii s axiomem vybéru a
axiomem regularity, méné uz o logice. Nékteré partie jsou prozatimné nahrazeny odkazem na
knihu T. Saldt a J. Smital, Tedria mnozin, coz v textu oznacujeme odkazem [TM, n;-ns], kde
n1,Ng jsou Cisla stranek, na nichz je piislusna partie vylozena v uvedené knize.

2. Uvod

Teorie mnozin a matematicka logika jsou dvé vzdjemné provazané matematické discipliny.
Obe lezi v zdkladech moderni matematiky. Jako souc¢dsti matematiky obé vznikly v 19. stoleti.

Matematicka logika je vysledkem snahy formalizovat proces matematického uvazovani.
Vytvaii a pouziva jazyk, v némz lze formulovat matematickd tvrzeni i jejich dukazy. Pojednava
obecné o axiomatickych teoriich, dikazovych metodédch, dokazatelnosti, bezespornosti apod.
Je nastrojem k rozhodovani o pravdivosti v matematice.

Mezi zakladatele nélezi Gottlob Frege (1848-1925). Ve spisu Begriffsschrift (1879) si polozil
za cil odhalit vSechny logické principy matematickych dukazu. Kazdy i intuitivné ziejmy krok
bylo tfeba rozpoznat a popsat jako axiom. V dusledku se aritmetika méla stat ¢asti logiky.
Vdécime mu za zaveden{ kvantifikdtoru V, 3. Na Fregeho navézali Giuseppe Peano (1858-1932),
Bertrand Russel (1872-1970) a dalsi.

Teorie mnozin je specidlni axiomaticka teorie, jez dnes lezi v zakladech prakticky vsech
ostatnich matematickych disciplin. Jeji prvotni podobu vytvofil némecky matematik Georg
Cantor (1845-1918). Vyznamnym predchudcem byl Bernard Bolzano (1781-1848), autor knihy
Paradozy nekoneéna (1851).

2.1. Naivni teorie mnozin

Za zakladajici publikaci teorie mnozin lze povazovat Cantoruv ¢ldnek z roku 1874, v némz
dokazuje existenci nekoneéné mnoha transcendentnich éfsel (v jeho dobé byla zndma pouze
dvé transcendentni ¢isla, e a w). Od poédtku byla teorie mnozin pfijimdna jako ponékud
kontroverzni (odmitali ji napt. Kronecker, Brouwer, Poincaré).

K vymezeni vsech pojmu Cantor pouziva prirozeného jazyka, jeho dilo neobsahuje zadnou
definici mnoziny. Takto neformalné budovana teorie se dnes nazyva naivni teorie mnozin.
Cantor ji propracoval do zna¢né hloubky; v ohnisku jeho zajmu lezel pojem mohutnost mnoziny.
Mnoziny maji stejnou mohutnost, existuje-li mezi nimi bijekce.

Jakmile Cantor mezi mnoziny zahrnul i souhrn 991 vSech moznych mohutnosti, vyvstal
paradox. Ukéazalo se, ze samotnd mnozina 91 by nutné méla jesté vétsi mohutnost, neobsazenou
v 91. O dva roky diive, v roce 1887, Burali-Forti objevil podobny paradox v Cantorové teorii
ordinalnich ¢isel.

Na Cantora navazal Frege dvousvazkovym dilem Zdkladnd zakony aritmetiky (Grundgesetze
der Arithmetik) (1893, 1903). Paty zdkladni zdkon se, v modernim oznaceni, tykal mnoziny

My ={X | 6(X)}
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vSech X, pro néz plati néjakd podminka ¢(X). Shodou okolnosti tésné pied vyddnim druhého
svazku Bertrand Russel upozornil na paradox, vznikajici ve specidlnim piipadé

N={X|X¢Xx}.

Russeluv paradox spociva v tom, ze obé moznosti N € N i N € N vedou ke sporu. Vskutku,
jestlize N € N, pak musi platit podminka N ¢ N. A naopak, jestlize N ¢ N, pak nesmi platit
podminka N ¢ N. Jelikoz naivni pokusy o vybudovani teorie mnozin nevedly ke zdaru, byla
posléze vybudovana jako axiomaticka teorie.

2.2. Logické paradoxy

Od antickych dob jsou znamy piiklady logickych tvah vedoucich k paradoxnim zdvérum.
Vyskyt paradoxt v zdkladech matematiky je krajné nezddouci.

Piiklad. Epimeniduv paradox. V moderni verzi je obsazen v tvrzeni “Tento vyrok je nepravdivy.”
Epimenidés, sdm Krétan, pravil, ze Krétané [za vSech okolnosti] 1zou. Paradox nastdvéa, snazime-li se
zjistit, zda je Epimeniduv vyrok pravdivy.

V Epimenidové paradoxu snadno spatiime logicky kruh, protoze véta vypovidé o své vlastni
(ne)pravdivosti.

Piiklad. Holi¢uv paradox. Holi¢ obdrzel rozkaz holit vSechny muze, ktefi se neholi sami. M4 holit
sdm sebe? Timto zpusobem Russel popularizoval svij paradox zminény vyse.

Piiklad. Grelling—Nelsonuv paradox. Rozdélme piidavna jména stfedniho rodu na heterologicka
a homologickd. Piidavné jméno necht’ je homologické, ma-li za vSech okolnosti vlastnost, kterou
samo popisuje (napiiklad pfidavnd jména ceské, cétyrslabicné, pétislabicné, sedmndctipismenné, de-
vatendctipismenné jsou homologickd); necht’ je heterologické v opainém piipadé. Paradox se vyjevi,
pokusime-li se urcit, jaké je pfidavné jméno heterologické.

Priklad. Berryho paradox. Méné nez deseti slovy lze ur¢it jen koneé¢né mnoho &isel. Proto exis-
tuji ¢isla, kterd nelze urcit méné nez deseti slovy. Nicméné, kazda neprézdnd podmnozina mnoziny
prirozenych ¢isel mé nejmensi prvek. Proto existuje “nejmensi ¢islo, které nelze urcit méné nez deseti
slovy.” Zde vznikd paradox, protoze zminéné ¢islo je uréeno vétou o deviti slovech.

Nésledujici priklad ukazuje, ze nasledky muze mit logicky paradox i v redlném svéteé.

Piiklad.  Arbitrav paradox. Dvé spolecnosti uzaviely smlouvu, v niz se mimo jiné dohodly, ze
v piipadé sporu se misto k soudu obréti na arbitra, ktery jejich spor rozhodne. Jedna ze spole¢nosti
poté predlozila nezpochybnitelné dukazy, ze smlouva je od pocatku neplatnd. Pokud arbitr uzné, ze
smlouva je od pocatku neplatnd, pozbude prava spor rozhodnout. Pokud arbitr uzné platnost smlouvy
a spor rozhodne, vzhledem k pfedlozenym dikazum platnost smlouvy uznat nemuze.

O logickych paradoxech lze vseobecné fici, ze vznikaji, protoze se néjaké vyroky uplatiiuji
§iteji, nez bylo puvodné predvidano a zamysleno a nakonec vedou k néjaké formeé logického
kruhu. U lingvistickych paradoxu vidime i sméSovani jazyka jimz mluvime s jazykem o némz
mluvime.

3. Axiomaticka teorie mnozin a t¥id

V ramci naivni teorie mnozin vznikl Russeluv paradox ohledné definice

N={X|X¢Xx}.
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Obecné se muzeme ptat, zda lze korektné definovat soubor

My ={X | ¢(X)}

vech mnozin X, majicich néjakou vlastnost ¢(X) a zda je My potom mnozina. Zda se, ze
neexistuje zadny jednoduchy zpusob, jak rozeznat piipustné vlastnosti ¢(X) od nepfipustnych.
Vychodiskem je vybudovani axiomatické teorie mnozin, k ¢emuz bylo u¢inéno mnoho pokust.

Historicky prvni Zermelo—Fraenkelova teorie (zkrdcené ZF) vzniku Russelova paradoxu za-
brafiuje tim, ze nepovazuje zapis N = {X | X € X} za korektn{ definici mnoziny. V rdmci ZF
N neni mnozina; otdzka co N je zustava nezodpovézena. V dusledku potom neni mnozinou
ani soubor v8ech mnozin, nac¢ez neni mnozinou ani soubor vsech grup, vsech topologickych
prostoru a podobnych struktur. Nicméné, i takové soubory mohou byt a byvaji predmétem
matematickych tvah, napiiklad v teorii kategorii a na ni navazujici algebraické topologii. Proto
je zadouci i témto “nemnozinovym” souborum poskytnout misto v budované teorii.

Ukazuje se, ze soubor {X | ¢(X)} véech mnozin X s vlastnost{ ¢(X) sdm o sobé k paradoxtim
nevede. Obecné vSak neni mnozinou, nybrz je ptikladem tak zvané tridy. Ttidy prirozené
vznikaji i v teorii mnozin samotné (méme tiidu véech mnozin, t¥idu vsech kardindlnich éisel,
tFidu vSech ordindlnich éisel, které nejsou mnozinami). Axiomatizujeme-li jen mnoZiny, je za
jejich hranici naprosta terra incognita, axiomatizujeme-li t¥idy, je tam néco, s ¢im se da pra-
covat.

Tiidy jsou axiomatizovany kuptikladu v Godel—Bernays—von Neumannoveé teorii a Kelley—
Morseové teorii. Rozdil mezi obéma posledné jmenovanymi tkvi v tom, ze druhd je o néco
odvaznéjsi (bude upiesnéno nize). Kelley teorii ti{d uvetejnil v dodatku ke knize Obecnd topolo-
gie (General topology) z roku 1957. S nepodstatnymi odchylkami budeme nize budovat prave
Kelley—-Morseovu teorii.

Pri vykladu se budeme snazit, aby ¢tenaf na konci chapal “co si Ize dovolit s tfidami” a “co
si lze dovolit s mnozinami.” Zduraznéme, Ze mnozina je specialni piipad t¥idy.

3.1. Formule
Jazyk teorie tiid pouzivéa nésledujici symboly:

1. Symbol €. Cte se “je prvkem” nebo “nélezi do” nebo “patii do.”

2. Symboly proménnych, coz jsou mald i velkd pismena latinské abecedy, ptipadné i dalsi
symboly kromé symbolu uvedenych v bodech 1, 3, 4, 5.

3. Logické spojky T, A, V,=, &.

4. Kvantifikdtory V, 3.

5. Zavorky (, ).

Napiiklad, x, X,y1,Us jsou symboly proménnych. Oznacuji tiidy (a tedy i mnoziny jako
specidln{ pifpad t¥{d). Nadbyteéné zdvorky muzeme vynechat. Postupné budeme nékteré dals
uziteéné symboly ptidavat, napi. =, ¢, N, U, {, }, 0, 0, 1, 2, 3.

Déle budeme induktivné definovat formule teorie tiid, zkracené formule. Vsechny formule
budou neprazdné koneéné posloupnosti symbolu jazyka teorie tiid. Ne vSechny posloupnosti
budou formule, protoze ne viechny posloupnosti davaji smysl v teorii tiid. Napiiklad posloup-
nost x € y dava smysl a bude formuli, zatimco € x € a xV3 nikoliv.

Soucasné budeme definovat, které proménné, vyskytujici se ve formuli, jsou volné a které
jsou wvdzané (kazdd bude bud volnd anebo vdzand, nikoliv oboji). Pravdivost formule bude
zélezet na hodnotach volnych proménnych. Vazané proménné zase bude mozné piejmenovat,
podobné jako smime pfejmenovat sc¢itaci index nebo integra¢ni proménnou.

3
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Samotné formule budeme oznacovat pismeny fecké abecedy. Nase induktivni definice ob-
sahuje ctyti pravidla F; az F4, kterd postupné uvedeme. Formuli bude kazda posloupnost, ktera
vznikne jako vysledek konectného poctu kroku, spocivajicich v uplatnéni nékterého z pravidel
F1 az F4.

F, Kazda posloupnost X € Y, kde X,Y jsou proménné, je formule. Obé proménné X,Y
jsou volné.

Formule zavedena pravidlem F; se nazyvéa atomickd formule. Jiné atomické formule nezave-
deme.

Fy Je-li ¢ formule, pak i 71(¢) je formule. Vazané a volné proménné jsou u 1(¢) tytéz jako

u ¢.

Priklad. Piikladem formule vzniklé podle pravidla Fs je formule 1(X € Y'). Obvykle ji zkracujeme
na X €Y. Obé proménné X,Y jsou volné.

F3 Je-li ¢ formule a x jeji volnd proménnd, pak (Vz)(¢) resp. (3x)(¢) jsou formule. Proménnd
x je v obou formulich (Vz)(¢) a (3z)(¢) vdzand, ostatni proménné jsou volné nebo vizané
podle toho, zda jsou volné nebo vazané ve formuli ¢.

Cteme “pro kazdé x” resp. “existuje x.” Uplatnénim pravidla F3 jsme proménnou z takzvané
kvantifikovali, prestala byt volnou proménnou a stala se vazanou.

Piiklad. Piikladem formule vzniklé podle pravidla Fs je
(3zx) (z € X).

Ve vychozi atomické formuli z € X byly obé proménné volné, ve vysledné formuli je x vdzand a X
volnd. Smysl formule (3z) x € X je, ze X je neprdzdn4.

3.1. Poznamky. 1. Zavorky lze vynechdvat, pokud to neohrozuje srozumitelnost. Naptiklad,
pravidlo F3 vyzaduje, abychom psali (3z)((3X)(z € X)), ale mnozstvi zavorek ke srozu-
mitelnosti nepfispiva. Dostateéné srozumitelné jsou i zépisy (3z)(3X)(z € X) nebo dokonce
Jr3dX x € X uplné bez zavorek. V tomto textu se pokusime zachovavat rozumné mnozstvi
zévorek, abychom dosahli dobré srozumitelnosti i bez zavedeni explicitnich pravidel pro ¢teni
(bez zavedeni precedence operaci).

2. Lze pripustit i vdzani proménnych, které se ve formuli vubec nevyskytuji, ale takovy
kvantifikdtor je zbytecény.

Abychom se mohli spolehnout, Ze proménna je bud vézéna anebo volnd, ale ne oboji,
zavedeme slucitelnost formuli.

3.2. Definice. Rikdme, ze formule ¢, 1) jsou slucitelné, jestlize kazd4d promeénnd, kterd se
vyskytuje v obou formulich, je bud’ v obou vazana nebo v obou volna.

F4 Jsou-li ¢, slucitelné formule, pak

jsou formule; nazyvaji se sloZené formule. Proménné je volnéd resp. vazand ve slozené
formuli, je-li volna resp. vazana v alesponi jedné z formuli .
) b
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Priklad. Formule ¢ = (3z)x € y a ¢ = x € z jsou neslucitelné, protoze = je jednou vézana a jednou
volna. Zbyvajici proménné y, z se vyskytuji kazda jen v jedné z formuli, a proto nemaji na slucitelnost
vliv. Potom

oAy =(Cr)z ey Az €2)

nend formule.

3.3. Tvrzeni. Vyskytuje-li se proménnd X ve formuli ¢, pak je v ni bud volnd anebo vdzand,
ale nikoliv oboji.

Dukaz. Tvrzeni plati pro atomické formule, nebot’ v téch se vyskytuji pouze volné proménné.
Plati-li tvrzeni pro formuli ¢, plati i pro "¢, protoze volné a vazané proménné jsou u obou
stejné. Plati-li tvrzeni pro formuli ¢ s volnou proménnou X, plati i pro (Va)(¢) resp. (Iz)(¢),
protoze volné a vazané proménné jsou u obou stejné, s vyjimkou X, kterd se zménila z volné na
vazanou. Plati-li tvrzeni pro kazdou ze slucitelnych formuli ¢, ), neexistuje proménnd, ktera
by byla volnd v jedné a védzana v druhé, a proto tvrzeni plati i pro slozené formule ¢ A, ¢V 1p,

o=, 0= Y.

Nejsou-li dvé formule slucitelné, pak libovolnou spoleé¢nou proménnou, kterd je vazana jen
v jedné z formuli, muzeme pirejmenovat, tj. oznaéit jinym symbolem tak, aby se novy symbol v
druhé formuli nevyskytoval. Takto si lze sluc¢itelnost vzdy vynutit. Pozdéji ukazeme, ze takové
prejmenovani neméd vliv na pravdivost formule.

Priklad. Uvazujme opét o nesluéitelnych formulich ¢ = (3z)x € y a ¢ = x € z. Pokud ve formuli
¢ zaménime x napiiklad za u, takze ¢ = (Ju) u € y, budou obé formule slucitelné a

dAY=(Fu)uey) Alxez2)

bude formule.

Pro nézornost se nékdy za symbolem formule uvadéji v zavorkach vsechny jeji volné pro-
ménné.
Priklad. Formuli (3z)x € y miZzeme oznalit napf. ¢ nebo, pro ndzornost, ¢(y), ale nikoliv ¢(z, y)
ani ¢(y, z).

3.2. Pravdivost formuli

Prejdéme k otézce pravdivosti formuli ve smyslu klasické logiky se dvéma pravdivostnimi
hodnotami 1 (formule je pravdiva, formule plati) a 0 (formule je nepravdivé, formule neplati).
O pravdivosti formuli budeme rozhodovat na zdkladé pravdivosti jejich podformuli pomoci
pravidel Py az P4, odpovidajicich pravidlum F; az F4 pro konstrukci formuli teorie tiid.
P> Formule 1¢ je pravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ je nepravdiva.
P3 Formule (Vz)@(x) je pravdivd pravé tehdy, kdyz ¢(x) plati pro vSechna z; formule
(3z) ¢(x) je pravdivd prave tehdy, kdyz existuje = takové, ze plati ¢(x).
P4 Pravdivost formuli ¢ Ay, ¢ Vo, ¢ = 1, ¢ < 1 v zavislosti na pravdivosti formuli ¢,
je dana znamou tabulkou:

¢ Y| oAy VY b= e

1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1
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Chybéjici pravidlo Py, umoznujici posoudit pravdivost atomickych formuli, uvedeme pozdéji.
Kdybychom je mohli uvést jiz ted’, nebylo by tieba budovat axiomatickou teorii, nebot’ bychom
jiz ted mohli rozhodnout o pravdivosti vsech formuli.

Vsimnéme si, ze ¢ < v plati pravé tehdy, kdyz maji ¢ a ¢ stejné pravdivostni hodnoty.
Formule ¢ a v jsou pak co do pravdivosti a nepravdivosti zaménitelné. Rekneme, ze formule
¢, Y jsou logicky ekvivalentni.

V tomto textu budeme logickou ekvivalenci formuli ¢, ¥ vzdy vypisovat slovy ‘¢ < @ plati’. Nékdy
se k zépisu logické ekvivalence pouzivd symbol ‘=". M4 vlastnost reflexivity (¢ = ¢ pro kazdou formuli
@), symetrie (jestlize ¢ = 1, pak 1) = ¢) a tranzitivity (jestize ¢ = 1) a ) = x, pak ¢ = x). Zduraznéme
vsak, ze ¢ = 1 neni formule teorie t¥{d (nesmime smésovat jazyk, kterym mluvime, s jazykem, o kterém
mluvime).

Formule bez volnych proménnych mé jednozna¢né urcenu pravdivostni hodnotu 1 nebo 0;
pred zjistovanim pravdivostni hodnoty formule s volnymi proménnymi je nutno za volné pro-
ménné zvolit néjaké konkrétni t¥idy.

Nyni jiz mame shromazdény zakladni rekvizity pro budovani axiomatické teorie t¥id. Dale
budeme systematicky uvadét jeden axiom za druhym a mezitim zavadét dalsi pomocné pojmy.
Kdybychom vypsali vSechny axiomy nardz, aniz bychom méli pomocné pojmy k dispozici, byly
by velmi komplikované a zcela nesrozumitelné.

Pro jistotu uvedme, ze axiomy jsou pokladany za pravdivé formule. Dalsi pravdivé formule
(platna tvrzeni) z nich odvozujeme pomoci pravidel Py az P4 a dalsich standardnich du-
kazovych postupti, o nichz predpokladame, Ze jsou dostatecné znadmy a proto je podrobné
nevypisujeme. Jiz diive jsme v jednom piikladu zavedli symbol ¢ tak, aby formule X ¢ Y
meéla stejny smysl jako T(X € Y). At za X,Y dosadime cokoliv, vzdy budou mit X ¢ Y
a 1(X €Y) stejnou pravdivostni hodnotu. Vidime, ze X ¢ Y a 1(X € Y) jsou logicky
ekvivalentni.

Zduraznéme, ze X € Y neni atomickd formule, ackoliv tak na prvni pohled vypada. Je to
jen struény zapis pro neatomickou formuli 1(X € Y'). Pravdivostn{ hodnota formule X ¢ Y je
zcela jednoznacéné odvoditelna z pravdivostni hodnoty atomické formule X € Y. Dalsi podobné
strucné zapisy zavedeme nize.

3.3. Mnoziny
V axiomatické teorii tfid muzeme a budeme mnoziny definovat.

3.4. Definice. Tiida X je mnoZina, jestlize existuje tfida Y takova, ze X € Y. Zapisujeme
X € U . Trida, kterd neni mnozinou, se nazyva vlastni trida.

Podtrzenim zduraznujeme, ze € U je (prozatim) nedilny symbol. Brzy zavedeme t¥idu U
vSech mnozin, pficemz X € U a X € U bude znamenat totéz a podtrzeni se stane zbytecnym.

3.4. Rovnost tiid

Zavedeme jesté jedno oznaceni. Rekneme, ze dvé t¥idy jsou si rovny a zapisujeme X =Y,
jestlize maji stejné prvky. Zde je formalni definice:

3.5. Definice. Ttidy X,Y jsou si rovny, jestlize plati

VU)(UeXesUcY).

Zapisujeme X =Y.
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V predchozim textu uz jsme symbol ‘=" nékolikrat pouzili ve smyslu obecné rovnosti ¢i totoznosti
formuli nebo tiid. Pro tiidy jsme ted zavedli rovnost jako oznaceni pro fakt, ze maji stejné prvky,

vvvvvv

totoznosti. Je zifejmé, ze totozné formule jsou logicky ekvivalentni, ale ne naopak.

Vsimnéme si, ze je-li U vlastni tiida, pak rozhodné neplati ani U € X ani U € Y, takze
ekvivalence U € X <& U €Y je pravdiva pro vSechny vlastni ti¥idy U. Stadi tedy posuzovat
ekvivalenci U € X < U €Y pouze v piipadé, ze U je mnozina.

Fakticky je “=" relace mezi tiidami, o niz lze snadno ukazat, ze je reflexivni, symetricka a
tranzitivni.

Cviceni. Ukazte, ze plati
VX)X = X,
VX)VY) (X =Y =Y = X),
VX)VY)VZ2) (X =Y AY =2)= X = 7).
Néapovéda: Dokazme prvni tvrzeni. To je ekvivalentni pravdivosti formule
VX)(VU) (U € X) & (U € X).

Jelikoz (U € X) & (U € X) plati pro libovolnou pravdivostni hodnotu atomické formule U € X, je
prvni tvrzeni dokazano.

Podle definice rovnosti tiid ma X =Y za nésledek U € X < U € Y pro kazdé U. Odnikud
vSak nevyplyva, ze by X =Y mélo za nédsledek i X € V < Y € V pro kazdé V. To je nutno
postulovat, pficemz tak samoziejmé staci ucinit pro implikaci.

A. Axiom invariance. Plati

VX)VY)VV) (X =YAXeV)=Y eV).
Slovy: Jestlize X =Y, pakz X € V plyneY € V.
3.6. Tvrzeni. Necht’ X =Y a Vje libovolnd trida. Pak

XeVsesYeV

Slovy: X € V a'Y €V plati nebo neplati soucasné.
Dikaz. Z axiomu invariance plynou implikace X e V=Y ecVaY eV =XeV.

3.7. Tvrzeni. Necht' X =Y a Uy,...,U, jsou libovolné tridy. Pak plati
o(X,Uy,...,Uy) & ¢(Y,Uy,...,Uy,)
éili (X, Ur,...,U,) a &(Y,Un,...,U,) plati nebo neplati soucasné.

Tvrzeni dokdzeme indukci vzhledem k délce formule. Délkou formule se rozumi pocet znakt
ve formuli, sestrojené podle pravidel F; az F, vcetné vsech zavorek. Je ziejmé, ze atomické
formule jsou nejkratsi (kazdd sestava ze ti{ znaku) a kazdé pravidlo Fy az Fy vytvari formule
delsi nez jsou jednotlivé komponenty.

Dikaz. Je-li ¢(X,U) atomickd formule U € X, plyne tvrzen{ z definice rovnosti ti{d. Je-li
¢(X,U) atomickd formule X € U, plyne tvrzeni z axiomu invariance, piesnéji, z tvrzeni 3.6.

7
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Pro ostatni formule se postupuje indukci. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny formule
kratsf nez formule ¢(X, Uy, ..., Uy).

Necht je formule ¢(X,Us,...,U,) tvaru T¢(X,Us,...,U,) podle pravidla Fa. Jelikoz je
Y(X,Uy,...,Up) kratsi nez ¢(X, Uy, ..., Uy), plati (X, Uy, ..., Uy) & (Y, Uy, ..., U,) podle
indukéniho pfedpokladu. Pak ovsem plati ¢(X,Uy,...,U,) < o(Y, Uy, ..., Up).

Necht' je ¢(X,Uy,...,Uy) tvaru (VU)¢(X,U,Uy,...,Uy,) nebo (3U)Y(X,U,Uy,...,Uy)
podle pravidla Fs. Opét je ¢(X,U,Uy,...,U,) krats{ nez ¢(X,Us,...,U,), a proto plati
Y(X,0,Uy,...,U,) < (Y, UU,...,U,) podle indukéniho predpokladu. Nacez ovSem
O(X,UL,...,Uy) & oY, Un,...,U).

Analogicky ohledné pravidla Fy.

B,;. Schéma axiomi specifikace. Bud ¢(z,Us,...,U,) formule s volnymi proménnymi x,
Uy, ...,U,, bud Z proménna, ktera se ve ¢ nevyskytuje. Pak je

(VU1) -+ (VUR)(3Z)(Va) [z € Z & (x €U N (2, UL, ..., Up))]

axiom. Slovy: Existuje tiida Z, zavisla na Uy, ..., U,, jejiz prvky jsou pravé vsechny mnoziny
x takové, ze plati ¢(z, Uy, ..., U,).
Trida Z se nazyva trida specifikovand formuli ¢(x, Uy, ..., U,) a oznacuje se
{LL‘ 671/{ ‘ ¢($, Ula R Un)}
Odtud okamzité plyne pravidlo pro rozhodovani o pravdivosti atomickych formuli s pravou
stranou Z = {x €U | p(x,Uy,...,Upn)}:
Py Necht Z = {z €U | ¢(z,Us,...,U,)} je tifda specifikovand formuli ¢(z, U, ..., U,).
Potom pro kazdou mnozinu x plati

r€Z <& ¢(x,Uy,...,Up,).

Slovy: Je-li x mnozina, pak « € Z je pravdivé prévé tehdy, kdyz plati ¢(x, Uy, ..., U,).
Pozadavek x € U je dulezity, protoze zabranuje vzniku Russelova paradoxu.

V tvodu jsme se zminili o dvou variantéch teorie t¥id, Godel-Bernays—von Neumannové a Kelley—
Morseové. Prvni z nich ve schématu axiomu specifikace pfipousti jen formule, jejichz proménnymi
jsou mnoziny, zatimco druhd pfipousti obecné tiidy. Gédel-Bernays—von Neumannovych axiomi Bg
je potom méné nez Kelley-Morseovych axiomi By a naopak, Kelley-Morseovych t¥id je vice néz
Godel-Bernays—von Neumannovych.

3.5. Univerzalni tfida

Doposud byl € U nedélitelny symbol. Nyni zavedeme tfidu U piedpisem
U={zelU |z ==z}

Zduaraznéme, ze nejde o definici kruhem, protoze symboly U na levé strané a € Y na pravé
strané jsou ruzné. Protoze formule x = x je vzdy pravdiva, je U tfida vSech mnozin. Nazyva
se téz univerzdlni trida ¢ili univerzum. Pozdéji ukazeme, ze univerzum U je vlastni tiida.

Zapis x € U znamend praveé tolik, ze x je mnozina, ¢ili prave tolik, co x € U . Nadéle budeme
pouzivat jen prvni z nich.
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3.6. Prazdna trida
Prazdnou tiidu () zavedeme piedpisem
V={zxcl|z+#a}.

Jelikoz x # x neplati pro zddnou mnozinu, neexistuje mnozina, ktera by lezela v prazdné trideé,
coz vysvétluje jeji nazev.

3.7. Algebra tiid

Axiom specifikace umoziuje zavést operace s tiidami, které jsou pfimym zobecnénim dobie
znamych mnozinovych operaci:

UnV={xeld|zecUArzeV}
UuV={zeU|zeUvzeV},
U\V={zeU|zecUNnT(zeV)}

Méme i unarni operaci doplnku tiidy
U={zecl|(zeU)},

kde mnozinova analogie neni, protoze doplitkkem mnoziny je vzdy vlastni t¥ida.

Cvicéeni. Ukazte, ze plati

unu =1, vub="U,

uno=40, vulU =U,

unuUu =10, UvUuU=U,

unv=vnuU, vuVvV =VuU,
Unv)nwW=Un{Vnw), UTuVv)uw =UuU(VUuUw),

UnVuw =0uw)n(Vuw), QOuv)nW=UnW)u{Vnw).

Cviceni. Ukazte, ze plati

Uu=1a, 0=u,
(Unv)~=U0uUV, (UuV)"=UnV,
U=U.

Primé zobecnéni ma i inkluze.

3.8. Definice. Rekneme, 7e tiida U je podtiida t¥idy V a zapisujeme U C V, jestlize plati
formule

Vz)(zxeU=zecV).

Vztah A C B se nazyvé inkluze. Ostrd inkluze A C B se zavadi formuli
ACB& (ACB)A(A# B).
Nasledujici cviceni ukazuje, ze C ma vlastnosti usporadani.

9
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Cviceni. Ukazte, ze plati

UCU (reflexivita),
(UCVAVCU)=U=V (antisymetrie),
(UCVAVCW)=UCW (tranzitivita).

Cviéeni. Ukazte, ze plati

0 Ccu, UcCcu,
UCVsesUuUuV=V, UCVesUNV=U

Je-li U tiida, zavddime omezené kvantifikdtory (3X € U) a (VX € U) predpisem, ze
FX e U)o X, V,...,Vp) & (EX) X e UANGX,V1,..., V),
VX elU)p(X,V1,....V,) & (VX)X e U = ¢(X,V1,...,Vy).

plati pro libovolnou formuli ¢(X, Vi, ..., V,).
Sjednoceni a prunik t¥idy mnozin definujeme piedpisem

UU:{xeuHEXeU)xeX}
={zecl|(BX)(X cUAzxeX)},

(U ={eecU| (VX ecU)xe X}
={zceU| (VX)X eU=z2eX)}.

Vidime, ze (U obsahuje praveé ta z, kterd lez{ ve vSech mnozindch X € U. Oproti tomu |JU
obsahuje pravé ta x, kterd lezi v alespon jedné mnoziné X € U. Mozny a obvykly je téz zapis

Ur=Ux. Nv=x

3.9. Tvrzeni. Plati
No=u, (Jo=o

Dtikaz. Ohledné prvn{ rovnosti ziejmé (| C U. Dokazme opa¢nou inkluzi 4 C (0. Bud
x € U libovolnd mnozina. Ale z € [0 pravé tehdy, kdyz pro kazdou t¥idu X plati implikace
X € ) = x € X. Takovéa implikace ovSem plati, a to z toho duvodu, Ze predpoklad X € @ nenf
nikdy pravdivy.

Ohledné druhé rovnosti zfejmé @ C |J 0. Dokazme opacnou inkluzi | J® C 0. Ale z € |0
pravé tehdy, kdyz pro kazdou tiidu X plati X € D Az € X. Avsak X € 0 neplati nikdy, a
proto z € |0 neexistuje, a tudiz (J0 C 0.

Cviceni. Necht' U C V. Ukazte, ze pak plati

Uvclv, Nvev

10
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Cviéeni. Necht' z € X. Ukazte, ze pak plati

(xczclx.

3.8. Trida vSech podmnozin
Tiida U vSech podmnozin tiidy U je definovana predpisem
pwU={ZecU|ZCU}

Nenf snad nutno zduraznovat, ze pokud U je vlastni tiida, pak neexistuje tfida vSech podtiid
vU.

C. Dva axiomy ohledné podmnozin.

C; Je-li X mnozina a Z C X, pak Z je mnozina.

C; Je-li X mnozina, pak pX je mnozina.

Lze ukéazat, ze axiomy C;, Csz Ize nahradit jedinym. Plati totiz véta
3.10. Tvrzeni. Dvojice aziomu Ci, Ca je ekvivalentni axiomu

C VX eu3@y eu)vz2)(ZzCcX=>2ZecY).

Diukaz. Necht plati axiomy C; a Cz. Necht' X je mnozina. Polozme Y = pX, coz je mnozina podle
C,, pficemz kazdd podtiida Z C X je mnozina podle Ci, a proto Z € pX. Tim je dokdzéna formule
C.

Necht plati formule C. Necht' X je mnozina. Pak existuje mnozina Y takova, ze pro kazdou tiidu Z
plati implikace Z C X = Z € Y. Dokazme C,. Jestlize Z C X, pak Z € Y, a tedy Z je mnozina a C;

je dokazano. Dokazme Csz. Snadno se vidi, ze pX C Y, nacez pX je mnozina, protoze Y je mnozina.
Tim je dokdzédno Cs.

3.11. Tvrzeni. Univerzum U je vlastni trida.

Dukaz. Pripustme, Ze U je mnozina. Pak i podtiida N = {X € U | X ¢ X} je mnozina a
dostdvame spor N € N & N ¢ N (Russeluv paradox). Tudiz, ¢ nen{ mnozina.

3.9. Existence mnozin

Vsimnéme si, ze doposud jsme nedokézali existenci ani jedné mnoziny. VSechny doposud
uvedené axiomy pripou$téji i moznost, ze viubec zddnd tiida neni mnozinou, ¢ili moznost, ze

Uu=>0.
D. Axiom existence mnozin.

0eu,
aneb prazdna tiida je mnozina.

Ekvivalentné staci predpokladat existenci alespon jedné mnoziny.

3.12. Tvrzeni. Aziom D a turzeni

U0

11
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jsou ekvivalentny.

Dikaz. Je.li i neprizdnd, pak existuje alespon jedna mnozina, ozna¢me ji U. Jelikoz @ C U,
je 0@ rovnéz mnozZina podle Cj.

3.13. Tvrzeni.
Au=0, Ju=u

Dukaz. Ohledné prvni rovnosti ziejmé () C (U. Dokazme opacnou inkluzi (U < 0.
Piipustme, ze existuje z € (U. Jelikoz § € U, z podminky = € (U plyne, ze = nélezl
vSem mnoZindm, a tedy i prdzdné mnozingé, coz je spor. Tudiz, x € (U neexistuje.

Ohledné druhé rovnosti ziejmé | JU C U. Dokazme opacnou inkluzi ¥ C |JU. Bud x € U
libovolnd mnozina. Ale x € | JU prévé tehdy, kdyz existuje tiida X takovd, 7e X e U ax € X.
Takové X existuje, naptiklad px.

3.10. Jednoprvkova mnozina
Je-li x mnozina, definujeme tiidu {z} predpisem

{ey={ycl|y=n=x}

Cviceni. Rozhodnéte, zda plati
a) De{0};
b) 0 C {0}

3.14. Tvrzeni. Plati
(Ve e){z} € U,
aneb je-li x mnoZina, pak i {x} je mnoZina.

Dikaz. Necht z je mnozina. Plati z € px, protoze  C z. Tudiz, {z} C pz, nacez {z} je
mnozina, protoze px je mnozina podle Cs.

Mnozina {z} se nazyva jednoprvkovd mnoZina s prokem .

Pokud stejny predpis pouzijeme v piipadé, Ze z je vlastni tiida, dostaneme {z} = (), protoze
mnozina y spliujici y = z neexistuje. Pfedpoklad, ze x je mnozina, je 1épe ponechat jako ochranu
pfed moznym nedorozuménim.

Vsimnéte si, Zze uz umime sestrojit nekoneéné mnozstvi mnozin 0, {0}, {{0}}, {{{0}}}, atd.
Kazdé dvé jsou ruzné, coz snadno zjistime porovndnim prvku. Napiiklad ) # {0}, protoze
mnoZina na levé strané nemé 74dné prvky a mnoZina na pravé strané prvek mé, a sice (.
Podobné {0} # {{0}}, protoze kdyby platila rovnost {0} = {{(0}}, muselo by o jejich prvcich
platit § = {0}, coz jsme jiz vyloucili. Nicméné, viechny zatim konstruovatelné mnoziny jsou
jednoprvkové.

3.15. Definice. Jsou-li x,y mnoziny, zavedeme tiidu
{e,yy={ueld|u=zVvu=y}
Je-li ¢ # y, nazyva se dvouprvkovd tiida s prvky x,y nebo téz neusporddand dvojice prvku x,y.

12
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Je-li z =y, pak evidentné {z,y} = {z} = {y}.
E. Axiom dvojice.
Vze)(VyelU)Fueld)Vzel)(zeus (z=aVz=y))
¢ili jsou-li z, y mnoziny, pak tiida {x,y} je mnozina.

F. Axiom sjednoceni.

(vseu (Useu).
Je-li S mnozina, pak (JS je mnozina.

Sjednocovanim mnoziny mnozin vzdy dostaneme zase mnozinu. To samoziejmé nemusi
platit pro sjednoceni vlastni tfidy mnozin. Analogii pro pruniky nepotifebujeme, protoze plyne
z axiomu Cj.

Cviceni.
xuy = J{x, v}
Vidime, Ze i sjednocen{ dvou mnozin je mnozina (podle axiomu sjednocent).
Vsimnéme si, ze se zdsoba prokazatelné existujicich mnozin opét rozsitila, napiiklad o
{0.{0}},
10,{0,{0}}},
{0,{0,{0,{0}}}},

atd. Stédle vsak jde o mnoziny s koneéné mnoha prvky (zde vzdy se dvéma prvky).
Ziejmeé {z,y} = {x} U {y}. Jsou-li z,y, z mnoziny, lze analogicky zavést

{z,y,2} = {z,yt U{z} = {z} U{y} U {z}.
A tak dale.

3.11. Kartézsky souéin

Kartézsky soucin je dalsi vyznamné mnozinova konstrukce, kterou lze bez problému rozsitit
na tiidy.

3.16. Definice. Necht’ a, b jsou mnoziny, pak predpisem
[a,b] = {{a},{a,b}}
definujeme usporddanou dvojici [a, b].
3.17. Tvrzeni. Jsou-li a,b,c,d mnoZiny, pak [a,b] = [c,d] prdvé tehdy, kdyz a = cNb=d.

Dikaz. Rozborem moznych piipadu snadno zjistime, ze {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}} prave
tehdy, kdyz a = ¢ a soucasné b = d.

Uspotrddand dvojice [a,b] je jednozna¢né uréena zaddnim dvou prvku a jejich poradim, na
rozdil od mnoziny {a, b}, kterd je urcena zaddnim dvou prvku bez ohledu na poradi.

13
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3.18. Definice. Jsou-li A, B tiidy, definujeme tiidu
AxB={xelU|(Baec A)(Tb e B)x = [a,b]}

vech uspofadanych dvojic [a,b] prvku tiid A, B a nazyvame ji kartézsky soucin t¥id A, B.

Bézneé se pouziva i zapis

Ax B={[a,b]|ac Abe B}.

Pitklad. {Q,0} x {4, &} ={[V, 4], [V, &], [O,M], [0, &]}.

Cviéeni. 1. Budte A, B libovolné tiidy, budte A’ C A, B’ C B jejich podtiidy. Ukazte, ze plati
A xB' =(AxB)n (A x B).

2. Budte A, B libovolné tiidy, budte A’, A" podtiidy t¥idy A. Dokaite, Ze plati

(AAnA")x B (A" x B),
(A UA")x B=(A"xB)U(A” x B).

I
=
X
&
B

3. Budte A, U libovolné tiidy. Dokazte, ze plati

AxﬂU:ﬂ(AxU),
AxUU:U(AxU).

Pozdéji dokazeme, ze kartézsky soucin mnozin je mnozina, ale neobejdeme se bez dalsiho
axiomu.

3.12. Relace a zobrazeni

Relace a zobrazeni mezi tiidami se definuji uplné stejné jako mezi mnozinami. Pro iplnost
nize uvadime zakladni definice, ale dikazy tvrzeni ponechdvame jako cviceni.

3.19. Definice. Budte A, B libovolné tiidy. Relace (neboli korespondence) mezi ttidami A, B
je libovolna podtiida kartézského souc¢inu A x B. Je-li p C A x B relace a jsou-lia € A, be B
mnoziny takové, ze [a,b] € p, pak fkdme, ze a je v relaci p s b a struéné zapisujeme a p b.
Relace na tiidé A je zvlastni pripad, kdy A = B.

Priklady. 1. Prdzdnd mnozina § C A x B je relace mezi tiidami A, B. Z4dné dva prvky a € A,
b € B nejsou v této relaci.

2. Celd tiida A x B je rovnéz relace mezi tiidami A, B. Kazdé dva prvky a € A, b € B jsou v této
relaci.

3. Identickd relace na t¥idé A je podtiida ida = {[a,a] | a € A}. Prvky a,b € A jsou v této relaci
praveé tehdy, kdyz a = b.

14
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3.20. Definice. Je-li p C A x B relace mezi tiidami A, B, je relace p_1 C B x A mezi tifidami
B, A definovand predpisem

p~ti={[ballapb}
se nazyva opacnd relace k relaci p.
Zapamatujte si: a p b < b p~ ! a.

3.21. Definice. Bud p relace mezi tridami A, B, bud o relace mezi tfidami B, C. Relace oo p
(¢ti ,,0 po p*) mezi tifdami A, C, definovand predpisem

cgop={(a,c)|(GbeB)apbAboc)},
se nazyva sloZeni relaci p a o.

Cvicéeni. Bud p relace mezi tiidami A, B. Pak plati

1. poida = p;
2. idgop=p.
Bud navic o relace mezi tfidami B, C. Pak plati

3. (cop) t=ptoo

Cvigeni. 1. Ukazte, ze (p~*)"! = p.
2. Necht' p C p/, 0 C o’. Dokaite, ze pak poo C p' oo’

3.13. Zobrazeni
Zobrazeni je specialni piipad relace mezi tfidami A, B.

Definice. Budte A, B mnoziny. Zobrazeni f z tiidy A do tiidy B je relace f C A x B, ktera
spliiuje podminku: Pro kazdy prvek a € A existuje pravé jeden prvek b € B takovy, ze plati
[a,b] € f.

Intuitivné jde o pfifazeni hodnoty: kazdému prvku z tfidy A se pfifadi pravé jedna “hod-
nota” z tiidy B. Prvek b se pak obvykle oznacuje f(a), nékdy také f,. Nazyva se hodnota
zobrazeni f v prvku a nebo také obraz prvku a p¥i zobrazeni f.

Zapisem f : A — B vyjadfujeme, Ze f je zobrazeni z tiidy A do tiidy B. Jiny zapis:
AL B Mistob= f(a) casto piSeme f : a+— b nebo a b,

Zavedeme-li zvldstni kvantifikator 3! s vyznamem “existuje pravé jeden,” lze podminku na
zobrazeni zapsat jako

(Va € A)(3'b € B) [a,b] € f.
“Existuje pravé jeden” znamend “existuje, a pokud jsou dva, pak jsou stejné,” ¢ili
Fzxe X)) e (Bzr e X)) A((Ve e X)(Va' € X) (p(x) A ¢p(2) = = 12').

Piiklad. Identicka relace na tiidé A je zobrazeni a nazyva se identické zobrazeni. z tiidy A do ni
samé a znad¢i se ida : A — A. Plati ida(a) = a pro kazdé a € A.

Je-li A C X podtiida, pak je ta = {(a,a) | a € A} zobrazeni, které prvku a € A piifadi tyz prvek
a € X: tax(a) = a. Zobrazen{ tax se nazyva vloZeni podtiidy.

Cviéeni. Budte f: A — B, g: B — C dvé zobrazeni. Pak je relace g o f zobrazeni A — C a
(Va € A) (go f)a) = g(f(a)).
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Zobrazeni g o f se nazyva kompozice zobrazeni f,g.
Cviéeni. (1) Budiz f: A — B zobrazeni. Pak
foida =idpof = f.
(2) Budte f: A— B, g: B— C, h: C — D zobrazeni. Pak
ho(gof)=(hog)of.
Jak vyplyva z (2), zdpis ho g o f je jednoznacny i pri vynechanych zdvorkach.
Je-li relace f C A x B zobrazenim f : A — B, neznamend to jesté, Ze i opa¢nd relace f—!

je zobrazenim. Je-li prvek b € B obrazem prvku a € A, pak se prvek a nazyva vzor prvku b
p¥i zobrazeni f. Tifda viech vzori prvku b € B pii zobrazen{ f se znaéi f~1{b}. To jest,

fla)=beac f1{b}.

Zatimco obraz obecného prvku a € A vzdy existuje a je jediny, vzor prvku b € B obecné
existovat nemusi a nemusi byt ani jediny.
Pro obecnou podmnozinu B’ C B definujeme
B ={ac A| f(a) € B'}.

Specidlnim pifpadem je f~1{b} z predchoziho odstavce.

3.22. Poznamka. Zduraznéme, 7e vzor f~'{b} prvku b je tifda a mizZe byt i vlastni.
Uvedme piiklad. Priradime-li kazdé mnoziné mnozinu prazdnou, dostdvame konstantni zo-
brazeni U — {0} a vzorem prvku @ je celd tiida U. Nésledkem toho vzory nemusi tvorit t¥idu.
To je nepiijemné omezeni, protoze ze néjaka kolekce takovych vzoru intuitivné existuje a obcas
s ni i potfebujeme pracovat. M4 to i ponékud paradoxélni charakter, protoze v téch piipadech,

kdy vSechny vzory pii zobrazeni f tiidu tvori, existuje i bijekce mezi ni a obrazem fA. ktery
ttidou je. To je slabina nasi axiomatizace.

Cviéeni. Dokaite, 7e pro f C A x B a B, B” C B plati
f*l(B/ mB//) — f*lB/ mfilB,,7
f*l(B/ UB//) — f*lB/ Ufle//.

3.23. Definice. Zobrazeni f : A — B se nazyva surjektioni (surjekce) neboli zobrazeni na
tiidu B, jestlize ma kazdy prvek b € B alespon jeden vzor v A:

(vbe B)(Ja€ A)b = f(a).

Zobrazeni f : A — B se nazyvé injektivni (injekce) neboli prosté, jestlize mé kazdy prvek
b € B nejvyse jeden vzor v A:

(Va € A)(Va' € A) (f(a) = f(d') = a=d).
Zobrazeni f : A — B se nazyva bijektioni (bijekce), je-li surjektivni a injektivni soucasné.

Cviéeni. Bud f: A — B zobrazeni. Dokazte, ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) Zobrazeni f je bijektivni.
(2) Existuje zobrazeni g : B — A takové, ze

go f =ida, fog=ids.
(3) Relace f~' C B x A opacnd k relaci f C A x B je zobrazent.

Zobrazeni g s vlastnostmi (2) je opét bijektivni a splyvé s relaci f=' z (3).
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Zobrazeni g = f~! z predchoziho tvrzeni se nazyvé inverznik f. Je definovdno piedpisem:

i) =as b= fla)
Cviéeni. Budte f: A — B, g: B — C bijekce. Dokaite, ze (go f)™' = fog™'.

Cviceni. Budte f: A — B, g: B — C dvé zobrazeni.
(1) Je-li zobrazeni g o f injektivni, pak je i zobrazen{ f injektivni.
(2) Je-li zobrazeni g o f surjektivni, pak je i zobrazeni g surjektivni.
(3) Je-li zobrazeni g o f bijektivni, pak je i zobrazeni g bijektivni.
Dokazte.

Cviceni. Budte f: A — B, g: A — B dvé zobrazeni. Dokazte, ze plati:

(1) Bud h : B — C injektivn{ zobrazeni takové, ze ho f = hog. Pak f = g. Jinymi slovy, injektivnim
zobrazenim lze kratit zleva.

(2) Bud h : D — A surjektivn{ zobrazeni takové, ze f o h = go h. Pak f = g¢. Jinymi slovy,
surjektivnim zobrazenim lze kratit zprava.

Priklad. Bud A C X potfida, ta = {(a,a) | a € A} pFiludné vlozeni.
Je-li f: X — Y néjaké zobrazeni, pak kompozice f orax predstavuje zobrazeni A — Y které se
nazyvé zuzZend (téz restrikce nebo restrinkce) zobrazeni f na podmnozinu A a znaci se f|a:

fla: A2 x Loy
Vsimnéte si, ze zuzeni je ddno tymz pfedpisem a — f(a) jako f.
Je-li mnozina Y obsazena v jiné mnoziné Z, pak existuje i kompozice tyz o f : X — Z. V tomto
piipadé fikdme, ze f vznikd rozsifenim oboru hodnot, ale zvlastni dohodnuté oznaceni neexistuje.

Cviceni. Ukazte, ze tax je injektivni.

Bud f: X — Y zobrazeni, bud A C X podtiida. Polozme

fA={yeY |(BacA)y=fla)}

coz Casto zkracujeme

fA={f(a) | a € A}.
Nazyva se obraz podtiidy A C X pfi zobrazeni f.
Cvi€eni. Bud f:X — Y zobrazeni. Ukazte, Ze f:X — fX, x— f(x), je surjektivni zobrazenf a
plati f =LlfxX)y © f
Je-li A mnozina, o¢ekavali bychom, ze i fA je mnozina, ale ve skutecnosti je k tomu potieba
zv]astni axiom.

G. Axiom substituce. Je-li f: X — Y zobrazeni a X mnozina, pak fX je mnozina.

V Zermelo-Fraenkelové axiomatizaci je na tomto misté schema axiomu, v némz hraji roli substituce,
odtud nézev.

Piiklad. Oznacéme U; tfidu vSech jednoprvkovych mnozin, které definujeme jako mnoziny tvaru
{a}, kde a je mnozina.

Ukazme, ze Ui je vlastni tiida. Uvazujme o zobrazeni s : U — U1, a — {a}. Zobrazen{ s je zifejmé
surjektivni i injektivni (pro¢?), €ili bijekce. Existuje proto inverzni zobrazeni ¢ : Ui — U, {a} — a,
které je rovnéz bijekce. Kdyby U byla mnozina, pak by nutné i i = tU; byla mnozina, coz, jak vime,
neni.
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3.24. Definice. Necht' I je mnozina a F' : I — U zobrazeni, které kazdému prvku ¢ € I pfifadi
mnozinu F; € U. Zobrazeni F' : I — U se obecné nazyva systém mmnozin. Definujeme

Ur=UFElieny=JFI,

iel

(\Fi=(\{Fliel}=()FI

il
Axiom substituce spolu s axiomem sjednoceni davéa nédsledujici tvrzeni.
3.25. Tvrzeni. Necht'I je mnozina a F : I — U zobrazeni. Pak
U#
i€l
je mnozina.

Dikaz. Tt{da | FI je mnozina podle axiomu sjednocent, protoze FI je mnozina mnozin podle
axiomu substituce.

Nyni muzeme dokézat, ze kartézsky soucin dvou mnozin je mnozina.
3.26. Tvrzeni. Budie A, B mnoziny. Pak A X B je mnoZina.
Dukaz.

Ax B=Ax U{b}:UAx{b},

beB beB

kde A x {b} jsou mnoziny podle axiomu substituce, protoze A x {b} je obrazem mnoziny A
pii zobrazeni a — [a, b].

3.27. Definice. Budte f: X — Y a ¢g:Y — X zobrazeni. Jestlize
go f=idx,

pak fikdme, Ze zobrazeni g je levd inverze zobrazeni f. Jestlize
fog=idy,

pak fikdme, ze zobrazeni g je pravd inverze zobrazeni f.

3.28. Tvrzeni. Bud f : A — B injektivni zobrazeni mnoZin, pricemZ A # (). Pak md f levou
1nverzi.

Dikaz. Protoze A je neprazdnd, existuje ¢ € A. Konstruujme g : B — A. Jestlize b € fA,
pak m4 pravé jeden vzor, ¢ili existuje a takové, ze f~1{b} = {a}. Polozime g(b) = a, nacez
g(f(a)) = g(b) = a. Jestlize naopak b ¢ fA, pak polozime g(b) = c. Snadno se vidi, ze
go f=ida.

Jiny zpusob: Oznaéime-li

g=A{(ba) e fAxA[b=f(a)},

(g je ohraniceni relace f~! na obraz fA), je g zobrazenim fA — A a plati go f = id4. Nyni
dodefinujeme g na prvcich nelezicich v fA tak, ze jim pfiradime hodnotu ¢, ¢imz neporusime
rovnost go f =idy.
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Cviéeni. Je predpoklad A # () nutny?

Dudlni tvrzeni, ze kazdé surjektivni zobrazeni m4 pravou inverzi, ze zatim uvedenych axiomu
nevyplyvé. Pfipomenime si obvykly dikaz v rdmci naivni teorie mnozin. Bud f : X — Y
surjektivni zobrazeni. Pak ma kazdy prvek y € Y alespon jeden vzor x € X takovy, ze
f(x) = y. Pro kazdé y € Y vyberme pravé jeden ze vzoru a ozna¢me jej g(y). Dostdvame
zobrazeni g : Y — X. Z konstrukce vyplyva, ze plati f o g = idy.

Uvédomme si vSak, ze zatim umime konstruovat tiidy jediné specifikaci, tedy néjakou for-
muli definujici onu tfidu, ¢ili jednoznacénym predpisem. Podtiidu g C Y x X jsme v8ak nekon-
struovali jednozna¢nym predpisem, nybrz jsme pro kazdé y € Y libovolné vybrali jeden prvek
z neprazdné mnoziny f~{y}.

AC. Axiom vybéru. Je-li X mnozina neprazdnych mnozin, existuje zobrazeni 7 : X — |JX
takové, ze (Vo € X) 7(z) € .

Zobrazeni T se nazyva vybérové zobrazeni, protoze vybira po jednom prvku z kazdé mnoziny
zeX.

3.29. Tvrzeni. Bud f : A — B surjektivni zobrazeni mnozin. Pak md pravou inverzi.

Ditkaz. Bud f : A — B injektivn{ zobrazeni. Pak je {f~'{y} | y € Y} systém neprazdnych
mnozin a podle axiomu vybéru existuje vybérové zobrazeni 7 spliujici 7(f~1{y}) € f~{y}.
Nynf staéf polozit g(y) = 7(f~*{y}), aby platilo g(y) € f~*{y}, a tedy f o g = idy.

Axiom vybéru byl po staleti pouzivan nevédomky, dokud jej v roce 1904 “neobjevil”
Ernst Zermelo (1871-1953). Axiomu vybéru umoziuje nekonstruktivni diikazy existence, tedy
dukazy, které neposkytuji zadny predpis k sestrojeni objektu, jehoz existence je dokazovéna.
Typickym pifpadem je Brouwerova véta o pevném bodu (kazdé spojité zobrazeni uzaviené
koule do sebe sama m4 pevny bod). S védomym pouzitim axiomu vybéru byla zpocitku spo-
jena jistd neduvéra, protoze se zahy objevily dukazy nékterych ponékud paradoxnich vysledku,
napiiklad Banach—Tarského véty, podle niz lze jednotkovou kouli v trojrozmérném KEukli-
dovském prostoru rozlozit na kone¢ny pocet ¢asti (pét) a z nich pouzitim shodnych transfor-
mac{ sestavit dvé jednotkové koule (¢dsti jsou neméfitelné, a proto nejde o skuteény paradox).

Dnes jiz axiom vybéru témér nikdo nezpochybnuje. Nicméné, libovile spojend s volbou
vybérového zobrazeni zpusobuje, ze “konstrukce” vyuzivajici axiom vybéru jsou nejednoznacéné
a neopakovatelné. Presvedéivé pifklady uvedeme v nasledujicim oddilu (§ 3.14). Proto je
zajimavé sledovat, kterd tvrzeni jsou s axiomem vybéru ekvivalentni. Piikladem je tvrzeni
o existenci pravé inverze u surjekci.

3.30. Tvrzeni. Z posledniho tvrzeni (existence pravé inverze ke kaZdé surjekci mezi
mnoZinami) plyne axiom vybéru.

Diikaz. Bud X mnozina neprazdnych mnozin. Pak je X x | J X mnoZina a podtiida
E:{[x,a]eXxUX’aex}
vsech dvojic [z, a] takovych, Ze a € x € X, je téZ mnozina. Uvazujme o zobrazenich

pl:E_>X7 [%a}'—nr,
po:E— X, [z,a]— a.
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Zobrazeni p; je surjektivni, protoze kazd4 mnozina x € X je podle predpokladu neprazdna.
Bud ¢ pravé inverze k pi, €ili p; o ¢ = idx. Mdme ¢(z) = [p1(q(2)), p2(q(z))] € E, nacez
p2(q(z)) € p1(g(x)) = x pro kazdé x. Vidime, zZe ps o q je vybérova funkce.

Vybérova funkce pro konecény pocet objektu existuje i bez axiomu vybéru. Snadno ji po-
piseme formuli. Napiiklad pro jednu nepriazdnou mmnozinu x obsahujici prvek ¢ je vybérovou
funkei {[z, c]}.

Cviéeni. Bertrand Russel popularizoval axiom vybéru vyrokem, ze je nutny k vybéru mnoziny
z nekone¢ného poctu ponozek, ale neni nutny k vybéru mnoziny z nekone¢ného poctu bot.
Vysvétlete. Napovéda: Ponozky jednoho paru povazujeme za nerozlisitelné.

Priklad tvrzeni ekvivalentniho s axiomem vybéru poskytuje také kartézsky soucin systému
mnozin. Bud F : I — U, i — Fj, systém mnozin, kde I je mnozina. Oznac¢me

[[F=r1—-UF|VI0)eF

iel ier | €l
3.31. Tvrzeni. Kartézsky soucin neprdzdné mnoZiny mnozin je neprdzdny.
Dukaz. Prvek kartézského soucinu je totéz co vybérova funkce.

V teorii tiid lze formulovat axiomy silnéjsi nez axiom vybéru pro mnoziny. Uvedeme dva,
ale nebudeme je pouzivat.

Axiom globédlniho vybéru. Je-li T = U \ {0} tfida vSech neprazdnych mnozin, existuje zobrazen{
7:T — U takové, ze (Vz € T) 7(z) € z.

Axiom globalniho vybéru pravi, ze vybérova funkce existuje i pro vlastni tiidy neprazdnych mnozin.
Nerika nic nového o mnoZindch, pouze o vlastnich ti¥idach.

Axiom globédlniho vybéru implikuje, Zze i kartézsky soucin vlastni tfidy neprazdnych mnozin je
neprazdny.

Axiom omezené velikosti. Je-li C vlastni tfida, pak existuje bijekce C' — U.

Axiom omezené velikosti pravi, Ze vSechny vlastni tfidy jsou “stejné” v tom smyslu, Ze libovolné
tvrzeni o jedné z nich lze prenést na kazdou jinou. Pfestoze je jeho formulace velmi odvaznd, neni
v rozporu s ostatnimi axiomy.

3.14. Relace ekvivalence

3.32. Definice. Bud p C A x A relace na t¥idé A. Relace p se nazyva
— reflexivnt, jestlize pro kazdé a € A plati a p a;

- symetrickd, jestlize plati implikace a p b = b p a;

— tranzitivni, jestlize plati implikace (a pbAb pc) = apec.

Priklady. 1. Identickd relace id4 je reflexivni, symetrickd i tranzitivni.

2. Relace “€” na univerzalni t¥idé U nenf ani reflexivni, ani symetrickd, ani tranzitivni.
3. Relace “C” na univerzalni tf¥idé U je reflexivni a tranzitivni, ale neni symetricka.

Cviceni. Graf relace na mnoziné muzeme kreslit tak, Ze prvky mnoziny A zobrazime body v roviné a
mezi prvky vedeme Sipku, jsou-li v relaci. Jak se poznd graf reflexivni resp. symetrické resp. tranzitivni
relace?
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Cviceni. Najdéte chybu v nésledujicim ,,dukazu“ nepravdivého tvrzeni, ze kazda symetrickd a
tranzitivni relace p je reflexivni: “Je-li a p b, pak ze symetrie plyne b p a, nacez z tranzitivity plyne
apa’

3.33. Definice. Reflexivni, symetricka a tranzitivni relace na tiidé se nazyva relace ekvivalence
(nebo prosté ekvivalence, pokud nemuze dojit k zdmeéneé s logickou ekvivalenct).

Priklady. 1. Identickd relace id4 je ekvivalence na tiidé A.
2. Na univerzalni tiidé U zavedeme relaci ekvivalence ~ ptedpisem: A ~ B pravé tehdy, kdyz
existuje bijekce A — B.

3.34. Definice. Bud p ekvivalence na tiidé A. Pro libovolné a € A ozna¢me
lal,={z € Alapuz}.
Ttida [a], se nazyva trida rozkladu podle ekvivalence p.
3.35. Tvrzeni. Bud p ekvivalence na tfidé A. Pro libovolné a € A plati
a € [a],,
apb< la, = b,
[al, N [Bl, # 0 = [a], = [0],.
Navic, pokud jsou [a], mnoziny, plati

U la], = A.

acA
3.36. Poznamka. Pokud je alespon jedna tiida [a], vlastni, nenf sjednoceni (J,. 4[a], defi-
novano, protoze nemame k dispozici zobrazeni a — [a],,.

Kazdé ekvivalenci na mnoziné piislusi rozklad. Ekvivalenci na vlastni tiidé piislusi rozklad
jen tehdy, kdyz je kazdé tiida rozkladu mnozinou.

3.37. Definice. Necht je kazda tfida [a], rozkladu tfidy A podle ekvivalence p mnozinou.
Ttida
Alp={BeU|(Bac A)B=a,} ={la], | a € A}

se nazyva faktorovd tiida podle ekvivalence p.

Faktorova tiida A/p mnoziny A je opét mnozina, protoZe je obrazem mnoziny A pii zo-
brazeni A — U, a — [a],.

Cviéeni. Naleznéte viechny rozklady na mnoziné A = {1,2,3} (je jich pét).

Cvicéeni. Bud p ekvivalence na tiidé A, bud o ekvivalence na tiidé B. Zavedme relaci v = p X o na
tiidé C = A x B predpisem

(a1,b1) v (az,b2) < a1 paz Aby o bs.

Ukazte, ze 7 je relace ekvivalence. Ukazte, ze t¥idy ekvivalence « jsou praveé tiidy U x V, kde U je
tiida ekvivalence p a V je tiida ekvivalence o.

Podle axiomu vybéru lze vytvorit mnozinu tim, ze z kazdé tiidy rozkladu nékteré mnoziny
vybereme po jednom prvku.
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Priklad. V tomto piikladu pouzijeme mnoziny R, Q, Z redlnych, raciondlnich a celych ¢&isel (vSe, co
o nic potiebujete védét, jste se dozvédéli v matematické analyze). Na mnoziné R zavedeme relaci ~q
predpisem

rzr~oy&y—zeQ.
Snadno se uldze, ze ~q je relace ekvivalence. Podle axiomu vybéru existuje mnozina U, kterd mé s

Priklad. Vitaliho mnoZina je podmnozina V' uzavieného intervalu [0, 1] takovd, Ze pro kazdé r € R
existuje pravé jedno ¢islo v € V takové, ze r—v € Q, kde Q C R je mnozina raciondlnich ¢isel. Ziskdme
ji vybérem prvku z tiid ekvivalence r = s < r — s € Q. O mnozindch Q a R viz nize.

3.15. Von Neumannova konstrukce prirozenych cisel

Zatim uvedené axiomy nemaji dost sily, aby prokazaly existenci nekone¢né mnoziny, jakou
je tteba mnozina v8ech pfirozenych ¢isel. Navic, pokud je nasim cilem vybudovani matematiky
“z ni¢eho,” méli bychom pfirozend ¢isla zkonstruovat jen s pouzitim téch néstroju, které nam
zatim teorie t¥id poskytuje.

Von Neumann navrhl definovat ptirozené ¢islo jako mnozinu vSech predchézejicich pfiroze-
nych ¢éfsel. Je-li 0 prvni (nejmens{) prirozené &fslo, dostdvdme postupné

0=0,
1={0} = {0}
2=H0,1} = {0.{0}}
3=40,1,2} ={0,{0},{0,{0}}}
4=A0,1,2,3} = {0,{0},{0,{0}},{0,{0}, {0, {0} } }}
atd. Vidime, ze plati 1 = 0U {0}, 2 =1U {1}, 3 =2U {2}, atd.
3.38. Definice. Rekneme, 7e mnozina N je induktivng, jestlize plati
(i) 0 € N;
(ii) jestlize n € N, pak nU{n} € N.

Dale,
I={NcU|BeN)A(Wn)(nec N=nU{n}cN)}

se nazyva trida vsech induktivnich mnoZin.

H. Axiom nekonecna.

T#0
(tFida vSech induktivnich mnozin je neprézdnd) aneb

AN eU)(Pe N)A(Wn)(ne N=nU{n} e N))
(existuje induktivn{ mnozina).

Mnozinu pfirozenych ¢éisel oznacujeme N a definujeme jako prunik vsech induktivnich
mnozin. Tudiz,

N=(N=Z,
NeZ
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coz je mnozina, protoze N je podtfida alesponn jedné induktivni mnoziny N, kterd existuje
podle axiomu nekoneé¢na.

Neékolik prvnich pfirozenych ¢isel jsme vypsali vySe, dalsi lze snadno doplnit. Je-li n pfiro-
zené Cislo, pak se n U {n} nazyva ndsledovnik ¢isla n a oznacuje se on nebo n + 1.

3.16. Princip matematické indukce

Princip matematické indukce umoznuje dokazovat tvrzeni zavisla na ptrirozenam ¢isle, neboli
tvrzeni tvaru

(Vn € N) ¢(n).

3.39. Tvrzeni. Bud’' K C N mnoZina takovd, Ze plati 0 € K a implikacen € K =>n+1¢€ K.
Pak plati K = N.

Dukaz. Podle predpokladu je K induktivni, a proto obsahuje prunik vSech induktivnich
mnozin, ¢ili N C K. Opacnou implikaci jsme predpokladali, a proto K = N.

3.40. Dusledek. Bud ¢(n) formule takovd, Ze plati $(0) a implikace ¢(n) = ¢(n +1). Pak
plati ¢(n) pro viechna n € N.

Dikaz. Polozime K = {n € N | ¢(n)}.

Princip matematické indukce také umoznuje konstruovat mnoziny nebo dokonce tiidy X,
zavislé na prirozeném ¢isle n. K tomu sta¢i dokazovat formule tvaru

(Vn € N)(3X,,) ¢(n, X,).

V tom piipadé hovofime o rekurzivni definici t¥id X,.

Nasledujici axiom vypadéd na prvni pohled zahadné, ale je uzite¢ny tim, ze zjednodusuje
radu dukazu.

I. Axiom regularity.
VX eld) X#0D= EFzxeX)zNnX =0),
¢ili kazdéd neprazdnd mnozina obsahuje prvek, ktery je s ni disjunktni.

Axiom regularity vylucuje existenci obtizné predstavitelnych a snadno postradatelnych vzta-
hit mezi mnozinami, jako napiiklad a € @ nebo a € b € a a podobnych.

3.41. Tvrzeni. Neexistuje mnozina a takovd, Ze a € a.

Dikaz. Mnozina {a} je neprdzdnd, a proto existuje podle axiomu regularity takovy prvek
b € {a}, ze bN{a} = 0. Jelikoz jedinym prvkem mmoziny {a} je a, mdme b = a, a tedy
aN{a} = 0. Pripustme, ze plat{ a € a. Pak an{a} = {a} # 0, coz je spor. Tudiz, a ¢ a.

Lze definovat mnozinu obsahujici samu sebe, aniz by byla definovdna kruhem? Je {{{--- }}} (tecky

ozna¢uji nekoneéné opakovani vlozenych zdvorek) korektné definovand mnozina? Axiom regularity je
tu od toho, aby nas podobnych bezednych otazek zbavil.
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3.42. Tvrzeni. Neexistuji mnoziny a,b takové, Ze a €b a b € a.
Tudiz, ze dvou mnozin jen jedna muze byt prvkem druhé.

Dikaz. Mnozina {a,b} je nepréazdnd, a proto existuje podle axiomu regularity takovy prvek
c € {a,b}, ze cN{a,b} = 0. Jsou dvé moznosti. Je-li ¢ = a, pak aN{a,b} =0, a proto b & a.
Je-li ¢ = b, pak bN {a,b} =0, a proto a & b.

3.43. Tvrzeni. Neezistuje systém mnozin {f, | n € N} takovy, Ze (Vn € N) f,11 € fn.
Tudiz, neexistuje nekoneéna posloupnost mnozin fo 3 f1 3 fo> -3 f, D fur1 D -

Dikaz. Ozna¢me S = {f, | n € N}, coz je mnozina a je neprézdnd, a proto existuje podle
axiomu regularity takovy prvek s € S, ze sN S = (. Podle konstrukece mus{ existovat n € N
takové, ze s = f,. Pak ale f,.1 € fn a soucasné f, 1 € S, coz znamend, ze s NS # (@, spor.

3.44. Poznamka. Je mozné postulovat existenci mnozin, narusujicich axiom regularity, aniz
by to bylo bylo ve sporu s ostatnimi axiomy. Mnoziny spliujici a € a jsou pak pripustné.

Axiom reularity je poslednim axiomem teorie tiid a potazmo teorie mnozin, ktery zavddime.
Kapitolu zavrsime ukazkami, jak vybudovat zdklady matematické analyzy, protoze bez toho
by nase po¢inani nemélo rozumny duvod.

3.17. Aritmetika pfirozenych cisel

V této ¢asti budeme definovat séitdani a nasobeni pfirozenych ¢isel. Nésledovnika ¢isla n
prozatim budeme oznacovat on, od oznaceni n + 1 docasné upustime.

3.45. Tvrzeni. Neexistuje m € N takové, Ze om = 0.
Dikaz. Muselo by platit mU{m} = 0, ale levd strana obsahuje m jako prvek a pravé nikoliv.
3.46. Tvrzeni. Necht'm,n € N spliuji on = om. Pak n = m.

Jinak feceno, zobrazeni ¢ : N — N je injektivni.

Dikaz. Podle predpokladu n U {n} = mU{m}. Leva strana obsahuje n jako prvek, a proto i
pravd, nacez n € m nebo n € {m}. Pravé strana obsahuje m jako prvek, a proto i levd, nacez
m € n nebo m € {n}. Nemuze platit n € m a m € n soucasné, a proto plati n € {m} nebo
m € {n}. Ve prvnim i druhém piipadé zFejmé n = m a jsme hotovi.

Nyni mame dokazany vsechny tzv. Peanovy axiomy, ze kterych lze odvodit vSechny arit-
metické vlastnosti ptirozenych cisel.

Kazdé zobrazeni N x N — N se nazyva bindrni operace na mnoziné N. Ukazme nyni, jak
lze zavést bindrni operace znamé z aritmetiky.

3.47. Tvrzeni. Existuje prdavé jedno zobrazeni N x N =+, N, splnugici
n+0=mn, n+om=ac(n+m),

prdvé jedno zobrazeni N x N — N, splnujici
n-0=0, n-om=n+(n-m)
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A
a prdve jedno zobrazeni N x N — N, spliiugici

n*0=1, n"om=n-(n"m).

Dikaz. Pro kazdé n € N definujme zobrazeni a,, : N — N rekurzivni formuli
an,(0) =n, ay(om)=oca,(m),
zobrazeni 3, : N — N rekurzivni formuli

/Bn(o) =0, 5n(0m) = an(ﬁn(m))

a zobrazeni 7, : N — N rekurzivn{ formuli

’Yn(o) =1, ’Yn(Um) = ﬂn(’}/n(m))

Podle tvrzeni 3.39 jsou zobrazeni «,, 3, i 7, definovana na celé mnoziné N. Podle tvrzeni
3.39, 3.46 a 3.45 jsou definovéna jednozna¢né. Polozime n + m = «a,(m), n-m = B,(m),
n*m = v, (m).
Nyni dokazeme, ze on = n + 1. Mame postupné
n+1=a,(1) = a,(c0) = ca,(0) = on.
Cvicéeni. Ovéite kazdy krok pravé uvedeného dukazu.

Pravé definované binarni operace +, -, * maji véechny vlastnosti operaci s¢itani, ndsobeni
a umociovani pfirozenych ¢isel, zejména plati nasledujici formule aritmetiky pfirozenych ¢isel:

a+0=a, a-1=a,
a+b=>b+a, a-b=">b-a,
a+(b+c)=(a+0b) +ec, a-(b-c)=1(a-b)-c,
a-(b+c)=(a-b)+(a-c), a b+c)=(a"b)-(a’c),
(a-b)"c=(a"c)- (b"c),
(a"b) c=a"(b-c),
a0 =1, al = aq, 1"a =1.
Cvicéeni. Dokazte indukei formule aritmetiky piirozenych &isel.
3.48. Poznamka. Vsimnéte si, ze pfi nasi definici plati
0°=1

(pFechédzime k obvyklému zépisu umocnovani), zatimeco neplati 0% = 0 pro a = 0. Zjednodusuje
to mnohé formule. Napiiklad zapis

n
apx” + -+ a1x +ag = g apz"
n 1 0 n
0

je mozny jen tehdy, kdyz 0° = 1 a jinak se musi pro = 0 sjednat vyjimka.
Rovnost 0° = 1 bude v platnosti i v oboru kardinélnich éisel a v oboru ordindlnich &isel,

které zavedeme pozdéji.
Pozndmka 3.49 nize je k neuréitym vyrazim typu 0°.
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3.18. Cela, racionalni a realna cisla

Nyni zavedeme celd, raciondlni a realnd ¢isla. Z konstrukce bude jasné, ze tvoii mnozinu.
Aritmetické operace se zavadéji zndmym zpusobem a nebudeme s tim zdrzovat vyklad.

Dobfe zndma je konstrukce celych ¢isel jako dvojic [+,n], kde n € N, nebo [—,n], kde
n € N\ {0} (znaménka 4+ a — jsou symboly ruzné od symbolu oznacujicich pfirozend ¢isla).
Definujeme-li tiidu Z celych é&fsel jako sjednoceni ({+} x N) U ({=} x (N'\ {0})). Je zfejmé,
7e 7, je mnozina.

Alternativné muzeme zavést Z = ({+, —} x N)/p, kde p je relace ekvivalence, jejiz jedinou
tfidou obsahujici vice nez jeden prvek je {[+,0],[—,0]} (ztotozniujeme 40 a —0).

Konstrukee raciondlnich ¢isel jako dvojic p/q nesoudélnych ¢isel, kde p € Z a ¢ € N\ {0},
je téz dobie zndma. Tiidu Q raciondlnich ¢isel muzeme konstruovat jako faktorovou mnozinu
soucinu Z x (N'\ {0}) podle ekvivalence [p1, ¢1] p [p2, ¢2] < pP1g2 = p2q1. Ziejmé je Q mnoZina.

Dobfe zndma je konstrukce rélnych cisel jako Dedekindovych fezu. Zde uvedeme jinou
definici pomoci dvojkovych rozkladu, ¢ili jako posloupnosti dvojkovych cifer 0, 1. Realné ¢islo

a=0,a1a%a3... = E ;27"
€N

z polouzavieného intervalu I = [0,1) lze ztotoznit se zobrazenim N — {0,1} = 2, a proto je
prvkem mnoziny 2" véech zobrazeni N — 2. Jelikoz vsak

0,111...=1,000...,
0,0111...=0,1000...

atd., je nutno vylouc¢it posloupnosti, které od nékterého mista pocinaje sestavaji ze samych
jednicek; budeme jim fikat nadbytecné posloupnosti. Kazdou posloupnost 0,a; ...a,0111...
pritom lze nahradit posloupnosti, 0,a; ...a,1000.. ., kterd od stejného mista pocinaje sestava
ze samych nul a jedna nula bezprostiedné predchézejici samym jednickdm se zméni na
jednu jednicku bezprostiedné predchazejici samym nuldm. Tudiz, polouzavieny interval I lze
ztotoznit s podmnozinou mnoziny 2V, z niz jsou vynechany nadbyteéné posloupnosti ve shora
uvedeném smyslu. Mnozina realnych ¢isel je pak identifikovatelna se souc¢inem 7Z x I.

3.49. Poznamka. V matematické analyze se 0° povazuje za neuréity vyraz. Jde oviem jen
o to, ze limita typu 0° miize nabyvat libovolnych hodnot, to jest, ze pii lim,_.. f(z) = 0 a
lim, . g(z) = 0 z4visi limita
lim f(z)9®
r—cC
na volbé funkel f(x) a g(x).
Nijak to neni ve sporu se stanovenim hodnoty 0° u¢inénym vySe. Znamens to vsak, Ze
funkce 0% je nespojita v nule (zato 2° je spojitd a obé byt spojité zfejmé nemohou).
Recené viak nebrani jinym autoriim povazovat 0° za nedefinovany vyraz vzdy. Je to
v poradku, pokud se nezapomene na vSechna nutnd opatfeni, na néz jsme jednim piikladem
upozornili v poznamce 3.48.
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