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4. Mohutnosti

Velmi dulezitou relaci ekvivalence predstavuje ekvivalence ~, kdy dvé mnoziny A, B
povazujeme za ekvivalentni pravé tehdy, kdyz existuje bijekce A — B. Kone¢né mnoziny jsou
ekvivalentn{ pravé tehdy, kdyz maji stejny pocet prvku (dokazte). Ekvivelence je zobecnéni
”rovnosti po¢tu prvkia” na obecné mnoziny.

Cviceni. Ukazte, ze pravé definovana relace ~ je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Cviéeni. Ukazte, 7e pro libovolnou mnozinu A plati A x A ~ A%, (A% je mnozina viech zobrazen{
z dvouprvkové mnoziny 2 = {0,1} do A.

Dulezity piiklad ekvivalence poskytuje nasledujici tvrzeni.
4.1. Tvrzeni. Je-li X mnoZina, pak
pX ~ 2%,

tj. existuje bijekce mezi mnoZinou X véech podmnozin v X a mnoZinou vsech zobrazent z X
do dvouprvkové mnoziny.

Diikaz. Bijekef je zobrazeni pX — 2%, které dané podmnozing A C X piifadi zobrazeni
fa: X — 2%, definované piedpisem

1, jestlize x € A,
fale) = {o, jestlize = ¢ A.

Inverzni bijekci 2X — X je zobrazeni, které zobrazeni f : X — 2% piitadi vzor f~1{1}
jednicky.

O ekvivalentnich mnozinach pravime, ze maji stejnou mohutnost. Nic ndm nebrani zavést
néjaké symboly pro jednotlivé mohutnosti. Obecné se takové symboly nazyvaji kardindlni ¢isla.

Nabiz{ se myslenka definovat mohutnosti jako tiidy rozkladu U/~ podle ekvivalence ~. Prvky
rozkladu U/~ tj. tiidy ekvivalence ~, jsou v8ak vesmés vlastni t¥idy, a proto nemohou byt prvky
jinych tiid. To je dalsi drobny nedostatek zvolené axiomatizace, ktery se vSak d4 snadno obejit.

Mohutnost mnoziny A zna¢ime #A. Podle definice
#A=#B < A~ B.

Pro kazdé n € N, mnoziny ekvivalentni s mnozinou n = {0, ...,n—1} (ekvivalentné, mnoziny
o n prvcich), nazyvame n-prokové mnoziny. Tiida n-prvkovych mnozin budiz oznacena U,,. Za
prislusné kardinalni ¢islo volime prosté n € N, to jest, #n = n.

Mnoziny nélezejici sjednoceni

J

neN

se nazyvaji koneéné mnozZiny. Mnozinu N ztotoznujeme s mnozinou konecéngch mohutnosti.
Ostatni mohutnosti se nazyvaji nekonecéné mohutnosti.

Mnoziny ekvivalentni s mnozinou N se nazyvaji spocetné mnoZiny. Spocetnd mohutnost
se oznacuje symbolem Ry (X je prvn{ pismeno hebrejské abecedy a ¢te se alef). Mdme tedy
#N = Nj. Jesté se dockdme nekoneéné mnoha dalsich alefa (dokonce budou tvorit vlastnf
tiidu) a kazd4d nekoneénd mohutnost bude nékterym alefem.

27



LOGIKA A TEORIE MNOZIN

Priiklad. Se spocetnymi mnozinami jste se jiz sezndmili v pfednasce z matematické analyzy. Méli
byste (nalezenim piislusné bijekce) umét ovérit, ze

N~Z N~NxN, N~Q.

Névod: Uspotadejte celd resp. racionalni ¢isla do posloupnosti
Z vysledku plyne, ze #Z = #(N x N) = #Q = No.

Mohutnost mnoziny realnych cisel se nazyva mohutnost kontinua. Budeme se ji podrobné
zabyvat pozdéji.

Zatim nemuzeme definovat tiidu kardindlnich ¢isel. Tento nedostatek napravime pozdéji.
Predesilame, ze kardindlni ¢isla tvoti vlastni tiidu.

4.1. Aritmetika kardinalnich ¢&isel

Nyni zavedeme s¢itani, ndsobeni a umocnovani kardinalnich ¢isel, které bude zobecnénim
obdobnych aritmetickych operaci s pfirozenymi ¢isly. Budeme k tomu potfebovat dalsi
vysledky o mnozinach.

P1i séitani mohutnosti se pouzivéd disjunktni sjednoceni mnozin.

4.2. Definice. Budte A, B dvé mnoziny. Mnozina ({0} x A) U ({1} x B) se nazyvé disjunktni
sjednoceni mnozin A, B a znad¢i se ALl B.

Snadno se vid{, ze mnoziny {0} x A a {1} x B nemaji zddné spoleéné prvky (proc?) a v
tom spociva smysl této konstrukce. K dispozici je i obecnéjsi definice, kterd ma podobnou
podstatu.

4.3. Definice. Bud F' : I — U systém mnozin. Jeho disjunktni sjednoceni definujeme jako
sjednoceni

LIF=Jd3 < F).

i€l icl
Podobné plati, ze i sjednocované mnoziny {i} x F; nemaji zddné spolecné prvky (proé?) a
opét v tom spociva smysl této konstrukce.
4.4. Tvrzeni. 1°. Budle A, B dvé disjunktni mnoziny. Pak AUB ~ ALl B.
2°. Bud'F : I — U systém mnoZin po dvou disjunktnich, ¢ili takovych, ze U;NU; = 0, kdy-
kolivi# j € I. PakJ;c; Fi ~ | ;s Fi-

Dikaz. 1°. Zadejme zobrazeni h : AU B — A U B predpisem

_[]0,z], kdyzze€ A,
h(z) = { [1,z], kdyzzx € B.

Ukazte jako cviceni, Ze h je bijekce. 2°. Analogicky.
Dikaz. Cviceni.
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4.5. Tvrzeni. Budte A ~ A’ dvé ekvivalentni mnoZiny a B ~ B’ jiné dvé ekvivalentni
mnoziny. Pak

1° AUB~AUDB,
2° AxB~A x B,
3 BA~BY

jsou ekvivalentni mnoZiny.

Dikaz. Budte g4 : A — A’ a gg : B — B’ bijekce.
1° : Zavedme zobrazeni

galgp:AUB — A UB
predpisem

_ [10,g94(a)], kdyzax =1[0,a] € {0} x A,
(941 fp)(a) = { [1,§2<b>], kdiz T = {1,!;]] g ~§1}} x B.

Snadno se ukéze, Ze g4 LI gp je bijekce s inverzi g4~ U gp~!. Tudiz, AU B a A’ U B’ jsou
ekvivalentni.
2° . Zavedme zobrazeni

gaxgp:AxB— A xB
predpisem

(9a x gB)(a,b) = [ga(a), gB(b)].

Snadno se ukéZe, 7ze g4 x gp je bijekce s inverzi g4 7! x gp~!. Tudiz, A x B a A’ x B’ jsou
ekvivalentni. , ,

3° . Zobrazeni BA — B fgpofogy', méinverzi B — BA h— gg'ohoga,a
proto je bijektivni. Tudiz, B4 a B’ A jsou ekvivalentni.

V dtsledku posledniho tvrzeni muzeme zavést séitani, ndsobeni a umocnovani kardindlnich
cisel predpisy

1° H#A+#B=H#(AU B),

2° #A X #B =#(A x B),

30 #B)FY =#(BY).

Jinak feCeno, k danym mohutnostem libovolné vybereme mnoziny, které je reprezentuji,
provedeme s nimi odpovidajici mnozinovou operaci a zjistime mohutnost vysledku.

Cvigeni. Piesvéditese,zel+1=21x2=21>=1,2'=2.

Cviéeni. Ukaite, 7e Ng +1=Rg +2 =---=Ng + Ng = Ng.
Néavod: Usporddavéani do posloupnosti.

Cviceni. Ukaite, 7e Ro? = Rg® =--- = Ro. (Pozor, NN = R neplatil)
Névod: Usporadavani do posloupnosti.
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Pro operace s kardinalnimi ¢isly plati obvyklé zakony aritmetiky.
4.6. Tvrzeni. Budte a,b, ¢ libovolné mohutnosti. Pak
a+b=>b+a,
0+a=a,
(a+b)+c=a+(b+r0),
axb=>bxa,
1xa=a,
(axb)xc=ax(bxc),
ax(b4+c)=axb+axc,
0xa=0,

b+ b

f=a" xa,
abxc — (ab)c7
(axb)"=a x b,

a =1,

a

C(1:Cl.

Dikaz. Cviceni. Naleznéte potiebné bijekce.

Cviceni. Ukaite, ze pro kazdou mohutnost m plati m +m =2 x m, m? = m x m.

4.2. Uspoiadani mohutnosti

Rekneme, ze mohutnost a je mensi nebo rovna mohutnosti b, a zapisujeme a < b, jestlize
existuje injektivni zobrazeni A — B takové, ze a = #A a b = #B. Injektivni zobrazeni exis-
tuje nebo neexistuje nezavisle na volbé reprezentantu A, B. S trochou velkorysosti dostavame
relaci < mezi kardindlnimi ¢isly (odhlédneme-li od toho, ze zatim neumime definovat tiidu
kardindlnich ¢isel).

Relace < je ziejme reflexivni (skrze identické zobrazeni) a tranzitivni (skrze skldddn{ in-
jektivnich zobrazeni). Cantor-Bernsteinova véta pravi, ze relace < je i antisymetrickd. Jde o
netrividlni tvrzeni.

Pokud jste zapomnéli, co je antisymetrie, odskocte nize na definici 4.11 a zase se vratte.

4.7. Cantor—Bernsteinova véta. Jestlize a < b a zdroven b < a, pak a = b.

Dikaz. Necht' a = #A a b = #B. Podle predpokladu existuji injektivni zobrazeni f : A — B
a g : B — A. Konstruujme bijektivni zobrazeni A — B. Oznacme

Ay = A, By = B,

A1 =gBy, Bi= fAo,
A2 =gB1, Bax= fAq,
Az =gBz, Bz = fAy,
Ay =gBs, Bai= fAs,
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a obecné A;11 = gB;, Bi+1 = fA; pro kazdé prirozené ¢&islo 7. Pfitom
Ag2 A1 242D,
By2B12By 2,

Déle g davé bijekci B; — A;y1 a f dava bijekci A; — Bjy1. Tudiz, g|p, ,\p, je bijekce
Bi1 \Bi — A; \ Aiy1

a podobné f
A1\ A — B\ Biq1.

Ai_1\A; je bijekce

Slozenim dostdvame bijekce

Ao\ A1 — B\ By — A3\ A3 — B3\ By — -~
zprostiedkované zobrazenim f a bijekce

Bo\ By — A1\ A2 — By \ By — A3\ Ay — - -+

zprostiedkované zobrazenim g. Z nich je mozné sestavit bijekce mezi sjednocenimi
U Ag; \ Azip1 U Baiy1 \ Baiyo
ieN ieN
a rovnéz mezi sjednocenimi
U B\ Bajy1 U Agiy1 \ Agiya.
€N ieN
Celkové je tim nalezena bijekce mezi podmnozinami
U B\ Biy1 — U A\ At
ieN ieN
Podmnozina | J; .y Bi \ Biy1 resp. U;cy Ai\ Aig1 ovSem neni rovna celému A resp. B. Nicméne,
UJA4ai\Aiji=4a\ 4, (JBi\Bis1=B\[)B.
i€N i€N i€N i€N
Inkluze C plyne z inkluzi A;\ A; 41 € A\, oy Ai pro kazdé 4; podobné pro B. Opacnou inkluzi
D dokézeme tvahou, Ze pro libovolny prvek a € A\ [, .y A: existuje nejmens{ ¢ takové, ze

a ¢ Ai+1, nacez a € A; \ Ai+1.
Tudiz, zatim jsme nasli bijekci

ie€N €N

i€EN

a jesté zbyva zkonstruovat bijekci mezi priniky ;o Ai a [);ey Bi- To lze provést napiiklad

nasledujicim zpusobem:

NAi= 4 =go A N flgof)ia

ieN ieN ieN ieN
= ﬂ(fog)ifA = ﬂ Bait1 = ﬂ B;.
ieN ieN ieN
Diukaz je hotov.

i€EN
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