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4.10. Tvrzeni. Necht’ a,a’,b,b’ jsou mohutnosti takové, e a < o/, b < b’. Pak

1° a+b<a +1b,
2° axb<d xb,

!
3° ab < a'?.

Dikaz. Necht' a = #A, o/ = #A’, b = #B, b’ = #B’. Podle predpokladu existuji injektivn{
zobrazeni f : A — A’, g : B — B’. Snadno se ukéze, ze zobrazen{ f g a f X g zkonstruovand
v ¢éstech 1° a 2° dukazu tvrzeni 4.8 jsou injektivni (provedte podrobné sami).

V piipadé 3° je potieba zkonstruovat injektivni zobrazeni AB — A’B'. Bud h: B — A
libovolné zobrazeni. Z injektivity zobrazeni g : B — B’ plyne, Ze existuje zobrazeni h : B’ — A
takové, ze h o g = h (proc?). Pak je kompozice b’ = f o h hledané zobrazeni B’ — A’.

Dokazme injektivitu pfifazeni h +— h'. Necht' jsou dvéma zobrazenim hi,hs : B — A
prifazena stejnd zobrazeni b} = hb : B — A'. Pak fohjog= fohhog,¢cili fohy = foha.
Jelikoz je f injektivni, smime jim krétit zleva, nacez h; = ho a dikaz je hotov.

Cviéeni. Pro¢ se v piipadé 3° nedd pouzit konstrukce z dikazu tvrzeni 4.87

Klasicky Dirichletuv princip pravi, ze pro zadné pfirozené ¢islo n neexistuje injektivni zo-
brazeni n + 1 — n. DokéZeme jej jako soucdst obecnéjsiho tvrzeni.

4.11. Dirichletav princip. Plat?

0<1<2<3< <N

Dikaz. Pfipomenme, ze n +1 = {0,1,2,...,n}.
Neostré nerovnosti < plynou z existence injektivnich vlozeni

¢ — {0} —{0,1} — {0,1,2} —---— N.

Nerovnosti n + 1 # n bezprostiedné vyplyvaji z klasického Dirichletova principu. Dukaz
Dirichletova principu povedeme indukci. Ozna¢me D,, tvrzeni: “Pron € N neexistuje injektivni
zobrazeni n + 1 — n.” Tvrzeni Dy ziejmé plati (proc?). Necht' D,, plati pro pro nékteré
n, dokazme platnost D,,1;. Dikaz povedeme sporem. Pfipustme tedy, Ze existuje injektivni
zobrazen{ f : n+2 — n+1. Pfipomenime, ze n+2 = {0,1,2,...,n+1}. Prvek f(n+1) € n+1
neni obrazem zadného jiného prvku z n + 2, jak plyne z injektivity. Pak je dobfe definovdna
restrikce flp41 :n+1 —n+1\{f(n+1)} a je rovnéz injektivni. Avsak n+1\{f(n+1)} ~n
(zkonstruujte bijekci), takze jsme obdrzeli injektivni zobrazeni n +1 — n, coZz je ve sporu
s D,.

Zbyva dokézat nerovnost n < Ry pro vSechna n € N. Oznac¢me D,, tvrzeni: “Pro pfirozené
¢islo n neexistuje injektivni zobrazeni N — n.” Dukaz indukei provedte jako cviéeni (princip
je podobny, opét je nutno z injektivniho zobrazeni N — n + 1 vy¢lenit injektivni zobrazeni
N — n).

4.12. Tvrzeni. Jestlize a < b < ¢, pak a < c.

Diukaz. Necht'a < b < ¢. Zfejmeé a < ¢ (slozeni injektivnich zobrazen{ je injektivni). Pfipustime,
ze a = ¢. Pak a < b < a a z Cantor—Bernsteinovy véty plyne, ze a = b, spor.
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4.13. Cantorova véta. Pro kaZdou mohutnost a plati a < 2°.

Dikaz. Necht' a = #A. Injektivn{ zobrazeni A — A je napiiklad a — {a}. Odtud A < pA,
a tedy a < 2°.
Piipustme, ze A ~ pA. Necht' F': A — pA je bijektivni zobrazeni. Ozna¢me

X={acA|adgF(a)}.

Jelikoz je F' surjektivni, existuje € A takové, ze F(x) = X. Pak nastane pravé jedna ze dvou
moznosti.

1) x € X, ¢ili € F(x), nacez = ¢ X podle definice mnoziny X, spor;

2) x ¢ X, ¢ili x € F(x), nacez © € X podle definice mnoziny X, spor.
Tudiz, A # pA, a proto a # 2°.

4.14. Dusledek. Ke kazdému kardindlnimu éislu existuje vétsi kardindlnd éislo.

Poznamenejme, ze zatim neumime odpovédét na otdzku, zda existuji nesrovnatelné mohut-
nosti, tj. mohutnosti a, b, pro néz nenastava zadna z moznosti a < b, a = b, a > b. Odpoved je
zapornd (neexistuji), ale vyzaduje vétsi usili. Odlozime ji do jedné z dalsich kapitol spolu s tzv.
pohlcovacimi zakony, které umoznuji stanovovat soucty a souciny libovolnych mohutnosti bez
zdlouhavého pocitani. Mezitim se budeme vénovat dalsim mohutnostem, které maji uplatnéni
v matematické analyze.

4.3. Mohutnost kontinua

Mohutnost 280, o niz zatim vime jen tolik, Ze je nespocetna (ostie vétsi nez Vg, podle
Cantorovy véty), se nazyva mohutnost kontinua. Znaci se ¢. Pojmenovéni pochdzi z ndzvu
“kontinuum” pro mnozinu redlnych ¢isel.

4.15. Tvrzeni. Plati ¢ = #R.

Dikaz. 1) Nerovnost ¢ < #R dokdzeme konstrukei injektivniho zobrazen{ 2N _, R. Zobrazen{
N — 2 je totéz, co posloupnost [a,],en nul a jednicek, a, € {0,1}. Takové posloupnosti
muzeme prifadit tfeba realné ¢islo s desetinnym rozvojem

E a, 10" = 0,apa1as . ..
neN

Pfifazeni je injektivni, protoze ruznym posloupnostem odpovidaji ruznd redlnd ¢isla (proble-
matickd splynuti jako napf. 1 = 0,999... se nevyskytnou diky tomu, ze jsme zvolili ¢iselnou
soustavu se zakladem 10 # 2).

2) Nerovnost #R < ¢ dokdzeme konstrukef injektivniho zobrazeni R — 22 (raciondlnich
¢isel je téz spocetné mnoho). Piifazeni budiz

r— Qo ={qeQ|qg<r}.

Dikaz injektivity: Necht’ jsou 71 < 79 ruznd redlnd cisla. Pak Q«,, # Q«.,, protoze existuje
raciondlni ¢islo 71 < ¢ < ry a toto ¢&islo g nalezi Q«,, a nendlezi Q,, .
Dikaz je hotov.

Stejné tak maji mohutnost kontinua intervaly I(a,b), I(a,b], I[a,b), I[a,b], kde a < b jsou
redlnd ¢isla (pro jednoznacnost pouzivdme znaceni obvyklé v analyze, ale s predsunutym
pismenem I). Staci si vSimnout, Ze pro né prochézi jiz provedeny dukaz rovnosti ¢ = #R
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jen s malou modifikaci nahrazujici injektivni zobrazeni 28 — R injektivnim zobrazenim
2N — 1(a,b) (jakym?). Potazmo i do zbyvajicich intervalii I(a, b], I[a, b), I[a, b].

7 Cantor-Bernstainovy véty vyplyvé, Ze existuji bijekce mezi mnozinami 2V, R, I(a,b),
I(a,b], I[a,b), I[a, b]. Z dikazu Cantor-Bernstainovy véty pak také vyplyva ndvod, jak by bylo
mozné ony bijekce sestavit, ale je ziejmé, ze konstrukce by byly zna¢né komplikované. V sadé
nasledujicich cviceni ukazeme, jak takové bijekce sestrojit snéze.

Cviéeni. Najdéte bijekci mezi 1(0,1) a R.
Névod: kompozice tg a linearni funkce.

Cviéeni. Najdéte bijekci mezi 1(0,1) a I(0,1].

Névod: Oba intervaly rozlozte na sjednoceni spocetné mnoha jednobodovych mnozin a spocetné
mnoha otevienych intervalii, napf.
1 1
I(Oa 1) = U { <2n+1 ) 7)’
ieN\{0}

} u Yt
w1 = U {5} v HNI(Q,LPQ%).

=
N

i€EN
i€N

Cviceni. Najdéte bijekci mezi I(0, 1] a I[0, 1].
Névod: Upravte kontrukci z pfedchoziho cviceni.

Cviceni. Ukazte, ze

c=c+l=c+2=-=¢c+Ng=c+c=c+c+c=--=Np X¢

—eXe=CXeX 0= =0,

Cviceni. Ukazte, ze #C = c.

Cviceni. Ukazte, ze mnozina vsech spojitych funkci R — R ma mohutnost kontinua.
Névod: Spojitd funkce je uréena svymi hodnotami na raciondlnich &islech.

Piiklad. Cantorovo diskontinuum V prvni ¢asti dikazu véty 4.15 jsme sestrojili injektivni zo-
brazen{ 2% — R. Posloupnosti [a,]nen nul a jednicek jsme pFifadili redlné éislo s desetinnym rozvojem

Z a,10" = 0,a0a1az. ..

neN

Obrazem tohoto zobrazeni je podmnozina v R, kterd se nazyva Cantorovo diskontinuum. Muzeme
ji popsat jako mnozinu vsech redlnych &isel z intervalu I[0, 1], jejichz desetinny rozvoj obsahuje jen
nuly a jednicky (vcetné rozvoju s nekoneéné mnoha po sobé jdoucimi jednickami). Stejnou mnozinu
dostaneme tak, ze z intervalu I[0, 1] vylou¢ime otevieny interval I(%, %), tedy prostiednich osm
desetin, coz opakujeme do nekonecna. Jak se d& ukazat, z jednotkového intervalu takto vylou¢ime
intervaly v celkové délce 1. Pfesto ma Cantorovo diskontinuum mohutnost kontinua.

Cvicéeni. Dokazte tvrzeni uvedend v piedchozim piikladu.
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4.4. Cantoruv dukaz existence transcendentnich ¢&isel

V Cantorové dobé byla znama jen jednotliva transcendentni ¢isla, pfi¢emz mnozina trans-
cendentnich ¢isel neni dodnes iplné prozkouména. Cantor prekvapivé snadno dokdzal, Ze tran-
scendentnich cisel je nekoneéné mnoho.

Ptipomenme definice. Algebraickym ¢islem se rozumi komplexni &islo, které je kofenem
nenulového polynomu s raciondlnimi koeficienty. Transcendentnim ¢islem se rozumi komplexni
¢islo, které neni algebraické.

4.16. Tvrzeni. Mohutnost mnoziny algebraickcyh cisel je Ng.

Dikaz. Necht' 2 je mnozina vSech algebraickych ¢isel.
1) Ng < #2, protoze kazdé raciondln{ ¢islo je algebraické (proc?).
2) Ukazme, ze #2 < Xg. Mnozinu algebraickych ¢isel vyjddiime jako sjednocent

A=A,
neN

kde n je stupen piislusného minimédlniho polynomu (minimélni polynom algebraického éisla
a je polynom minimélniho stupné mezi polynomy s racionalnimi koeficienty a kofenem a).
Mohutnost mnoziny 2, je n x #Q™ =n x Ry"™ = Xy (proc?). Dostdvame tedy

#A<H (A <Y #U = Ro =Ry x Rg =Ny,
neN neN neN
Diikaz je hotov.

4.17. Disledek. Mohutnost mnoziny transcendentnich cisel je c.

4.5. Dalsi mohutnosti matematické analyzy

Jiz jsme se zminili, Ze existuje nekoneéné mnoho (dokonce vlastni tfida) nekoneénych mohut-
nosti. Kromé alefu N, které patii k pomérné obtiznym pojmum, existuje nekoneénd fada mo-
hutnost{ 3 (beth, druhé pismeno hebrejské abecedy), které jsou mohutnostmi mnozin hojnych
v analyze.

Pro pfirozend ¢isla n € N definujme 3,, rekurzivnim pfedpisem

:0 = NOv :n+1 = 23”-
Podle Cantorovy véty ziejmé Jg < 31 < g <---. Mdme
D=2 =¢ Dp=27=2 I3=2%=2"

a také
Jo=#N, 1 =N, Ip=#ppN, 3= F#pppN,

Cviéeni. Ukazte, Ze mohutnost J2 maji mnoZiny
1) R vSech podmnozin mnoziny redlnych ¢isel;
2) R® vsech redlnych funkci jedné redlné proménné;
3) D en R®" vsech redlnych funkci koneéné mnoha redlnych proménnych.
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