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5. Dobfe usporadané mnoziny a ordinalni ¢isla

Na piedchozich strankach jsme dosli k jisté predstavé o kardindlnich éislech (mohutnostech
mnozin), které je oviem prozatim zna¢né déravd. O nekoneénych mohutnostech hodnovérné
vime jen tolik, Ze existuje vzrustajici fada nekonecnych mohutnosti, ale nevime skoro nic o
ostatnich mohutnostech.

Nejlepsi znalosti mame o spocetnych mnozinach, kde funguje metoda matematickd indukce.
Metodu 1ze snadno zobecnit na obecnéjsi dobte uspotfadané mnoziny. Zobecnéni se nazyva
transfinitni indukce.

Zatimco kardindlni c¢isla zobecniuji prirozend c¢isla ve smyslu mnozstvi, ordindlni c¢isla
zobecnuji pfirozend Cisla ve smyslu sefazeni. Pokracovani za kone¢nd ¢isla je ovSem rozdilné.
Na jedno nekoneéné kardinalni ¢islo pripadd nekoneéné mnoho ordinalnich ¢isel. Napriklad,
zatimco existuje jen jedna spocetnd mohutnost Ng, spocetnych ordindlnich ¢isel je nekoneéné
mnoho a dokonce nespocetné mnoho (presné X;). A ze paradoxt nenf nikdy dost, uvidime, ze
mezi kardindlnimi ¢isly a ordindlnimi ¢isly existuje bijekce.

5.1. Usporadéani
Nejdiive pripomeneme pojmy tykajici se obecnych relaci usporadani.

5.1. Definice. Rekneme, 7e relace < na tiidé A je antisymetrickd, jestlize plati implikace
(a <bAb<a)= a=bpro viechna a,b € A.

Reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni relace se nazyvé uspordddni.

Je-li < uspotradéani na tiidé A, pak > definovana predpisem a > b < b < a je rovnéz
uspofadani na tiidé A.

Je-li < uspoiddani{ na tiide A, pak relace < definovand piedpisem a < b < (a <bAa #b)
se nazyva ostré uspordddni. Podobné >.

Tiida spolu se zadanym usporadanim se nazyva usporddand trida. Mnozina spolu se
zadanym uspofadanim se nazyva usporddand mnoZina.

Kazda podtiida B C A uspordadané tiidy A je usporadana tiida, definujeme-li indukované
uspordddni na B formuli <p = <4 N (B x B), to jest, klademe-li a <p b <& a <4 b pro
a,b € B. Podobné pro ostré usporadéni.

Piiklad. Inkluze C je uspordadéni na univerzalni tiidé U a kazdé jeji podtiidé. Ostrd inkluze C je
ostré uspofadani na univerzalni ti¥idé U a kazdé jeji podtride.

Piiklad. Mmnoziny N, Z, Q,R jsou uspofaddany obvyklym zptusobem “podle velikosti.”
Piiklad. Prazdnd relace @ x () na prazdné mnoziné je ostré i neostré uspotrddani.

5.2. Definice. Bud A uspordadand tiida. Prvek m € A se nazyva nejuétsi prvek resp. nejmensi
prvek, jestlize

(Vac A)a<m resp. (Vae€ A)m <a.
Prvek m € A se nazyva mazimdlni prvek resp. minimdlni prvek, jestlize

VMaecA)(m<a=m=a) rtesp. (Va€ A)(a<m=m=a).

Priklad. Univerzalni tfida & m4 nejmensi prvek () a nemd zaddny nejvétsi prvek.
Cviceni. Usporfadana tiida ma nejvyse jeden nejvétsi a nejvyse jeden nejmensi prvek.

39



LOGIKA A TEORIE MNOZIN
Cviceni. Nejvétsi prvek uspofadané tiidy je jedinym maximélnim prvkem této tiidy. Nejmensi
prvek uspofddané tiidy je jedinym minimélnim prvkem této tiidy.

Cviceni. Uvedte priklad uspofddané mnoziny, kterd ma jediny maximdlni prvek a zadny nejvétsi
prvek.
Navod. Mnozina je nutné nekonec¢na.

5.3. Definice. Bud’ X uspotadana tiida, A C X jeji podtiida. Prvek m € X se nazyva horni
zdvora resp. dolni zdvora podtiidy A, jestlize

(Vae A)a<m resp. (Vae€A)m <a.

Existuje-li nejmensi horni zdvora, nazyva se supremum a znadi se sup A. Existuje-li nejvétsi
dolni zavora, nazyva se infimum a znadci se inf A.

Cviceni. Kazdd mnozina A C I/ (tj. mnozina mnozin) mé supremum i infimum vzhledem k uspo-
fad4n{ inkluz{ a plati supA =|J A ainf A = A.

5.2. Retézce

5.4. Definice. Prvky a,b usporadané mnoziny se nazyvaji srovnatelné, jestlize plati
(a <b)V(b<a).

Usporadani < na tiidé A je uplné, jestlize jsou kazdé dva prvky tiidy A srovnatelné. Tiida
spolu s Uuplnym uspoirdadanim se nazyva uplné usporddand trida.
Uplné uspofadand mnozina se nazyva retézec.

Piiklad. Mnozina redlnych ¢&isel s obvyklym upotfaddnim je fetézec.

Podmnozina fetézce s indukovanym uspordddnim je opét Fetézec (protoZe nemd nesrovna-
telné prvky) a nazyva se podretézec.

Pfiklad. Intervaly I(a,b), I(a,b], I[a,b), I[a,b] jakoz i mnoziny N,Z, Q tvoi{ podfetézce v Tetézci
realnych Cisel.

Piiklad. Uspofdddni t¥idy U inkluzi neni dplné. Mnoziny {a} a {b}, kde a # b, jsou nesrovnatelné.

Bud M ftetézec, budte m,n € M dva prvky takové, ze m < n a neexistuje p € M takové, ze
m < p < n. Pak fekneme, ze prvek n je ndsledovnik prvku m, resp., ze prvek m je predchidce
prvku n a zapisujeme m <o n nebo n o> m.

Cviceni. Ukazte, ze kazdy prvek a € M méa nejvySe jednoho piedchiudce a nejvyse jednoho
nasledovnika .
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5.3. Dobré usporadani

5.5. Definice. Rekneme, ze usporadand tifda T je dobie usporddand, jestlize kazdé neprazdnd
podtiida A C T obsahuje nejmensi prvek.

5.6. Tvrzeni. KaZdd dobre usporddand trida je uplné usporddand.

Dikaz. Pripustme, Ze existuji nesrovnatelné prvky a,b. Pak mnozina {a,b} nemd nejmensi
prvek.

Piiklad. Kazdy koneény Fetézec je dobie uspotradany.

Piiklady. 1. Mnoziny Z, Q, R nejsou dobte uspofddané, nebot’ neobsahuji nejmensi prvek.
2. Polouzavieny interval 1[0, 1) neni dobfe uspofddand mnozina, protoze jeho podmnozina I(0,1)
neobsahuje nejmensi prvek.

5.7. Tvrzeni. MnoZina prirozenych c¢isel je dobie usporddand.

Dikaz. Bud A C N neprdzdna podmnozina, bud a € A libovolny prvek. Prvky vétsi nez a
nemaji vliv na existenci nejmensiho prvku, prvky mensi nebo rovné a zase tvoii neprazdny
koneény tetézec, ktery ma nejmensi prvek.

Piipomenme, ze prvek b usporadané mnoziny je ndsledovnikem prvku a, jestlize a < b a
neexistuje ¢ takové, ze a < ¢ < b.

5.8. Tvrzeni. Kazdy prvek dobre usporddané tridy, s vyjimkou nejvétsiho, md ndsledovnika.

Dikaz. Bud X dobie usporadana tiida, bud a € X libovolny prvek, ktery neni nejvétsim
prvkem v X. Necht B = {x € X | a < z}. Kdyby byla tfida B prizdna, bylo by = > a pro
vsechny prvky x € X (protoze X je uplné uspoiddand) a a by byl nejvétsim prvkem v X,
coz podle predpokladu neni. Tudiz, B je naprazdna a podle pfedpokladu méa nejmensi prvek.
Oznacme jej b. Evidentné a < b. Ukazme, ze b je nasledovnik prvku a. Pfipustme opak, tedy
ze existuje prvek c takovy, ze a < ¢ < b. Pak ¢ € B, a tedy nutné b < ¢, coz je spor.

Dobie uspofadanou mnozinu muzeme znazornit diagramem, v némz jsou prvky sefazeny
zleva doprava od mensich k vétsim a kazdy prvek je spojen useckou se svym nésledovnikem.

Piiklady. Pétiprvkovy fetézec ma diagram
O—0—0—0—0.

Mnozina pfirozenych ¢isel mé diagram
0—0—0—0— -

kde tii tecky znamenaji spocetné opakovani vzoru o—.

Cviceni. Ukazte, ze v dobfe usporddané mnoziné nemuze existovat nekoneénd ostie klesajici posloup-
nost prvku - - < as < a1 < ao.
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5.4. Transfinitni indukce
Princip transfinitni indukce umoznuje dokazovat tvrzeni tvaru
(Vo € X) ¢(x),

kde X je dobfe usporddand tifda. Indukéni krok spoc¢ivd v dukazu, ze z pravdivosti ¢(z) pro
vsechna x < a plyne pravdivost ¢(a).

5.9. Tvrzeni. Bud ¢(x) formule, bud’ X dobie usporddand trida. Necht' pro vSechna a € X
podminka (Vx < a) ¢(x) implikuje ¢(a). Pak je ¢(x) pravdivd pro viechna x € X.

Ditkaz. Bud A C X podtiida, tvorend prvky z, pro néz ¢(x) neplati. Pripustme, ze A # 0.
Pak existuje nejmensi prvek a € A, coz je nejmensi prvek, pro néz ¢ neplati. Pro vSechny
prvky = < a (pokud existuji) potom ¢(z) plati, takze, podle predpokladu, plati i ¢(a), coz je
ve sporu s a € A. Tudiz, A = 0, a tedy ¢(z) plati pro vSechna = € X.

Muze se zdat, ze ¢(x) nemusi platit pro nejmensi prvek a tii{dy X. Opak je pravdou, nebot’
tiida {x € X | © < a} je v tomto pifpadé prazdnd, a proto je podminka (V& < a) ¢(x) splnéna.

Princip transfinitni indukce také umoziuje konstruovat mnoziny F, zavislé na prvku dobie
uspotradané tiidy X. K tomu staéi dokazovat formule tvaru

(Ve € X)(3F, cU) ¢(x, F,).

V tom piipadé hovofime o transfinitné rekurzivni konstrukei t¥id F.

5.5. Izotonni zobrazeni a izomorfismy

5.10. Definice. Zobrazeni f : X — Y mezi usporddanymi tiidami se nazyva izotonni, jestlize
plat{ implikace a < b= f(a) < f(b) pro libovolnd a,b € X.

Zobrazeni f : X — Y mezi usporddanymi tiidami se nazyva ostie izotonni, jestlize plati
implikace a < b= f(a) < f(b) pro libovolna a,b € X.

Piiklad. Identické zobrazeni idx : X — X je izotonni i ostfe izotonni pfi jakémkoliv usporddani
na X. Konstantni zobrazeni{ X — 1 (v8ichni na jednoho) je izotonni, ale nikoliv ostfe izotonni, m4-1i
X vice nez jeden prvek.

Cviceni. Necht je injektivni zobrazeni izotonni. Ukazte, Ze je potom ostie izotonni.

Je-1i bijektivni zobrazeni izotonni, neznamena to jesté, ze i inverzni zobrazeni je izotonni.
Nejjednodussim protipiikladem je zobrazeni dvouprvkové mnoziny sestavaajici ze dvou nes-
rovnatelnych prvka na dvouprvkovy tetézec.

5.11. Definice. Bijektivni zobrazeni f : X — Y mezi uspofddanymi tiidami se nazyva
izomorfismus, jsou-li f i f~! izotonni. Rikdme, Ze uspoiddané tiidy X,Y jsou izomorfns,
pokud mezi nimi existuje izomorfismus. Zapisujeme X =Y.

Cviceni. Kazdy izomorfismus X — Y je ostfe izotonni zobrazeni.

5.12. Tvrzeni. KazZdé bijektioni izotonni zobrazeni X — Y, kde trida X je tetézec, je izomor-
fismus.

Diukaz. Necht' f(a) < f(b). Protoze X je diplné usporddand, plati a < b nebo a = b nebo
b < a. Druha moznost odporuje injektivité, tfeti odporuje izoténnosti a zbyva jen prvni, tedy
a <b.
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