
LOGIKA A TEORIE MNOŽIN

5. Dobře uspořádané množiny a ordinálńı č́ısla

Na předchoźıch stránkách jsme došli k jisté představě o kardinálńıch č́ıslech (mohutnostech
množin), které je ovšem prozat́ım značně děravá. O nekonečných mohutnostech hodnověrně
v́ıme jen tolik, že existuje vzr̊ustaj́ıćı řada nekonečných mohutnost́ı, ale nev́ıme skoro nic o
ostatńıch mohutnostech.

Nejlepš́ı znalosti máme o spočetných množinách, kde funguje metoda matematická indukce.
Metodu lze snadno zobecnit na obecněǰśı dobře uspořádané množiny. Zobecněńı se nazývá
transfinitńı indukce.

Zat́ımco kardinálńı č́ısla zobecňuj́ı přirozená č́ısla ve smyslu množstv́ı, ordinálńı č́ısla
zobecňuj́ı přirozená č́ısla ve smyslu seřazeńı. Pokračováńı za konečná č́ısla je ovšem rozd́ılné.
Na jedno nekonečné kardinálńı č́ıslo připadá nekonečně mnoho ordinálńıch č́ısel. Např́ıklad,
zat́ımco existuje jen jedna spočetná mohutnost @0, spočetných ordinálńıch č́ısel je nekonečně
mnoho a dokonce nespočetně mnoho (přesně @1). A že paradox̊u neńı nikdy dost, uvid́ıme, že
mezi kardinálńımi č́ısly a ordinálńımi č́ısly existuje bijekce.

5.1. Uspořádáńı

Nejdř́ıve připomeneme pojmy týkaj́ıćı se obecných relaćı uspořádáńı.

5.1. Definice. Řekneme, že relace  na tř́ıdě A je antisymetrická, jestliže plat́ı implikace
(a  b ^ b  a) ) a = b pro všechna a, b 2 A.

Reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı relace se nazývá uspořádáńı.

Je-li  uspořádáńı na tř́ıdě A, pak � definovaná předpisem a � b , b  a je rovněž
uspořádáńı na tř́ıdě A.

Je-li  uspořádáńı na tř́ıdě A, pak relace < definovaná předpisem a < b , (a  b ^ a 6= b)
se nazývá ostré uspořádáńı. Podobně >.

Tř́ıda spolu se zadaným uspořádáńım se nazývá uspořádaná tř́ıda. Množina spolu se
zadaným uspořádáńım se nazývá uspořádaná množina.

Každá podtř́ıda B ✓ A uspořádané tř́ıdy A je uspořádaná tř́ıda, definujeme-li indukované
uspořádáńı na B formuĺı 

B

= 
A

\ (B ⇥ B), to jest, klademe-li a 
B

b , a 
A

b pro
a, b 2 B. Podobně pro ostré uspořádáńı.

Př́ıklad. Inkluze ✓ je uspořádáńı na univerzálńı tř́ıdě U a každé jej́ı podtř́ıdě. Ostrá inkluze ⇢ je
ostré uspořádáńı na univerzálńı tř́ıdě U a každé jej́ı podtř́ıdě.

Př́ıklad. Množiny N, Z, Q, R jsou uspořádány obvyklým zp̊usobem “podle velikosti.”

Př́ıklad. Prázdná relace ; ⇥ ; na prázdné množině je ostré i neostré uspořádáńı.

5.2. Definice. Bud’A uspořádaná tř́ıda. Prvek m 2 A se nazývá nejvěťśı prvek resp. nejmenš́ı
prvek, jestliže

(8a 2 A

)
a  m resp. (8a 2 A

)
m  a.

Prvek m 2 A se nazývá maximálńı prvek resp. minimálńı prvek, jestliže

(8a 2 A

) (
m  a ) m = a

) resp. (8a 2 A

) (
a  m ) m = a

)
.

Př́ıklad. Univerzálńı tř́ıda U má nejmenš́ı prvek ; a nemá žádný největš́ı prvek.

Cvičeńı. Uspořádaná tř́ıda má nejvýše jeden největš́ı a nejvýše jeden nejmenš́ı prvek.
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Cvičeńı. Největš́ı prvek uspořádané tř́ıdy je jediným maximálńım prvkem této tř́ıdy. Nejmenš́ı
prvek uspořádané tř́ıdy je jediným minimálńım prvkem této tř́ıdy.

Cvičeńı. Uved’te př́ıklad uspořádané množiny, která má jediný maximálńı prvek a žádný největš́ı
prvek.

Návod. Množina je nutně nekonečná.

5.3. Definice. Bud’ X uspořádaná tř́ıda, A ✓ X jej́ı podtř́ıda. Prvek m 2 X se nazývá horńı
závora resp. dolńı závora podtř́ıdy A, jestliže

(8a 2 A

)
a  m resp. (8a 2 A

)
m  a.

Existuje-li nejmenš́ı horńı závora, nazývá se supremum a znač́ı se sup A. Existuje-li největš́ı
dolńı závora, nazývá se infimum a znač́ı se inf A.

Cvičeńı. Každá množina A ✓ U (tj. množina množin) má supremum i infimum vzhledem k uspo-
řádáńı inkluźı a plat́ı sup A =

S
A a inf A =

T
A.

5.2. Řetězce

5.4. Definice. Prvky a, b uspořádané množiny se nazývaj́ı srovnatelné, jestliže plat́ı

(
a  b

) _ (
b  a

)
.

Uspořádáńı  na tř́ıdě A je úplné, jestliže jsou každé dva prvky tř́ıdy A srovnatelné. Tř́ıda
spolu s úplným uspořádáńım se nazývá úplně uspořádaná tř́ıda.

Úplně uspořádaná množina se nazývá řetězec.

Př́ıklad. Množina reálných č́ısel s obvyklým upořádáńım je řetězec.

Podmnožina řetězce s indukovaným uspořádáńım je opět řetězec (protože nemá nesrovna-
telné prvky) a nazývá se podřetězec.

Př́ıklad. Intervaly I(a, b), I(a, b], I[a, b), I[a, b] jakož i množiny N, Z, Q tvoř́ı podřetězce v řetězci
reálných č́ısel.

Př́ıklad. Uspořádáńı tř́ıdy U inkluźı neńı úplné. Množiny {a} a {b}, kde a 6= b, jsou nesrovnatelné.

Bud’M řetězec, bud’te m, n 2 M dva prvky takové, že m < n a neexistuje p 2 M takové, že
m < p < n. Pak řekneme, že prvek n je následovńık prvku m, resp., že prvek m je předch̊udce
prvku n a zapisujeme m <� n nebo n �> m.

Cvičeńı. Ukažte, že každý prvek a 2 M má nejvýše jednoho předch̊udce a nejvýše jednoho
následovńıka .
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5.3. Dobré uspořádáńı

5.5. Definice. Řekneme, že uspořádaná tř́ıda T je dobře uspořádaná, jestliže každá neprázdná
podtř́ıda A ⇢ T obsahuje nejmenš́ı prvek.

5.6. Tvrzeńı. Každá dobře uspořádaná tř́ıda je úplně uspořádaná.

Důkaz. Připust’me, že existuj́ı nesrovnatelné prvky a, b. Pak množina {a, b} nemá nejmenš́ı
prvek.

Př́ıklad. Každý konečný řetězec je dobře uspořádaný.

Př́ıklady. 1. Množiny Z, Q, R nejsou dobře uspořádané, nebot’ neobsahuj́ı nejmenš́ı prvek.
2. Polouzavřený interval I[0, 1) neńı dobře uspořádaná množina, protože jeho podmnožina I(0, 1)

neobsahuje nejmenš́ı prvek.

5.7. Tvrzeńı. Množina přirozených č́ısel je dobře uspořádaná.

Důkaz. Bud’ A ✓ N neprázdná podmnožina, bud’ a 2 A libovolný prvek. Prvky větš́ı než a

nemaj́ı vliv na existenci nejmenš́ıho prvku, prvky menš́ı nebo rovné a zase tvoř́ı neprázdný
konečný řetězec, který má nejmenš́ı prvek.

Připomeňme, že prvek b uspořádané množiny je následovńıkem prvku a, jestliže a < b a
neexistuje c takové, že a < c < b.

5.8. Tvrzeńı. Každý prvek dobře uspořádané tř́ıdy, s výjimkou nejvěťśıho, má následovńıka.

Důkaz. Bud’ X dobře uspořádaná tř́ıda, bud’ a 2 X libovolný prvek, který neńı největš́ım
prvkem v X. Necht’ B = {x 2 X | a < x}. Kdyby byla tř́ıda B prázdná, bylo by x � a pro
všechny prvky x 2 X (protože X je úplně uspořádaná) a a by byl největš́ım prvkem v X,
což podle předpokladu neńı. Tud́ıž, B je naprázdná a podle předpokladu má nejmenš́ı prvek.
Označme jej b. Evidentně a < b. Ukažme, že b je následovńık prvku a. Připust’me opak, tedy
že existuje prvek c takový, že a < c < b. Pak c 2 B, a tedy nutně b  c, což je spor.

Dobře uspořádanou množinu můžeme znázornit diagramem, v němž jsou prvky seřazeny
zleva doprava od menš́ıch k větš́ım a každý prvek je spojen úsečkou se svým následovńıkem.

Př́ıklady. Pětiprvkový řetězec má diagram

�—�—�—�—�.

Množina přirozených č́ısel má diagram

�—�—�—�— · · · ,

kde tři tečky znamenaj́ı spočetné opakováńı vzoru �—.

Cvičeńı. Ukažte, že v dobře uspořádané množině nemůže existovat nekonečná ostře klesaj́ıćı posloup-
nost prvk̊u · · · < a2 < a1 < a0.
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5.4. Transfinitńı indukce

Princip transfinitńı indukce umožňuje dokazovat tvrzeńı tvaru

(8x 2 X

)
�

(
x

)
,

kde X je dobře uspořádaná tř́ıda. Indukčńı krok spoč́ıvá v d̊ukazu, že z pravdivosti �(x) pro
všechna x < a plyne pravdivost �(a).

5.9. Tvrzeńı. Bud’ �(x) formule, bud’ X dobře uspořádaná tř́ıda. Necht’ pro všechna a 2 X

podmı́nka (8x < a) �(x) implikuje �(a). Pak je �(x) pravdivá pro všechna x 2 X.

Důkaz. Bud’ A ✓ X podtř́ıda, tvořená prvky x, pro něž �(x) neplat́ı. Připust’me, že A 6= ;.
Pak existuje nejmenš́ı prvek a 2 A, což je nejmenš́ı prvek, pro něž � neplat́ı. Pro všechny
prvky x < a (pokud existuj́ı) potom �(x) plat́ı, takže, podle předpokladu, plat́ı i �(a), což je
ve sporu s a 2 A. Tud́ıž, A = ;, a tedy �(x) plat́ı pro všechna x 2 X.

Může se zdát, že �(x) nemuśı platit pro nejmenš́ı prvek a tř́ıdy X. Opak je pravdou, nebot’
tř́ıda {x 2 X | x < a} je v tomto př́ıpadě prázdná, a proto je podmı́nka (8x < a) �(x) splněna.

Princip transfinitńı indukce také umožňuje konstruovat množiny F

x

závislé na prvku dobře
uspořádané tř́ıdy X. K tomu stač́ı dokazovat formule tvaru

(8x 2 X

)(9F
x

2 U)
�

(
x, F

x

)
.

V tom př́ıpadě hovoř́ıme o transfinitně rekurźıvńı konstrukci tř́ıd F

x

.

5.5. Izotonńı zobrazeńı a izomorfismy

5.10. Definice. Zobrazeńı f : X �! Y mezi uspořádanými tř́ıdami se nazývá izotonńı, jestliže
plat́ı implikace a  b ) f(a)  f(b) pro libovolná a, b 2 X.

Zobrazeńı f : X �! Y mezi uspořádanými tř́ıdami se nazývá ostře izotonńı, jestliže plat́ı
implikace a < b ) f(a) < f(b) pro libovolná a, b 2 X.

Př́ıklad. Identické zobrazeńı idX : X �! X je izotonńı i ostře izotonńı při jakémkoliv uspořádáńı
na X. Konstantńı zobrazeńı X �! 1 (všichni na jednoho) je izotonńı, ale nikoliv ostře izotonńı, má-li
X v́ıce než jeden prvek.

Cvičeńı. Necht’ je injektivńı zobrazeńı izotonńı. Ukažte, že je potom ostře izotonńı.

Je-li bijektivńı zobrazeńı izotonńı, neznamená to ještě, že i inverzńı zobrazeńı je izotonńı.
Nejjednodušš́ım protipř́ıkladem je zobrazeńı dvouprvkové množiny sestáváaj́ıćı ze dvou nes-
rovnatelných prvk̊u na dvouprvkový řetězec.

5.11. Definice. Bijektivńı zobrazeńı f : X �! Y mezi uspořádanými tř́ıdami se nazývá
izomorfismus, jsou-li f i f

�1 izotonńı. Ř́ıkáme, že uspořádané tř́ıdy X,Y jsou izomorfńı,
pokud mezi nimi existuje izomorfismus. Zapisujeme X

⇠= Y .

Cvičeńı. Každý izomorfismus X �! Y je ostře izotonńı zobrazeńı.

5.12. Tvrzeńı. Každé bijektivńı izotonńı zobrazeńı X �! Y , kde tř́ıda X je řetězec, je izomor-
fismus.

Důkaz. Necht’ f(a) < f(b). Protože X je úplně uspořádaná, plat́ı a < b nebo a = b nebo
b < a. Druhá možnost odporuje injektivitě, třet́ı odporuje izotónnosti a zbývá jen prvńı, tedy
a < b.
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