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6. Ordinálńı č́ısla

O izomorfńıch uspořádaných množinách ř́ıkáme, že maj́ı stejný ordinálńı typ. Ordinálńı
č́ısla můžeme definovat jako ordinálńı typy dobře uspořádaných množin. Znamená to, že dvě
ordinálńı č́ısla jsou si rovna, právě když jsou ordinálńımi typy izomorfńıch dobře uspořádaných
množin. Pro ordinálńı typy zavedeme zvláštńı symboly. Podobným zp̊usobem jsme zavedli
kardinálńı č́ısla, jen mı́sto bijekćı mezi množinami rozhoduj́ı izomorfismy dobře uspořádaných
množin.

Izomorfismus uspořádaných množin je bijekce, a proto maj́ı izomorfńı uspořádané množiny
stejnou mohutnost. Odtud plyne, že každé ordinálńı č́ıslo má určitou mohutnost, přičemž může
existovat v́ıce r̊uzných ordinálńıch č́ısel stejné mohutnosti.

Podobně jako u mohutnost́ı taková definice neumožňuje utvořit tř́ıdu ordinálńıch č́ısel. To
nám dovoĺı až von Neumannova definice ordinálńıch č́ısel čili ordinál̊u, kterou uvedeme později.
Neńı tak názorná jako definice pomoćı ordinálńıch typ̊u.

Př́ıklady. 1. Každé přirozené č́ıslo n označuje rovněž ordinálńı typ řetězce o n prvćıch (již v́ıme, že
je dobře uspořádaný). Jeho diagram sestává z n bod̊u spojených úsečkami, např. 1, 2, 3 maj́ı po řadě
diagramy

� , �—� , �—�—� .

2. Symbolem ! se označuje ordinálńı typ množiny všech přirozených č́ısel uspořádaných podle
velikosti (rovněž dobře uspořádaná množina). Výše jsme uvedli jej́ı diagram �—�—�—�— · · ·. Jinou
názornou ilustraćı č́ısla ! je nekonečná řada objekt̊u

táhnoućıch se k obzoru.

6.1. Aritmetika ordinálńıch č́ısel

Podobně jako kardinálńı č́ısla, lze i ordinálńı č́ısla seč́ıtat, násobit a umocňovat. Operace
sč́ıtáńı a násobeńı definujeme podobně jako stejnojmenné operace s kardinálńımi č́ısly, pouze
je potřeba zař́ıdit, aby disjunktńı sjednoceńı a součiny dobře uspořádaných množin byly dobře
uspořádané množiny. (Podobný postup neńı možný v př́ıpadě umocňováńı.)

Upozorněme též, že operace s ordinálńımi č́ısly nejsou komutativńı.

6.2. Sč́ıtáńı ordinálńıch č́ısel

6.1. Definice. Bud’te A, B dvě dobře uspořádané množiny. Množina ({0} ⇥ A) [ ({1} ⇥ B)
s uspořádáńım daným formuĺı

(
i, a

)


(
j, b

)
, i < j _ (i = j ^ a  b)

se nazývá disjunktńı sjednoceńı dobře uspořádaných množin nebo také součet dobře uspořáda-
ných množin A, B a znač́ı se A tB nebo A + B.

Slovy: Prvky disjunktńıho sjednoceńı uspořádáme
1. podle prvńıch složek, přičemž 0 < 1;
2. v př́ıpadě rovnosti podle druhých složek, přičemž použijeme uspořádáńı z té množiny,

kde se oba prvky nacházej́ı.
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Nebo jinak: Prvky p̊uvodem z A předcházej́ı všechny prvky p̊uvodem z B, kdežto dvojice
prvk̊u p̊uvodem z jedné a téže množiny jsou uspořádány stejně jako ve “své” množině.

Schematicky

A — B .

6.2. Definice. Bud’te ↵,� po řadě ordinálńı typy dobře uspořádaných množin A, B. Součet
↵ + � definujeme jako ordinálńı typ disjunktńıho sjednoceńı A tB.

Definice je korektńı, protože jsou-li A

⇠= A

0, B

⇠= B

0 izomorfńı dobře uspořádané množiny,
pak jsou i A t B, A

0
t B

0 izomorfńı dobře uspořádané množiny. Ohledně izomorfismu se
d̊ukaz vede podobně jako ohledně ekvivakence množin (jsou-li f, g izomorfismy, je i f t g

izomorfismus). Ohledně dobrého uspořádáńı je d̊ukaz proveden ńıže v zobecněńı na systémy.

Př́ıklad. Kolik je 1 + 2? Máme

� t �—� = � — �—� = �—�—�,

a tedy 1 + 2 = 3.

Př́ıklad. Kolik je 1 + !? Máme

� t �—�— · · · = � — �—�— · · · = �—�— · · · = !

neboli

+ =

Tud́ıž, 1 + ! = !. Podobně 2 + ! = !, atd.

Př́ıklad. Kolik je ! + 1? Máme

�—�— · · · t � = �—�— · · · — � = �—�— · · · �.

neboli

+ =

Vid́ıme, že ! + 1 6= !. Vskutku, v ! je jediný prvek, 0, který nemá přech̊udce, kdežto v ! + 1 jsou
takové prvky dva. Podobně ! + 2 6= ! + 1 (proč?), atd.

Př́ıklad. Kolik je ! + !? Máme

�—�— · · · t �—�— · · ·
= �—�— · · · — �—�— · · ·
= �—�— · · · �—�— · · ·

neboli

+ = .

Vid́ıme, že ! + ! je daľśı ordinálńı č́ıslo, r̊uzné od již sestrojených. Podobně ! + ! + 1, . . ., ! + ! + !

jsou po řadě

, . . . ,

daľśı nová ordinálńı č́ısla.
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Shora uvedené př́ıklady ukazuj́ı, že na rozd́ıl od sč́ıtáńı kardinálńıch č́ısel neńı sč́ıtáńı or-
dinálńıch č́ısel komutativńı. Např́ıklad 1 + ! = ! 6= ! + 1. Nicméně, sč́ıtáńı ordinálńıch č́ısel
je asociativńı (ověřte jako cvičeńı).

Vyplat́ı se rovnou zavést i zobecněńı na systémy. Dobře uspořádaný systém dobře uspořá-
daných množin je systém {A

i

}

i2I

, kde jednotliv́ı sč́ıtanci A

i

i indexová množina I jsou dobře
uspořádáni. Disjunktńı sjednoceńı

G

i2I

A

i

=
[

i2I

({
i

}

⇥A

i

)

uspořádáme podle předpisu

(
i, a

i

)


(
j, a

j

)
, i < j _ (i = j ^ a

i

 a

j

)

(zde a

i

2 A

i

a a

j

2 A

j

).
Opět plat́ı, že prvky disjunktńıho sjednoceńı uspořádáváme
1. podle prvńıch složek, přičemž přeb́ıráme uspořádáńı z I;
2. v př́ıpadě rovnosti podle druhých složek, přičemž použijeme uspořádáńı z té množiny,

kde se oba prvky nacházej́ı.
Schematicky

A

i1 — A

i2 — A

i3 —,

přičemž jednotlivé “bloky” jsou uspořádány stejně jako jejich indexy v množině I.
Je zřejmé, že dř́ıve zavedené disjunktńı sjednoceńı dvou množin je speciálńı př́ıpad, kdy

indexovou množinou je řetězec 0—1. Zobecněńı na n-prvkový řetězec je zřejmé — obdrž́ıme
součet n množin.

6.3. Tvrzeńı. Disjunktńı sjednoceńı dobře uspořádaného systému dobře uspořádaných množin
je dobře uspořádaná množina.

Důkaz. Bud’B neprázdná podmnožina v disjunktńım sjednoceńı
F

i2I

A

i

. Necht’I
B

je množina
všech index̊u i takových, že B \ A

i

6= ;. Zřejmě je I

B

6= ; neprázdná (proč?) podmnožina v
dobře uspořádané množině I, takže má nejmenš́ı prvek, což je podle definice nejmenš́ı index i

takový, že B\A

i

6= ;. Pak je ovšem B\A

i

neprázdná podmnožina dobře uspořádané množiny
A

i

, takže má nejmenš́ı prvek, který je současně nejmenš́ım prvkem podmnožiny B (proč?).

6.4. Definice. Bud’te ↵

i

ordinálńı typy dobře uspořádaných množin A

i

, i 2 I, kde I je dobře
uspořádaná. Součet

P

i2I

↵

i

definujeme jako ordinálńı typ disjunktńıho sjednoceńı
F

i2I

A

i

.

Př́ıklad. Máme

X

i2!

i = !,

jak je snadno vidět z diagramu

� — �—� — �—�—� — · · ·
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6.3. Násobeńı ordinálńıch č́ısel

Jako daľśı operaci zavedeme násobeńı, přičemž se ukáže, že v př́ıpadě dvou operand̊u jde o
speciálńı př́ıpad sč́ıtáńı systému ordinálńıch č́ısel.

6.5. Definice. Bud’te A, B dvě dobře uspořádané množiny. Množina A ⇥ B s uspořádáńım
daným formuĺı

(
a, b

)


(
a

0
, b

0)
, a < a

0
_ (a = a

0
^ b  b

0)

se nazývá lexikografický součin dobře uspořádaných množin nebo jen součin dobře uspořáda-
ných množin A, B a znač́ı se A⇥B.

Slovy: Prvky součinu uspořádáme
1. podle prvńıch složek,
2. v př́ıpadě rovnosti podle druhých složek.

Původ př́ıvlastku “lexikografický” nalezneme ve slovńıkovém uspořádáńı dvouṕısmenných slov.
Je to dobře patrné v ńıže uvedených př́ıkladech.

Jinak: A krát B znamená, že prvky množiny A nahrad́ıme kopiemi mnžiny B; v rámci jedné
a téže kopie přeb́ıráme uspořádáńı z B, zat́ımco mezi r̊uznými kopiemi přeb́ıráme uspořádáńı
z A. Schematicky

B — B — B —· · ·

| {z }

A

Z definic je patrné, že součin A⇥B neńı nic jiného, než disjunktńı součet

A⇥B =
G

A

B

systému sestávaj́ıćıho z kopíı množiny B, po jedné pro každý prvek z A, a proto je dobře
uspořádaný.

Př́ıklad. Poč́ıtejme 3⇥ 3. Máme

3⇥ 3 =

8
<

:

[0, 0] [0, 1] [0, 2]

[1, 0] [1, 1] [1, 2]

[2, 0] [2, 1] [2, 2]

9
=

;

s lexikografickým uspořádáńım

[0, 0]
<

[0, 1]
<

[0, 2]
<

[1, 0]
<

[1, 1]
<

[1, 2]
<

[2, 0]
<

[2, 1]
<

[2, 2]
.

Vid́ıme, že zároveň jde o disjunktńı sjednoceńı

[0, 0]—[0, 1]—[0, 2] — [1, 0]—[1, 1]—[1, 2] — [2, 0]—[2, 1]—[2, 2] .

Jelikož součin dvou dobře uspořádaných množin je speciálńım př́ıpadem součtu systému
množin, je dobře uspořádán. Můžeme pak pro ordinálńı č́ısla ↵,�, která jsou po řadě or-
dinálńımi typy množin A, B, definovat součin ↵� = ↵ ⇥ � jako ordinálńı typ množiny
A ⇥ B. Čislo ↵ se nazývá násobitel (multiplicator), čislo � násobenec (multiplicandus). Je-
likož násobeńı neńı obecně komutativńı, na pořad́ı zálež́ı.

Pro zapamatováńı: Při zápisu “⇥” násob́ıme v pořád́ı “kolikrát co,” to jest, ↵ ⇥ � má
význam “↵krát �.”

Obvykleǰśı je zápis součinu v převráceném pořad́ı jako � · ↵ = ↵ ⇥ �, což znamená, že
násob́ıme v pořád́ı “co kolikrát,” to jest, ↵ · � má význam “↵ �krát.” Důvody pro převrácený
zápis uvedeme v souvislosti s umocňováńım ńıže.
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Pro zachováńı historické pravdy uved’me, že G. Cantor p̊uvodně zavedl součin ekvivalentńı součinu
“⇥” [v práci Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten, Mathematische Annalen 21 (1883)
545–591 na str. 551], ale později přešel k převrácenému součinu.

Př́ıklad. Kolik je 2⇥ ! =
F

2 !? Dostáváme

�—�— · · · — �—�— · · ·

což je ! + ! neboli

.

Pro srovnáńı, ! ⇥ 2 =
F

! 2 je

�—� — �—� — �—� — · · ·

čili
�—�—�—�— · · · ,

což je !. Vid́ıme, že 2⇥ ! 6= ! = ! ⇥ 2.

Př́ıklad. Kolik je ! ⇥ ! =
F

! !? Dostáváme

�—�— · · · — �—�— · · · — �—�— · · · — · · ·

čili
�—�— · · · �—�— · · · �—�— · · · · · ·

nebo názorněji

Může se psát i jako mocnina !

2 (viz ńıže).
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