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6. Ordinalni cisla

O izomorfnich uspofddanych mnozinach fikame, ze maji stejny ordindini typ. Ordindlni
¢isla muzeme definovat jako ordindlni typy dobie uspoirddanych mnozin. Znamens to, ze dvé
ordinalni ¢isla jsou si rovna, pravé kdyz jsou ordinalnimi typy izomorfnich dobie usporadanych
mnozin. Pro ordindlni typy zavedeme zvlastni symboly. Podobnym zptisobem jsme zavedli
kardinalni ¢isla, jen misto bijekci mezi mnozinami rozhoduji izomorfismy dobfe usporadanych
mnozin.

Izomorfismus uspofadanych mnozin je bijekce, a proto maji izomorfni usporddané mnoziny
stejnou mohutnost. Odtud plyne, Ze kazdé ordindlni ¢islo méa uré¢itou mohutnost, pricemz muze
existovat vice riznych ordindlnich ¢isel stejné mohutnosti.

Podobné jako u mohutnosti takova definice neumoznuje utvofit t¥idu ordindlnich ¢isel. To
nam dovoli az von Neumannova definice ordinélnich ¢isel ¢ili ordindlu, kterou uvedeme pozdéji.
Neni tak ndzornd jako definice pomoci ordindlnich typu.

Priklady. 1. Kazdé pfirozené &islo n oznacuje rovnéz ordindlni typ fetézce o n prvcich (jiz vime, ze
je dobre usporddany). Jeho diagram sestéava z n bodu spojenych useckami, napi. 1,2, 3 maji po radé
diagramy

o, o—o0, O—0—0.

2. Symbolem w se oznacuje ordindlni typ mnoziny vSech pfirozenych ¢isel uspotddanych podle
velikosti (rovnéz dobfe usporddand mnozina). Vyse jsme uvedli jeji diagram o—o—o—o—---. Jinou
nézornou ilustraci ¢isla w je nekoneénd fada objektu

tahnoucich se k obzoru.

6.1. Aritmetika ordinalnich ¢&isel

Podobné jako kardindlni ¢isla, lze i ordinalni ¢isla secitat, ndsobit a umocnovat. Operace
scitani a nasobeni definujeme podobné jako stejnojmenné operace s kardinalnimi ¢isly, pouze
je potteba zafidit, aby disjunktni sjednoceni a sou¢iny dobfe usporadanych mnozin byly dobte
usporddané mnoziny. (Podobny postup neni mozny v piipadé umocnovani.)

Upozornéme téz, ze operace s ordindlnimi ¢isly nejsou komutativni.

6.2. S¢itani ordinalnich é&isel
6.1. Definice. Budte A, B dvé dobie usporddané mnoziny. Mnozina ({0} x A) U ({1} x B)
s usporadanim danym formuli

(i,a) < (43,0) & i<jV(i=jAa<b)

se nazyva disjunkini sjednoceni dobie uspordadangch mnozin nebo také soucet dobre uspordda-
nych mnozin A, B a zna¢i se ALl B nebo A + B.

Slovy: Prvky disjunktniho sjednoceni uspotadame

1. podle prvnich slozek, pficemz 0 < 1;

2. v piipadé rovnosti podle druhych slozek, pficemz pouzijeme uspotradani z té mnoziny,
kde se oba prvky nachézeji.
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Nebo jinak: Prvky puvodem z A piedchéazeji vsechny prvky puvodem z B, kdezto dvojice
prvku puvodem z jedné a téZe mnoziny jsou usporadany stejné jako ve “své” mmoziné.
Schematicky

AHB]

6.2. Definice. Budte «, 8 po tadé ordindlni typy dobie uspoirddanych mnozin A, B. Soucet
« + [ definujeme jako ordindlni typ disjunktniho sjednoceni A U B.

Definice je korektni, protoze jsou-li A = A’, B = B’ izomorfni dobie uspoiddané mnoziny,
pak jsou i AU B, A’ U B’ izomorfni dobfe usporddané mnoziny. Ohledné izomorfismu se
dukaz vede podobné jako ohledné ekvivakence mnozin (jsou-li f,g izomorfismy, je i f U g
izomorfismus). Ohledné dobrého uspofadani je dukaz proveden nize v zobecnéni na systémy.

Piiklad. Kolik je 1+ 27 Mame
olo—o = = 0—0—0,
atedy 14+2=3.

Priklad. Kolik je 1 + w? Mame

so—o—--- =[FH{eme ] = oo =

I + III|I|.. = IIIllm

Tudiz, 1 + w = w. Podobné 2 4+ w = w, atd.

neboli

Piiklad. Kolik je w + 17 Mame

oo+ 1o = [T} o] = oo+

III'Im‘ +I = IIIllm I

Vidime, ze w 4+ 1 # w. Vskutku, v w je jediny prvek, 0, ktery neméa piechtdce, kdezto v w + 1 jsou
takové prvky dva. Podobné w 4 2 # w + 1 (proé?), atd.

neboli

Piiklad. Kolik je w + w? Méame

o—o0— - Jo—0—=--
—[o—o—FJo—o—]
— 0O OO -
neboli
II|I||.“, +II|I||.h = II|I|.“, II|I|.h .
Vidime, ze w + w je dalsi ordindln{ ¢islo, ruzné od jiz sestrojenych. Podobné w+w+1, ..., w+w+w

jsou po radé

I IIlIm, I IIlIm, I, ey I Illlm I Illlm I Illlm

dalsi nové ordindlni ¢éisla.
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Shora uvedené piiklady ukazuji, ze na rozdil od sc¢itdni kardinalnich ¢isel neni s¢itani or-
dindlnich ¢isel komutativni. Napiiklad 1 + w = w # w + 1. Nicméné, s¢itdni ordindlnich ¢isel
je asociativni (ovéfte jako cvicenf).

Vyplati se rovnou zavést i zobecnéni na systémy. Dobfe usporddany systém dobfe uspoié-
danych mnozin je systém {A;};cr, kde jednotlivi séitanci A; i indexovd mnozina I jsou dobie
uspofadani. Disjunktni sjednoceni

| |4 = Jdi} x 4)

icl il
uspotfadame podle predpisu

(zde a; € A; a a; € AJ)
Opét plati, ze prvky disjunktniho sjednoceni usporadavame
1. podle prvnich slozek, pficemz pfebirdme usporadani z I;
2. v piipadé rovnosti podle druhych slozek, pficemz pouzijeme usporadani z té mnoziny,
kde se oba prvky nachézeji.
Schematicky

) [} [

pricemz jednotlivé “bloky” jsou usporadany stejné jako jejich indexy v mnoziné I.

Je ziejmé, ze diive zavedené disjunktni sjednoceni dvou mnozin je specidlni piipad, kdy
indexovou mnozinou je fetézec 0—1. Zobecnéni na n-prvkovy fetézec je ziejmé — obdrzime
soucet m mnozin.

6.3. Tvrzeni. Disjunktni sjednoceni dobre usporddaného systému dobre usporddangch mnozin
je dobre uspordidand mnozina.

Diikaz. Bud B neprézdnd podmnozina v disjunktnim sjednoceni | |;.; A;. Necht' I je mnozina
v8ech indext ¢ takovych, ze BN A; # (). Ztejmé je Ip # () neprdzdnd (pro¢?) podmnozina v
dobfe usporddané mnoziné I, takze ma nejmensi prvek, coz je podle definice nejmensi index ¢
takovy, ze BNA; # (). Pak je ovSem BN A; neprdzdnd podmnozina dobfe uspofddané mnoziny
A;, takze mé nejmensi prvek, ktery je soucasné nejmensim prvkem podmnoziny B (proc?).

6.4. Definice. Budte o; ordindlni typy dobfe uspofadanych mnozin A;, i € I, kde I je dobfe
uspofadand. Soucet ), ; o; definujeme jako ordindlni typ disjunktniho sjednocent | |, ; A;.

Priklad. Madme

E 1= w,

A

jak je snadno vidét z diagramu

E]—{ o—o }—{ o—o0—o0 }— .-
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6.3. Nasobeni ordinalnich ¢isel

Jako dalsi operaci zavedeme nédsobeni, pficemz se ukaze, ze v piipadé dvou operandu jde o
specialni ptripad s¢itdni systému ordinalnich ¢éisel.
6.5. Definice. Budte A, B dvé dobfe usporfddané mnoziny. Mnozina A X B s usporadanim
danym formuli

(a,b) < (a",V) & a<dV(iea=d Ab<¥)

se nazyva lexikograficky soucin dobre usporddanich mnoZin nebo jen soucin dobie uspordda-
nijch mnozin A, B a znadi se A x B.

Slovy: Prvky soucinu usporadame

1. podle prvnich slozek,

2. v pripadé rovnosti podle druhych slozek.
Ptuvod privlastku “lexikograficky” nalezneme ve slovnikovém usporadani dvoupismennych slov.
Je to dobie patrné v nize uvedenych piikladech.

Jinak: A krat B znamend, ze prvky mnoziny A nahradime kopiemi mnziny B; v rdmci jedné
a téze kopie prebirame usporadani z B, zatimco mezi ruznymi kopiemi prebirdme usporadani
z A. Schematicky

(5] (B} [B] -

7Z definic je patrné, Zze sou¢in A x B neni nic jiného, nez disjunktni soucet
AxB=||B
A
systému sestavajicitho z kopii mnoziny B, po jedné pro kazdy prvek z A, a proto je dobre
uspofadany.
Piiklad. Pocitejme 3 x 3. Mdme

[0,0] [0,1] [0,2]
3x3=<1[1,0] [1,1] [1,2]
[2,0] [2,1] [2,2]

s lexikografickym uspofadanim
[0,0] < [0,1] < [0,2] < [1,0] < [1,1] < [1,2] < [2,0] < [2,1] < [2,2].

Vidime, ze zaroven jde o disjunktni sjednoceni

[ 10,010, 1]—(0, 2] | [1, 0] —[1, 1]—[1,2] |- [2, 0)—[2, 1] —[2,2] |

Jelikoz souc¢in dvou dobfe uspoifddanych mnozin je specidlnim piipadem souctu systému
mnozin, je dobfe uspofaddn. Muzeme pak pro ordindlni ¢isla «, 3, kterd jsou po fadé or-
dindlnimi typy mnozin A, B, definovat sou¢in af = «a x 8 jako ordinalni typ mnoziny
A x B. Cislo a se nazjvé ndsobitel (multiplicator), ¢islo 8 ndsobenec (multiplicandus). Je-
likoz nasobeni neni obecné komutativni, na poradi zalezi.

Pro zapamatovani: Pfi zdpisu “x” ndsobime v porddi “kolikrdat co,” to jest, a x 3 ma
vyznam “akrat (.”

Obvyklejsi je zdpis soucinu v prevraceném poradi jako (- a = «a X (3, coz znamend, ze
nasobime v potradi “co kolikrat,” to jest, a - 8 ma vyznam “a Gkrat.” Duvody pro prevraceny
zapis uvedeme v souvislosti s umocnovanim nize.
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Pro zachovéni historické pravdy uvedme, ze G. Cantor puvodné zavedl soucin ekvivalentni sou¢inu
“x” [v praci Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten, Mathematische Annalen 21 (1883)
545-591 na str. 551], ale pozdéji presel k pfevrdcenému souéinu.

Piiklad. Kolik je 2 X w = | |, w? Dostédvame

[—o— }{o—o— ]

coz je w + w neboli

Pro srovnani, w x 2 =2 je

[o—o ]—1 o—oHo—o }—

cili
0—0—0—0— -,

coz je w. Vidime, 7ze 2 X w # w = w X 2.

Piiklad. Kolik je w x w =| | w? Dostdvdme

[—o— }{oo—ffoo— ]}

cili
OO it OO e OO

nebo nazornéji

I IIIIIlIn IIIIIII- IIIIII- II'II- Illl;lln NS

Miize se psét i jako mocnina w? (viz nize)
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