LOGIKA A TEORIE MNOZIN
Stejny vysledek dostaneme, kdyz v I nahradime kazdy sloup celym sloupofadim.
Vsimnéte si, ze w prvka nemé piedchudce.
Cviéeni. Kolik je 1+ w?? Kolik je w + w??

Cviceni. Ukazte, 7e kazdy prvek z w? je tvaru ajw + ao, kde a1, ao jsou piirozend é&isla.
Néavod: Viz ptredchozi obrazek.

Piiklad. Dvojndsobek ordindlniho &isla w? je 2w? = 2 x w?, coz je
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(dvé nekoneéné fady nekoneénych slouporad{). Vsimnéte si, ze 2w prvki nemé predchudce. Podobné
trojnasobek atd.

Piiklad. Co je w? Definujeme jej jako w-nasobek ordindlniho &fsla w? a zndzoriuje jej diagram
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(trojité nekone¢né slouporadi). Stejny vysledek dostaneme, kdyz v w? nahradime kazdy sloup
sloupofadim, ¢ili jako w?-nésobek ordindlniho &isla w. Vsimnéte si, ze w? prvki nem4 predchidce.

Cviéeni. Ukaite, ze kazdy prvek z w?® je tvaru asw? + a1w + ao, kde az, a1, ao jsou prirozens, &isla.
Piiklad. Analogicky w? je
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(¢tyFnasobné nekonecné sloupotadi). Stejny vysledek dostaneme, kdyz v w® nahradime kazdy sloup
sloupofadim, ¢ili jako w3-ndsobek ordindlniho &sla w. V tomto pifpadé w® prvki nem4 piedchiidce.

Cviceni. Zobrazte tento PDF soubor na monitoru a pozorujte obrdzky pii zvétsujicim se rozliSeni.

Cviéeni. Ukaite, ze kazdy prvek z w? je tvaru asw® + asw? + a1w + ao, kde a2, a1, ao jsou pFirozeni
Cisla.

Piiklad. Libovolnému polynomu p = a,z" + an—12""* + -+ + a1z 4+ ao € N[z] jedné neurcité x
s koeficienty z N odpovidd ordindln{ éislo p(w) = anw™ F 1wt aiwt ao, pri¢emz pro ruzné
polynomy p, ¢ jsou &isla p(w) a ¢(w) ruznd. Pfipomenme vsak, Ze je nutno dodrzet pofadi s¢itancu
(proc?).

Cisla p(w) vycerpavaji ordindlni ¢isla, kterd lze vyjadiit pomoci koneénych souétii a soucint
prirozenych ¢isel a ¢isla w.

Na rozdil od nekonecnych souéti, nekoneéné souciny ani nekoneéné mocniny nenesou
pfirozené dobré uspoiadani. Napiiklad 2%, mnozina spocetnych posloupnosti &isel 0,1, sice
pripousti lexikografické uspotradani, ale snadno najdeme nekonec¢nou klesajici posloupnost

[1,0,0,0,0,...] > [0,1,0,0,0,...] > [0,0,1,0,0,...],
Nekoneéné sou¢iny a mocniny je nutno konstruovat jinym zpusobem.

6.6. Definice. Necht’ a, 8 jsou ordindlni ¢isla. Polozme
of = U ak.
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LOGIKA A TEORIE MNOZIN

Vysvétleni: V definici jde o ordindlni typ prostého, nikoliv disjunktniho, sjednoceni mnozin
aF. Konetné mocniny o jsou stejné jako predtim prosté koneéné souciny

k

a jsou vlozeny jeden do druhého, a* C o**! prostiednictvim zobrazeni [ai,as,...,ax] —

[0,a1,as,...,a;], takze prvky z oF predchazeji ostatnim v of*! (tvoif tam pocatek;
obecné pocitky zavedeme v pifstim oddilu). Potom of C o**2 prostiednictvim zobrazeni
[a1, a9, ...,ak] — [0,0,a1,aq,...,ax], atd.

P#iklad. Pocitejme

2“=U2k

kEw

Zde 2° je jednoprvkovd mnozina 1 = {0}, vlozend do 2' = {0,1} jako prvek [0, 1]. Pfitom 2' = {0,1}
je vlozend do 22 jako prvky [0, 0], [0, 1], zatimco 22 je vlozend do 2° jako prvky [0,0,0], [0,0,1], [0,1,0],
[0,1,1], atd. Vidime, Ze sjednoceni Ukew 2% 1ze ztotoznit s mnozinou vSech posloupnosti . .., az, az, ao
nekoneénych smérem doleva, kde a; je 0 nebo 1, ale jen konetné mnoho prvku a,; je nenulovych.
Uspotadani zustava lexikografické, ¢ili rozhodujs se podle nejlevéjsiho nenulového a;. Dostdvame

(...,0,0,0) <(...,0,0,1) < (...,0,1,0) < (...,0,1,1) <---,
coz je izomorfni fetézci w, Cili

2 = w.

Poznamka. Viimnéte si, Ze oproti kardinadlnfmu &islu 2%¢ je ordindlni éislo 2% spocetné.

Piiklad. Pocitejme 1 = UkEw 1%, Jelikoz 1 C 2, mazeme pouZit postup z predchoziho piikladu,
kde se omezime jen na posloupnosti sestavené z prvku z 1. Tam je ovSem jediny prvek 0 a proto 1%
obsahuje jediny prvek, a sice nulovou posloupnost ...,0,0,0. Tudiz,

1“ =1.

Piiklad. Pocitejme w®. Opét muzeme pouzit postup z predchoziho piikladu, ale tentokrat budou
posloupnosti ..., a2, a2, a0 sestaveny ze vSech prirozenych ¢isel, pficemz vse ostatni zustane stejné,
véetné usporadani. Dostavame

(...,0,0,0,0) < (...,0,0,0,1) < (...,0,0,0,2) < ---

<(..,0,0,1,0) < (...,0,0,1,1) < (...,0,0,1,2) <---

<(...,0,0,2,0) < (...,0,0,2,1) < (...,0,0,2,2) <---

<(..,0,1,2,0) < (...,0,1,2,1) < (...,0,1,2,2) <---,
coz neni zadné z dosud zkonstruovanych ordindlnich éisel, protoze vSechna doposud zkonstruovana
ordinélni &fsla jsou tvaru p(w) = cpw™ + cno1w™ ' + -+ + ciw + co a odpovidaji posloupnostem
Qn, - - ., 02,02, a0 koneéné délky. Vidime, ze w® je zcela nové ordindlni éislo.

Diagram mnoziny w® obdrzime, kdyZ v mnoziné w nahradime kazdy sloup mnozinou w (vznikne

w?), poté opét nahradime kazdy sloup mnozinou w (vznikne w?), a tak déle do nekone¢na. Vznikne
tak sobé podobnd mnozina, jejiz kazda ¢dst je podobnd celku, ¢ili fraktal.
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Priklad. Podle podobného ndvodu se sestroji ¢islo w” , jen pouzité posloupnosti budou indexovany
prvky z w“. Analogicky W , atd.

’, . 7’ s w w . ~ v 7’
Poznamka. Ordindlni éisla w®, w* , w* ..., jsou opét spocetnd.

Zde nasi exkurzi do zoo ordindlnich ¢isel ukonéime. Vidime, ze svét ordindlnich ¢&isel je
mnohem rozmanitéjsi nez svét kardinélnich ¢éisel. Zduraznéme, ze v8echna zatim zkonstruovand
ordindln{ ¢isla maji spo¢etnou mohutnost.

Z obvyklych zdkonu aritmetiky plati pro operace s ordindlnimi ¢isly jen nékteré. Jiz jsme
vidéli, ze obecné naplati komutativni zdkon ani pro s¢itani, ani pro nésobeni.

6.7. Tvrzeni. Budte o, 3,~ libovolné mohutnosti. Pak

O+a=a=a+0,
(@+pB)+y=a+(B+17),
axf=0xXa,

I xa=a=ax1,
(axf)xy=ax(Bx7),
(a+p)xy=axy+axny,
Oxa=0=ax0,

a’ =1,
al = o
Pt = a7 x af,

(o/’ ) = OﬂXﬁ,
Cviceni. Ukazte, ze a X (8 + «) nemusi byt rovno « x 8+ a X . Z distributivnich zédkona mezi

nasobenim a séitdnim tak plati jen jeden.
Névod: Volte a =2, B =w, 7y =1.

Cviceni. Ukazte, ze (a X 8)” nemusi byt rovno ani o” x 37, ani 87 x a”.
Névod: Volte a = w, =+ = 2.
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