
LOGIKA A TEORIE MNOŽIN

Stejný výsledek dostaneme, když v nahrad́ıme každý sloup celým sloupořad́ım.
Všimněte si, že ! prvk̊u nemá předch̊udce.

Cvičeńı. Kolik je 1 + !

2? Kolik je ! + !

2?

Cvičeńı. Ukažte, že každý prvek z !

2 je tvaru a1! + a0, kde a1, a0 jsou přirozená č́ısla.
Návod: Viz předchoźı obrázek.

Př́ıklad. Dvojnásobek ordinálńıho č́ısla !

2 je 2!

2 = 2⇥ !

2, což je

1 1

(dvě nekonečné řady nekonečných sloupořad́ı). Všimněte si, že 2! prvk̊u nemá předch̊udce. Podobně
trojnásobek atd.

Př́ıklad. Co je !

3? Definujeme jej jako !-násobek ordinálńıho č́ısla !

2 a znázorňuje jej diagram
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(trojitě nekonečné sloupořad́ı). Stejný výsledek dostaneme, když v !

2 nahrad́ıme každý sloup
sloupořad́ım, čili jako !

2-násobek ordinálńıho č́ısla !. Všimněte si, že !

2 prvk̊u nemá předch̊udce.

Cvičeńı. Ukažte, že každý prvek z !

3 je tvaru a2!
2 + a1! + a0, kde a2, a1, a0 jsou přirozená č́ısla.

Př́ıklad. Analogicky !

4 je
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(čtyřnásobně nekonečné sloupořad́ı). Stejný výsledek dostaneme, když v !

3 nahrad́ıme každý sloup
sloupořad́ım, čili jako !

3-násobek ordinálńıho č́ısla !. V tomto př́ıpadě !

3 prvk̊u nemá předch̊udce.

Cvičeńı. Zobrazte tento PDF soubor na monitoru a pozorujte obrázky při zvětšuj́ıćım se rozlǐseńı.

Cvičeńı. Ukažte, že každý prvek z !

4 je tvaru a3!
3 + a2!

2 + a1! + a0, kde a2, a1, a0 jsou přirozená
č́ısla.

Př́ıklad. Libovolnému polynomu p = anx

n + an�1x
n�1 + · · · + a1x + a0 2 N[x] jedné neurčité x

s koeficienty z N odpov́ıdá ordinálńı č́ıslo p(!) = an!

n +an�1!
n�1 + · · ·+a1!+a0, přičemž pro r̊uzné

polynomy p, q jsou č́ısla p(!) a q(!) r̊uzná. Připomeňme však, že je nutno dodržet pořad́ı sč́ıtanc̊u
(proč?).

Č́ısla p(!) vyčerpávaj́ı ordinálńı č́ısla, která lze vyjádřit pomoćı konečných součt̊u a součin̊u
přirozených č́ısel a č́ısla !.

Na rozd́ıl od nekonečných součt̊u, nekonečné součiny ani nekonečné mocniny nenesou
přirozené dobré uspořádáńı. Např́ıklad 2@0 , množina spočetných posloupnost́ı č́ısel 0, 1, sice
připoušt́ı lexikografické uspořádáńı, ale snadno najdeme nekonečnou klesaj́ıćı posloupnost

[1, 0, 0, 0, 0, . . .

]
>

[0, 1, 0, 0, 0, . . .

]
>

[0, 0, 1, 0, 0, . . .

]
, . . .

Nekonečné součiny a mocniny je nutno konstruovat jiným zp̊usobem.

6.6. Definice. Necht’ ↵,� jsou ordinálńı č́ısla. Položme

↵

� =
[

k2�

↵

k

.
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Vysvětleńı: V definici jde o ordinálńı typ prostého, nikoliv disjunktńıho, sjednoceńı množin
↵

k. Konečné mocniny ↵

k jsou stejně jako předt́ım prostě konečné součiny

↵⇥ · · ·⇥ ↵

| {z }

k

a jsou vloženy jeden do druhého, ↵

k

✓ ↵

k+1, prostřednictv́ım zobrazeńı [a1, a2, . . . , ak

] 7�!
[0, a1, a2, . . . , ak

], takže prvky z ↵

k předcházej́ı ostatńım v ↵

k+1 (tvoř́ı tam počátek;
obecně počátky zavedeme v př́ı̌st́ım odd́ılu). Potom ↵

k

✓ ↵

k+2 prostřednictv́ım zobrazeńı
[a1, a2, . . . , ak

] 7�! [0, 0, a1, a2, . . . , ak

], atd.

Př́ıklad. Poč́ıtejme

2! =
[

k2!

2k

Zde 20 je jednoprvková množina 1 = {0}, vložená do 21 = {0, 1} jako prvek [0, 1]. Přitom 21 = {0, 1}
je vložená do 22 jako prvky [0, 0], [0, 1], zat́ımco 22 je vložená do 23 jako prvky [0, 0, 0], [0, 0, 1], [0, 1, 0],
[0, 1, 1], atd. Vid́ıme, že sjednoceńı

S
k2! 2k lze ztotožnit s množinou všech posloupnost́ı . . . , a2, a2, a0

nekonečných směrem doleva, kde a1 je 0 nebo 1, ale jen konečně mnoho prvk̊u ai je nenulových.
Uspořádáńı z̊ustává lexikografické, čili rozhodujs se podle nejlevěǰśıho nenulového ai. Dostáváme

(
. . . , 0, 0, 0)

<

(
. . . , 0, 0, 1)

<

(
. . . , 0, 1, 0)

<

(
. . . , 0, 1, 1)

<· · · ,

což je izomorfńı řetězci !, čili

2! = !.

Poznámka. Všimněte si, že oproti kardinálńımu č́ıslu 2@0 je ordinálńı č́ıslo 2! spočetné.

Př́ıklad. Poč́ıtejme 1! =
S

k2! 1k. Jelikož 1 ⇢ 2, můžeme použ́ıt postup z předchoźıho př́ıkladu,
kde se omeźıme jen na posloupnosti sestavené z prvk̊u z 1. Tam je ovšem jediný prvek 0 a proto 1!

obsahuje jediný prvek, a sice nulovou posloupnost . . . , 0, 0, 0. Tud́ıž,

1! = 1.

Př́ıklad. Poč́ıtejme !

!. Opět můžeme použ́ıt postup z předchoźıho př́ıkladu, ale tentokrát budou
posloupnosti . . . , a2, a2, a0 sestaveny ze všech přirozených č́ısel, přičemž vše ostatńı z̊ustane stejné,
včetně uspořádáńı. Dostáváme

(
. . . , 0, 0, 0, 0)

<

(
. . . , 0, 0, 0, 1)

<

(
. . . , 0, 0, 0, 2)

< · · ·

<

(
. . . , 0, 0, 1, 0)

<

(
. . . , 0, 0, 1, 1)

<

(
. . . , 0, 0, 1, 2)

<· · ·

<

(
. . . , 0, 0, 2, 0)

<

(
. . . , 0, 0, 2, 1)

<

(
. . . , 0, 0, 2, 2)

<· · ·
< · · ·
<

(
. . . , 0, 1, 2, 0)

<

(
. . . , 0, 1, 2, 1)

<

(
. . . , 0, 1, 2, 2)

<· · · ,

což neńı žádné z dosud zkonstruovaných ordinálńıch č́ısel, protože všechna doposud zkonstruovaná
ordinálńı č́ısla jsou tvaru p(!) = cn!

n + cn�1!
n�1 + · · · + c1! + c0 a odpov́ıdaj́ı posloupnostem

an, . . . , a2, a2, a0 konečné délky. Vid́ıme, že !

! je zcela nové ordinálńı č́ıslo.
Diagram množiny !

! obdrž́ıme, když v množině ! nahrad́ıme každý sloup množinou ! (vznikne
!

2), poté opět nahrad́ıme každý sloup množinou ! (vznikne !

3), a tak dále do nekonečna. Vznikne
tak sobě podobná množina, jej́ıž každá část je podobná celku, čili fraktál.
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Př́ıklad. Podle podobného návodu se sestroj́ı č́ıslo !

!!
, jen použité posloupnosti budou indexovány

prvky z !

!. Analogicky !

!!!

, atd.

Poznámka. Ordinálńı č́ısla !

!, !

!

!

, !

!

!!

, . . . , jsou opět spočetná.

Zde naši exkurzi do zoo ordinálńıch č́ısel ukonč́ıme. Vid́ıme, že svět ordinálńıch č́ısel je
mnohem rozmanitěǰśı než svět kardinálńıch č́ısel. Zd̊urazněme, že všechna zat́ım zkonstruovaná
ordinálńı č́ısla maj́ı spočetnou mohutnost.

Z obvyklých zákon̊u aritmetiky plat́ı pro operace s ordinálńımi č́ısly jen některé. Již jsme
viděli, že obecně naplat́ı komutativńı zákon ani pro sč́ıtáńı, ani pro násobeńı.

6.7. Tvrzeńı. Bud’te ↵,�, � libovolné mohutnosti. Pak

0 + ↵ = ↵ = ↵ + 0,

(
↵ + �

) + � = ↵ + (
� + �

)
,

↵⇥ � = � ⇥ ↵,

1⇥ ↵ = ↵ = ↵⇥ 1,

(
↵⇥ �

)
⇥ � = ↵⇥

(
� ⇥ �

)
,

(
↵ + �

)
⇥ � = ↵⇥ � + ↵⇥ �,

0⇥ ↵ = 0 = ↵⇥ 0,

↵

0 = 1,

↵

1 = ↵.

↵

�+� = ↵

�

⇥ ↵

�

,

(
↵

�)� = ↵

�⇥�

,

Cvičeńı. Ukažte, že ↵ ⇥ (� + �) nemuśı být rovno ↵ ⇥ � + ↵ ⇥ �. Z distributivńıch zákon̊u mezi
násobeńım a sč́ıtáńım tak plat́ı jen jeden.

Návod: Volte ↵ = 2, � = !, � = 1.

Cvičeńı. Ukažte, že (↵⇥ �)� nemuśı být rovno ani ↵

� ⇥ �

� , ani �

� ⇥ ↵

� .
Návod: Volte ↵ = !, � = � = 2.
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