Ciselné charakteristiky ,
SLEZSKA
nahodné veliCiny areusmcss omay

V OPAVE

Stfedni hodnota a rozptyl ndhodné veliciny

Petr Sed’a
Pravdépodobnost a statistika |
2025




Pro¢ potiebujeme Ciselné charakteristiky NV?

Distribu¢ni funkce (pravdépodobnostni funkce, hustota pravdépodobnosti) popisuji
rozdéleni NV jednoznaéné, do vSech podrobnosti.

N¢kdy nés zajima pouze néktery aspekt NV, ktery se da popsat jednim Cislem:

o¢ekavana hodnota NV,

variabilita moZnych hodnot,

hodnota, pod niZ lezi pouze malé mnozstvi hodnot NV,
Sikmost rozdéleni,

koncentrace hodnot NV kolem ocekavane hodnoty (Spicatost rozdé€leni).
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Pro¢ potiebujeme Ciselné charakteristiky NV?

Velkou skupinu ¢iselnych charakteristik nahodné veliCiny tvoii tzv. momenty
rozdéleni. Ty délime na momenty obecné a momenty centralni.

=  Obecny moment r-tého fadu (znaci se u,- nebo E(X,)) pror =1,2,...)

pro diskrétni NV: Hr = z xi - P(x;)
)

+ 00
pro spojitou NV:  Hr = j x" - f(x)dx

Vyznacnou roli mezi obecnymi momenty ma zejména obecny moment 1. fadu. Tento
moment je nazyvan stiedni hodnotou.

Stredni hodnota je parametrem rozdéleni nahodné veli¢iny. Casto byva oznacovana
jako populacni prumér, tj. primér vSech realizaci ndhodné veli¢iny. Nedokazeme-li
urcit rozdéleni ndhodné veli¢iny nedokazeme urcit ani jeji sttedni hodnotu.
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Stiredni hodnota mm%

UNIVERZITA
Definice 5.1: Necht’ X je ndhodnad veliCina s diskrétnim rozdélenim, ktera nabyva o e ey
>

hodnot x4, x5, .... Jestlize fada },;2 ; x; - P(X = x;) konverguje absolutné, ozna¢ime jeji
soucet E(X) a nazveme jej stfedni hodnotou nahodné veli¢iny X. Pokud fada

Yieq1x; - P(X = x;) nekonverguje absolutné, pak fikame, Ze nahodna veli¢ina X nema
sttedni hodnotu.

Definice 5.2: Necht’ X je ndhodna veli¢ina, kterd ma spojité rozdéleni s hustotou f(x).
Pokud je f:rozolxl + f(x)dx < oo, nazveme integral f:rozo x - f(x)dx stiredni hodnotou
nahodné veli¢iny X, v opacném priipad¢ fekneme, Ze neexistuje.

= Sti‘edni hodnota (angl. ,,expected value, nékdy také ,,mean®; znaci se E(X) nebo u)

pro diskrétni NV: E(X) = u = 2 xi + P(x;)
(1)

+ oo

pro spojitou NV: E(X) = pu = f x - f(x)dx
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Vlastnosti stfedni hodnoty

Véta 5.1: Necht’ X je ndhodna veliCina, jejiz stfedni hodnota existuje, necht’ a, b € R.
Potom plati:

1. E(aX+b)=aEX)+b

Nasobime-li X konstantou, ndsobi se ji i jeji sttedni hodnota; pticteme-li k X konstantu,
zméni se o tuto konstantu 1 jeji stfedni hodnota.

2. EQiX) =X EX)

Sttedni hodnota souctu ndhodnych veliCin je rovna souctu jednotlivych stfednich
hodnot.

3. Pro Xy, ..., X, nezavislé plati E([]’2, X;) = [[i2; E(X})
Jsou-i NV X4, ..., X;, nezavisle, pak stiedni hodnota jejich soucinu je rovna soucinu
jednotlivych stfednich hodnot.

Dukazy: viz Zvéra a Stépan (2019), str. 97-99.
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Vyznam stredni hodnoty A%

UNIVERZITA

Stiedni hodnotu E(X) ndhodné veli¢iny X 1ze chapat jako: Vorm e T

= pramérnou (o¢ekavanou) hodnotu NV X, kolem niz hodnoty NV kolisaji,
* miru polohy, populacni primér,

= vazeny pramér v§ech moznych hodnot (E(X) = ),; X; - P(X;)),

= téZ18te* moznych hodnot.

f(x) 0,05 - ()

oing E(X) 0,1 -
0,03 - E(X)
202 0,05 -
0,01 -
0 . 0 i ' ' ' '
0 50 100 O 10 20 30 40 50
X X
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Rozptyl

= Centralni moment r-tého fadu u, (znacime p, = E(X —EX ))r pror =1,2,..)
pro diskrétni NV: u,. = Z(i)(xi — E(X ))r - P(x;)
pro spojitou NV: u;. = fjozo(xl — E(X))r - f(x)dx

Podobn¢ vyznaéné postaveni jako ma stfedni hodnota mezi obecnymi momenty, ma mezi
centralnimi momenty druhy centralni moment — rozptyl.

Rozptyl je parametrem rozdéleni vyjadiujicim variabilitu (rozptylenost) realizaci
nahodné veliCiny kolem jeji sttedni hodnoty. Jednotka rozptylu je kvadratem jednotky, v

niz jsou zaznamenavany jednotlivé realizace NV. Napftiklad jednotkou rozptylu mezd v
CR je K¢2.
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Rozptyl smm%

UNIVERZITA
Definice 5.3: Necht’ X je nahodna veli¢ina s konecnou stfedni hodnotou, potom vyraz vomt

var X = E(X —EX ))2, pokud sttedni hodnota na prave stran¢ existuje, se nazyva
rozptyl nahodné veli¢iny X.

= Rozptyl (angl. ,,dispersion®, ,,variance*; znaci se u, nebo o nebo var X nebo D(X))
pro diskrétni NV: var X = D(X) = i = ¥ (%; — EX))” - P(x)
pro spojitou NV: var X = D(X) = u; = fj;o(xl - E(X))2 - f(x)dx

Defini¢ni vztahy pro rozptyl pomoci momenti se pti praktickych vypoctech ukazuji
jako nevhodné (Casove narocny vypocet).
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Vlastnosti rozptylu mm%

UNIVERZITA
Véta 5.2: Pro ndhodnou veli¢inu X s kone¢nym rozptylem a libovolné a, b € R plati: Vomwe

1. D(X) = E(x?) — (E(X))".

2.D(aX + b) = a’D(X).

Nasobime-li nahodnou veli¢inu konstantou, hodnota jejiho rozptylu se vyndsobi druhou
mocninou této konstanty; pficteme-li k nahodné veli¢iné konstantu, jeji rozptyl se
nezment.

3.y/D(aX + b) = |a|/D(X).

4. Jestlize Xy, ..., X, jsou nezavislé = DX, X;) = Xi=, D(X;).

Jsou-li NV X, ..., X,, nezavisle, pak rozptyl jejich souctu je roven souctu jednotlivych
rozptyli. Obecné to ale neplati.

Dikazy: viz Zvéra a Stépan (2019), str. 103.
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Vyznam rozptylu A%

UNIVERZITA

Rozptyl D(X) ndhodné veli¢iny X lze chapat jako: uaTEMATICKY USTAY

* miru variability dat kolem stfedni hodnoty,

= stfedni kvadratickou odchylku od stfedni hodnoty D(X) = E(X?) — (E(X ))2,
= maly rozptyl = hodnoty NV se s vysokou pravdépodobnosti objevuji blizko E(X),
= velky rozptyl = hodnoty NV se ¢asto objevuji ve velké vzdalenosti od E(X).

P(x)03F I. X1 ) f(x) 0.04_
L]

X2 003[

02] oo § '

0,02

. o [

01} . _

o, 0,01

L . .-. ..l. :
0 Lebeororeotmporesosororssspotomseneornt®  oeeeseser] V) S i U o S —
0 10 20 30 40 50 60 70 50 10 30 70 110 150

D(X1) < D(X2)

Pravdépodobnost a statistika I 1 0



CebySevova nerovnost

Véta 5.3: Necht var X < oo, necht € > 0. Potom plati P[(X — E(X)) = €] < 2%,

62

Dikaz: viz Zvara a Stépan (2019), str. 127.

Z Véty 5.3 vyplyva: P[(X —E(X)) <e| =1-P[(X —E(X)) = €| = var X

€2

Piiklad 5.1: Pomoci Ceby3evovy nerovnosti odhadnéte pravdépodobnost, Ze

P[(X — E(X)) < 30], kde o = /D(X).
Jestlize € = 30, potom P[(X — E(X)) > 30] < % = é.

Tedy P[(X —E(X)) <30] =1-P[(X —E(X)) = 30| =1 —% = g

Ziskali jsme pravidlo 30, které vymezuje interval E(X) + 30, v némz se nachazeji
hodnoty nahodné proménné X s vysokou pravdépodobnosti.
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Smérodatna odchylka smm%

UNIVERZITA
Definice 5.4: Smérodatna odchylka ndhodné veli¢iny X je definovéana jako odmocnina Vo OSTAY

z rozptylu: ¢ = \/D(X).

Smérodatna odchylka (angl. ,,standard deviation, zna¢i se g, popt. g, chceme-li
zdUraznit ptislusnost k urcité ndhodné veli¢ing).

Podobné jako rozptyl je také smérodatnd odchylka mirou variability nahodné veli¢iny.

Jednotka, v niZ byva uvadéna smérodatna odchylka je stejna jako jednotka, v nizZ jsou
zaznamenavany jednotlive realizace N'V.

Jakou piedstavu o ndhodné veli¢iné X si lze ud¢lat na zaklad¢ jeji sttedni hodnoty u a
smérodatneé odchylky o?

1 % 0 .
Vk>0:P(u—ko <X<u+ko)>1- — (CebySevova nerovnost v alternativnim

tvaru). Smérodatna odchylka
k P(u—ko <X <p+ko) neumoziuje srovnavat
! >0 H"_ﬂ variabilitu ndhodnych
i ig;g i P .—I_I o, veli¢in méfenych v
. ruznych jednotkach!

Pravdépodobnost a statistika I

12



Variaéni koeficient %
SLEZSKA

UNIVERZITA
Definice 5.5: Variacni koeficient nahodné¢ veli¢iny X je definovan pouze pro nezdporné Vomwe
, , ey o(X) o o
nahodné veliCiny: y = —= = —, resp. —- 100 [%].

= Variacni koeficient — smérodatna odchylka v procentech stiedni hodnoty.
= (Cim nizsi variacni koeficient, tim homogenn¢jsi soubor.

= ¥ > 50 % znaci siln€ rozptyleny soubor.

Pravdépodobnost a statistika I
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Diskrétni nahodna veli¢ina

Priklad 5.2: Pii ovéfovani kvality vyroby v podniku Opavia jsou ndhodné vybrany dva
vyrobky a je testovana jejich kvalita. Pocet vadnych vyrobkli mezi vybranymi
modelujeme ndhodnou veli¢inou X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

Pocet vadnych vyrobkt Pravdépodobnost
0 0,25
1 0,50
2 0,25
Urcete:

a) stfedni hodnotu poctu vadnych vyrobkt v testovaném vzorku,

b) rozptyl poctu vadnych vyrobku v testovaném vzorku,

c) smérodatnou odchylku poctu vadnych vyrobkt v testovaném vzorku,
d) wvaria¢ni koeficient poctu vadnych vyrobkil v testovaném vzorku.
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Diskrétni ndhodné velicina &
SLEZSK

Ad a) stfedni hodnota poctu vadnych vyrobkill v testovaném vzorku: UNIM:EREITA
x P(x) x - P(x)
0 0,25 0,00 EX)=pu= 2 xi - P(x;) = 1.
1 0,50 0,50 (1)
2 0,25 0,50
Celkem 1,00 1,00

Ad b) rozptyl po¢tu vadnych vyrobki v testovaném vzorku:

x P(x) x - P(x) x% - P(x)

0 0,25 0,00 0,00

1 0,50 0,50 0,50

2 0,25 0,50 1,00
Celkem 1,00 1,00 1,50

D(X) = E(X2) — (E(X))* = 1,50 — 12 = 0,50.

Rozptyl poétu vadnych vyrobki v testovaném vzorku je 0,5 ks?.

Pravdépodobnost a statistika I
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Diskrétni nahodna veli¢ina &
SLEZSK

. ) UNIVERZITA
Ad c¢) smérodatna odchylka poctu vadnych vyrobki v testovaném vzorku: NATEMATICKY OSTAY

a(X) =/DX) = g =~ 0,71.

Smérodatna odchylka poc¢tu vadnych vyrobkt v testovaném vzorku je 0,71 ks.

Ad d) varia¢ni koeficient po¢tu vadnych vyrobki v testovaném vzorku:
(X) = o(X) 0,71
Y25 ™ 1
Varia¢ni koeficient poctu vadnych vyrobkil v testovaném vzorku je cca 71 %, tj. lze
mluvit o nehomogennim (siln¢€ rozptyleném) rozdéleni.

= 0,71 = 71 %.

Pravdépodobnost a statistika I 1 6



Spojita nahodna veliCina

Priklad 5.3: Trolejbusy v Opavé jezdi v pravidelnych intervalech po 10 minutach.
Cestujici piijde na zastavku v libovolném okamziku. Ndhodna veli¢ina X pfedstavuje
dobu cekani na ptijezd trolejbusu. Rozdéleni dané ndhodné veli¢iny je dano hustotou
pravdépodobnosti, ktera je v intervalu 0 - 10 minut konstantni, mimo tento interval je

. _ 10,1, pro x € (0; 10)
nulova, tj.: f(x) = { 0, pro x & (0;10)

Urcete:

a) stfedni hodnotu nahodné veli¢iny X,

b) rozptyl ndhodné veliCiny X,

c) smeérodatnou odchylku ndhodné veliCiny X,
d) wvariacni koeficient ndhodné veliCiny X.
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Spojita nahodna veliCina

SLEZSKA %

Ad a) stfedni hodnota nahodné veli¢iny X:
EX)=[" x-f(x)dx
E(X) = f_Ooox-de+ folox-O,l dx + flo;x-de

EX)=0+ [ "x-01dx+0

E(X) = [0,1 "’72]:0 _

UNIVERZITA

MATEMATICKY USTAV

Ad b) rozptyl ndhodné veli¢iny X: vorave
D(X) = E(X?) = (E(X))?

E(X) = 5 min
E(x?) = [" 2. f(x) dx

2y = (0 .2 10 > © .2
E(X )—f_wx -0dx + fo x“-0,1dx + fwx -0 dx

E(X?)=0+[,"x2.0,1dx+0

E(x?) = [0 1—] = 22 min?

Pravdépodobnost a statistika I
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Spojita nahodna veliCina %
SLEZSKA

UNIVERZITA

Ad b) rozptyl ndhodné veli¢iny X: st vsrav
D(X) = E(X?) - (E(X)) = == 52 = 8,3 min?

E(X) = 5min

E(XZ) —&mln

Ad c) smérodatna odchylka nahodné veliciny X:
Ad d) varia¢ni koeficient ndhodné¢ veli¢iny X:

E(X) = 5min, D(X) = 8,3 min?

o(X) = /D(X) = 2,9 min Smérodatna odchylka doby ¢ekani cestujiciho na piijezd
trolejbusu je cca 2,9 min. Dle varia¢niho koeficientu (58 %)

a(X) . 0,58 1ze dobu ¢ekani na tramvaj povaZovat za spiSe nehomogenni.

yX) = 200

Pravdépodobnost a statistika I
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Jsou miry polohy a miry variability dostateCné pro posouzeni rozdéleni
sledovanych veli¢in?

Vsech pét ukazek ma stejné charakteristiky polohy i variability (priméry 1 smérodatné
odchylky jsou shodné). Piesto na prvni pohled vidime, Ze tvary rozdéleni dat jsou rtizné.

v

o s s i

. f
F

ottt B b o e B 4t
f

p
-

Zdroj: TVRDIK, J.: Zéklady matematické statistiky, Ostravska univerzita, 2008
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Sikmost >
SLEZSKA

UNIVERZITA
Momenty vysSich fadi se vyuzivaji nej€astéji k urceni Ciselnych charakteristik worket
popisujicich tvar rozdéleni (Sikmost, Spicatost).

Definice 5.6: Sikmost (angl. ,,skewness®) je mirou symetrie daného rozdéleni

pravdépodobnosti a je definovana podilem tfetiho centralniho momentu a tfeti mocniny
y , I OE(X-E(X))°

smérodatné odchylky: a; = £ - M

o3 o3

Symetrii rozdéleni (vzhledem k symetrii normovaného normalniho rozdéleni pak
posuzujeme takto.

ag = 0 | Symetrické rozdéleni
a3 < 0 | Negativné zesikmené rozdéleni
a3 > 0 | Pozitivné zesikmené rozdéleni

Pravdépodobnost a statistika I
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Sikmost

Momenty vysSich fadl se vyuzivaji nejCastéji k ur€eni Ciselnych charakteristik
popisuyjicich tvar rozdéleni (Sikmost, Spicatost).

f(x) f(x) f(x)
X X X
as < 0 a3 =0 as >0
negativné zesikmené rozdéleni symetrické rozdéleni pozitivne zeSikmené rozdeéleni
E(X) < xys <% £=xy5=EX) X <xo5 <E(X)
obvykle

SLEZSKA %
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SplcatOSt SLEZSKA%

UNIVERZITA
Definice 5.7: Spicatost (angl. ,.kurtosis*) je mirou koncentrace hodnot nahodné veliCiny vorae

kolem stfedni hodnoty a je definovana podilem ¢tvrtého centrdlniho momentu a Etvrté

_ ph_ E(x-E@)*
ot o* )

mocniny smérodatneé odchylky: a,

Spicatost rozdéleni pak posuzujeme vzhledem ke $pi¢atosti normovaného normalniho
rozdéleni takto:

ay = 3 | Normalni spicatost (tj. Spicatost norméalniho rozdéleni)
ay < 3 | Mensi Spicatost nez u normalniho rozdéleni (plossi rozdélent)
ay > 3 | Veétsi spicatost nez u normalniho rozdéleni (Spicatéjsi rozdéleni)

Vzhledem k nepraktickému vyhodnocovani Spicatosti (vzhledem k hodnot¢ 3) se
mnohdy pouziva tzv. standardizovana Spicatost, kterd je definovana jako a, — 3 a
SpiCatost rozdé€leni je pak posuzovana vzhledem k hodnoté 0.

Pravdépodobnost a statistika I
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SplC&tOSt SLEZSKA%

UNIVERZITA
Momenty vysSich fadl se vyuzivaji nejCastéji k urCeni Ciselnych charakteristik Vorve
popisujicich tvar rozdéleni (Sikmost, Spicatost).

f(x) f(x) f(x)
Y X X
ay < 3 C(.4 =3 a4 > 3
spicatost mensi  nezu $picatost odpovidajici SpiCatost vétsi nez
norm. rozdéleni (plossi normalnimu rozdéleni U norm. rozdéleni

rozdéleni) (Spicatéjsi rozdéleni)

Pravdépodobnost a statistika I
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Jsou miry polohy a miry variability dostate¢né pro posouzeni rozdéleni sledovanych veli¢in? %
SLEZSKA

UNIVERZITA
VSech pét ukazek ma stejné charakteristiky polohy i variability (priméry 1 smérodatné Vorave

odchylky jsou shodné). Piesto na prvni pohled vidime, Ze tvary rozdéleni dat jsou rtizné.
K ¢iselnému vyjadieni téchto rozdilli nam slouzi dalsi charakteristiky - Sikmost (g,
angl. skewness) a Spicatost (g,, angl. kurtosis).

Zdroj: TVRDIK, J.: Zaklady matematické statistiky, Ostravska univerzita, 2008
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Kvantlly SLEZSKA %

. . o o UNIVERZITA
= Kovantily (angl. ,,quantiles, percentiles®; znaci se obvykle x,,) MATEMATICK USTAY

Kvantily diskrétni ndhodné veliCiny v praxi obvykle neurcujeme, nebot’ jejich stanoveni
vetsinou neni jednoznacné. V ptipade€ spojite ndhodné veliiny kvantily stanovujeme z
podminky Vp € (0; 1): F(x) = p.

Definice 5.8: Necht' F(x) je distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny X. Funkce F~1(p) =
inf{x € R: F(x) = p},0 < p < 1, se nazyva kvantilové funkce nahodné veli¢iny X. Pro
0 < a < 1 se hodnota F~1(a) nazyva a-kvantil. Specialné F~1(0,5) kvantil se nazyva
median.

Pravdépodobnost a statistika I
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Dulezité kvantily

Je tedy mozné ¥ici, tj. kvantilova funkce F~1(p) je funkei inverzni k distribu¢ni funkci

F(x).

Kvantil x,, udava takovou hodnotu, ze pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina nabude
hodnoty mensi nez x,, je 100p %. Napfiklad: Popisuje-li nahodna veli¢ina X mzdy v
CR a xg,5 =18 000 K&, pak vite, e 25 % obyvatel CR mé plat mensi nez 18 000,- K&.

Kvartily
* Dolni kvartil xg 55
= Median X0,5

* Horni kvartil x; 75
Decily

X0,15> X0,25 -++ > X0,9
Percentily

X0,01> X0,025 -+ » X0,99

SLEZSKA %
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Kvantily

SLEZSKA

Fi0.0683)=0.5
X0,5

50% kvantil

o4 0.5

P(X<0.0693)=05
: L Li Li L L
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UNIVERZITA

MATEMATICKY USTAV
V OPAVE
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Ptiklady kvantili A%

UNIVERZITA
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U kategorialni proménné je modus roven nejcetné;si kategorii proménné. Obdobné jej epirer S

muzeme chapat u nahodné veli¢iny. Modus maximalizuje pravdépodobnostni funkeci,
resp. hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X.

Modus X — typicka hodnota ndhodné veli¢iny:
pro diskrétni NV: Vi € 1,2, ..., n: P(X = X) = P(X = x;).
Tzn. modus je takova hodnota DNV, v niz P(x;) nabyva svého maxima.
pro spojitou NV: Vx € R: f(X) = f(x).
Tzn. modus je takova hodnota SNV, v niz f (x) nabyva svého maxima.

Modus neni témito podminkami urcen jednoznac¢né, tzn. ndhodna veli¢ina miZze mit
nckolik modil (napt. vysledek hodu kostkou). Mé-li NV pravé jeden modus, mluvime o
unimodalnim rozdéleni N'V.

Ma-1li NV unimodalni symetrické rozdéleni, pak E(X) = xo5 = X.
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Priklad 5.4: VyluCovatelstvi skupinovée specifickych substanci ABH je podminéno
dominantni alelou Se, nevylucovatelstvi je podminéno recesivni alelou se

(https://cs.wikipedia.org/wiki/Alela). Jestlize rodice jsou heterozygotni vylucovatelé
(Se, se), jejich potomek miZze byt nevylucovatel (se, se), homozygotni vylucovatel (Se,
Se) nebo heterozygotni vyluCovatel (Se, se) s pravdépodobnostmi uvedenymi v nize

uvedené tabulce.

NevylucCovatel (se, se) 0 0,25
Heterozygotni vyluCovatel (Se, se) 1 0,50
Homozygotni vylucovatel (Se, Se) 2 0,25

Vylucovatelstvi skupinove specifickych substanci ABH

Ad a) X = 1. NejCastéji 1ze oCekavat heterozygotniho vylucovatele.

SLEZSKA &
UNIVERZITA

MATEMATICKY USTAV
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https://cs.wikipedia.org/wiki/Alela
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Priklad 5.5: Modelujeme vysku chlapcti ve véku 3,5 — 4 roky. Vomwt
Vysvétlete:
1. 2% kvantil modelované nahodné veli¢iny je 93 cm.

2. Stredni hodnota modelované NV je 102 cm, smérodatnad odchylka je 4,5 cm. V
jakém rozpéti 1ze ocekavat vysku chlapcii ve véku 3,5 — 4 roky? Pro interpretaci
vyuzijte Cebysevovu nerovnost.

3. Stfedni hodnota modelované NV je 102 cm, smérodatna odchylka je 4,5 cm.
Posud’te variabilitu modelované N'V. Neni pftili§ vysoka? Pro posouzeni pouZijte
variaéni koeficient.

4. Vime, ze pro distribuéni funkci modelované NV plati: F(111) = 0,98. Co jsme se
dozvédéli?
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Dékuji za pozornost.
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