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Zéakladni poymy z teorie pravdépodobnosti

= (o je to nahodna veli¢ina (dale NV)?

Ciselné vyjadfeni vysledku nahodného pokusu.

= Jaké zakladni typy nahodnych veli¢in zndme?

Diskrétni NV (dale DNV) a spojit¢ NV (dale SNV).

= (o je to rozdéleni pravdépodobnosti?

Predpis, ktery jednoznaéné urcuje vSechny pravdépodobnosti typu P(X € M), kde
McR@.P(X=a),P(X<a),P(X >a),P(a<X <b),....kdea,b € R).
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Zéakladni poymy z teorie pravdépodobnosti

» Jak Ize popsat rozdéleni pravdépodobnosti DNV?
Distribu¢ni funkei F(x) = P(X < x), resp. pravdépodobnostni funkci P(x;).

= Jak lze popsat rozdéleni pravdépodobnosti SNV?

Distribu¢ni funkei F(x) = P(X < x), resp. hustotou pravdépodobnosti f(x).

= Jaké zakladni Ciselné charakteristiky pouzivame pro popis NV?

Stfedni hodnota E(X), rozptyl D (X), smérodatna odchylka o (X), p-kvantily x,,.
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Priklady diskrétni nahodné veliciny S

: . UNIVERZITA
u TCChl’llka. MATEMATICKY USTAV

a) pocet Sroubtl typu D10 mezi 15 vybranymi (vime-li, Ze do dodavky 200 Sroubtd D10 o

bylo omylem zatazeno 40 Sroubu typu D40),

b) pocet spravné pienesenych bitli pfedtim nez dojde ke 3. chybé (vime-li, ze
pravdépodobnost chybného pienosu bitu je 0,145),

¢) pocet skrabancti na 1 dm? lakovaného povrchu (vime-li, Ze primérné lze ofekavat 4
Skrabance na 5 m?.

*  Medicina:

a) pocet pacientt (z 20 ockovanych) u nichz byla pouzita prosla oCkovaci latka (vime-li, ze v
baleni bylo 40 davek oCkovaci latky, pfiCemz 6 z nich bylo proslych),

b) pocet dobrovolniki, které budeme muset testovat diive nez najdeme 6 darcti s krevni
skupinou A (pfedpokladejme, Ze dobrovolnici neznaji svou krevni skupinu,
pravdépodobnost vyskytu krevni skupiny (populacni frekvence) krevni skupiny A je 0,25),

c) pocet ¢ervenych krvinek v 50 ml krve muze (vime-li, Ze u primérné lze pozorovat 4,8 -
1012 ¢ervenych krvinek v 1 litru krve.

Obecné: pocet uspéchti v n (zavislych) pokusech, pocet (nezavislych) pokust do k-tého

uspechu nebo pocet udalosti v casovém intervalu, na ploSe, v objemu atd.
Pravdépodobnost a statistika I 4




Vybrana rozdéleni diskrétni nahodné veliCiny

=  Alternativni rozdéleni,

= Hypergeometrické rozdé¢lent,

=  Binomické rozd¢leni,

= Negativni binomické (Pascalovo) rozdé€leni,
=  Geometrické rozdéleni,

= Poissonovo rozdéleni.
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Alternativni rozdéleni %
SLEZSKA

UNIVERZITA

MATEMATICKY USTAV

= Nastane-li sledovany ndhodny jev A (budeme ftikat, Ze doSlo k vyskytu udalosti, vome
resp. ze doslo k uspéchu), bude mit nahodna veli¢ina X hodnotu x = 1, nenastane-li
jev A, bude mit ndhodna veli¢ina X hodnotu x = 0.

X ... pocet vyskytli dane¢ho ndhodného jevu (aspéchill) v jednom pokusu

X ~A(m)

pravdépodobnost uspéchu (parametr rozdéleni)

Pravdépodobnostni funkce:
PX=1)=nm
PX=0)=1-m

Stiedni hodnota: E(X) ==
Rozptyl: D(X) = (1 —m)
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Bernoulliho pokusy (posloupnost nezavislych pokusii) smm%

UNIVERZITA
. , MATEMATICKY USTAV
Posloupnost nezavislych pokusti majicich pouze dva mozné vysledky (tj. takovych vome

pokust, kdy tspéch v libovolné skupiné pokusii neovliviiuje pravdépodobnost
uspéchu v pokusu, ktery do této skupiny nepatii).

Pti¢emz jev A (Uspéch) nastava s pravdépodobnosti 7t a netspéch s pravdépodobnosti
1—m.
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Bernoulliho pokusy (posloupnost nezavislych pokusu)

Priklad 6.1: Predpokladejme, Ze pravdépodobnost narozeni divky je 0,49. Jaka je
pravdépodobnost toho, Ze mezi ¢tyfmi détmi v rodiné je prave jedna divka?

X... pocet divek mezi 4 détmi P(X =1)=0.26

SLEZSKA %
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MATEMATICKY USTAV
V OPAVE

D... narodi se divka, P(D) ==

D... narodi se chlapec, P(D)=1—m

005 015 025 035

(X =

—_
—/

..{DDDD,DDDD,DDDD,D D D D}
) )

S

P(ODDDD)=P(DDDD

p(x:1)=p(p§55u5055u5505u555m=()
P(X =1) =0,260
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Binomickeé rozd€leni %
SLEZSKA

UNIVERZITA

MATEMATICKY USTAV

X ... poCet uspechll v n Bernoulliho pokusech vome
X ~ Bi(n; m)

pravdépodobnost uspéchu
pocet pokusti
Pocet ptiznivych realizaci posloupnosti Bernoulliho pokusi.

n
Pravdépodobnostni funkee: P(X = k) = () -(zk (- n)”-}k
|

Pravdépodobnost vyskytu jedné piiznivé realizace posloupnosti Bernoulliho pokusti.

Stiedni hodnota: EX)=n-m

Rozptyl: DX)=n-m-(1—m)

Priklady pouziti binomického rozdéleni: pocet divek mezi 5 000 novorozenci, po¢et vadnych
vyrobku mezi 150 testovanymi, po€et nevzrostlych rostlin ze 100 zasazenych cibulek...
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Binomickeé rozdéleni - vlastnosti A%
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X ... poCet uspéchll v n Bernoulliho pokusech

= _
' ’ . . X,~Bi(n=6; 1 =0,5)
z . . X;~Bi(n=6; m=10,9)
g—' . . . o ’ :
I | | I | | |
0 1 2 3 4 5 G
X

m = 0,5 = symetrické rozdéleni

m > 0,5, malé n = negativné zeSikmené rozdéleni
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Binomickeé rozdéleni - vlastnosti A@
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X ... poCet uspéchu v n Bernoulliho pokusech

" o u

E T . * * .

o »* . .
= S | . .hl - XZN Bl(n = 60, T = 0,5)
= . A . X;~ Bi(n = 60; T = 0,9)

g N . » : '. » *

8 L ‘, Q. ’l : .

—] Mﬁimm
o

m = 0,5 = symetrické rozdéleni
m > 0,5, malé n = negativné zeSikmené rozdéleni

m # 0,5, s rostoucim n se rozd¢€leni stava vice a vice symetrickym
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Hypergeometricke rozdéleni A%
SLEZSK

UNIVERZITA

MATEMATICKY USTAV

V souboru N prvki je M prvki s danou vlastnosti a zbylych (N — M) prvki tuto vore
vlastnost nema. Postupné vybereme ze souboru n prvki, z nichZ Zadny nevracime zpét.

X ... pocCet prvkil se sledovanou vlastnosti ve vybéru n prvki

X~ H(N M;n)
Pocet ptiznivych moZnosti, tj.
pocet moZznosti jak vybrat k
prvki s danou vlastnosti z M a
: zaroven (n — k) prvka, které
uvedenou vlastnost nemaji z
(X)) (N = M) prvk.

rozsah zakladniho souboru l
pocet prvki s danou vlastnosti
rozsah vybéru

Pravdépodobnostni funkce: PI\SIX k) = T Pocet vSech moZnosti, jak vybrat
n 9
Sti‘edni hodnota: E(X) =n- N n prvki z N (nezalezi na poradi).
M M\ (N-
Rozptyl: DX)=n- v (1 — ﬁ) : (N—_rll)

Ptiklady: pocet vadnych vyrobkli mezi 13 vybranymi z dodavky 52 vyrobkili, mezi nimiz bylo 8
vadnych, pocet divek v ndhodné vybrané skupiné 5 déti ze tiidy, v niz je 8 chlapcii a 15 divek,

Rravdépodobnost a statistika I 1 2



Hypergeometrické rozdéleni A%
SLEZSK

UNIVERZITA
Piiklad 6.2: Mezi 200 jogurty uréenymi pro prodej v jisté maloobchodni prodejnd je 50 o
jogurtl proslych. Jaka je pravdépodobnost, ze vybereme-li si nahodné 20 jogurti, bude

8 z nich proslych?
X ... pocet proslych jogurtli z 20 vybranych (vybér bez vraceni)

celkem jogurth
/ 200 \
proslych jogurtt neproslych jogurta
50 150
(50) (150) pocet ptiznivych moznosti, vybirdme 8 proslych z 50 proSlych
P(X =8) = 8 12 / azaroven 12 ze 150 neproSlych
(22000) pocet vSech moznosti, vybirame 20 jogurtt z 200

Pravdépodobnost a statistika I
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Hypergeometricke rozdéleni — moznost aproximace

Je-lin/N, tzv. vybérovy pomér, mensi nez 0,05, 1ze hypergeometricke rozdéleni
nahradit binomickym s parametry na M /N.

(%< 0,05) = [H(N; M: n) ~ Bi (n; %)]

O HM=100M=30,n=30) & Biln=30 ==03) 0 H(N=100,M=30 n=5) Biln=5 1=023)
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Negativné binomicke (Pascalovo) rozdéleni

X ... pocet Bernoulliho pokusti do k-tého vyskytu udalosti (aspéchu), véetné k-tého
vyskytu X ~NB(k; n)

pravdépodobnost uspéchu
pozadovany pocet uspéchu (vyskytt udalosti)

Pravdépodobnostni funkce: P(X = n) =

=1y k-1 - py(-D-k-D) . o= (P kg (k)
\(k—l) T (1Y ) | [ (k—l) n*-(1—m)
pravdepodobnqst k — 1 tuspéchi v pravdépodobnost

n — 1 Bernoulliho pokusech A

k  k-tého tspéchu
Stiedni hodnota: E(X) = p-
k(1—-m

Rozptyl: D(X) = %

Ptiklady: pocet darcli neznajicich svou krevni skupinu, které musite testovat proto,
abyste nasli 3 darce s krevni skupinou AB; pocet cestujicich v autobusu, které musi

revizor zkontrolovat do chvile, nez najde 5 ¢ernych pasazérd, ...
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Negativné binomicke (Pascalovo) rozdé€leni A%
SLEZSK

UNIVERZITA

MATEMATICKY USTAV

Priklad 6.3: Pravdépodobnost vyskytu krevni skupiny A+ je 35%. V polni nemocnici vome
nutné potiebuji najit vojensti Iékati 3 darce krve s touto krevni skupinou. Potencialnich

darct je dostatek, nikdo z nich vSak nezna svou krevni skupinu. Jaka je pravdépodobnost,

ze pro nalezeni 3 darct krevni skupiny A+, budeme muset postupné vySettit vice nez 7 a

meéné nez 12 potencialnich déarct?

X ... poCet osob, které musime vySetfit, chceme-li najit 3 darce s krevni skupinou A+

X ~NB(k = 3; = = 0,35)
11

P(7<X<12) = z (" ; 1) -0,353 - 0,65"3 = 0,332

n=8

Pravdépodobnost a statistika I
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Geometrické rozdéleni %
SLEZSKA

UNIVERZITA

MATEMATICKY USTAV

Geometrické rozdéleni je specidlnim typem negativné binomického rozdéleni pro k = 1. vome

X ... pocet Bernoulliho pokusti do prvniho vyskytu udalosti (aspéchu), vCetné.

X ~ Ge(m)

pravdépodobnost uspéchu
Pravdépodobnostni funkce: P(X =n) = - (1 —m)" !

Stiredni hodnota: E(X) = %

(1—m)
T2

Rozptyl: D(X) =

Ptiklady: pocet volani nutnych k tomu, abychom se dovolali do radia a vyhrali cenu,
pocet fidi¢i, kteti podstoupi test na drogy do doby, nez bude nalezen prvni zdrogovany
fidic, ...

Pravdépodobnost a statistika I
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Poissonuv proces %
SLEZSKA

UNIVERZITA

MATEMATICKY USTAV

Bodovy proces oruvs

= Sledujeme chod procesu, v némz ¢as od ¢asu dochazi k néjaké vyznacne udalosti.

to t; & tn
- Registrujeme pocet udalosti N(s; t) v casovém intervalu (s; s + t)

Jako Poissonilv proces oznacujeme proces, ktery ma nasledujici vlastnosti:

= ordinarni — tj. pravdépodobnost vyskytu vice nez jedné udalosti v limitné kratkém
casoveém intervalu t — 0 je nulova. (tzv. fidké jevy),
= stacionarni — tj. rychlost vyskytu udalosti A je konstantni v pribéhu celého
sledovaného intervalu,
= beznasledny — tj. pravdépodobnost vyskytu udalosti neni zavisla na Case, ktery uplynul
od minulé udélosti.
Rychlost vyskytu udalosti A je parametrem Poissonova procesu.
Poissontiv proces 1ze obdobné jako v Casovém intervalu definovat na libovolné uzaviené prostorove
oblasti (na ploSe, v objemu).

Pravdépodobnost a statistika I 1 8




Poissonovo rozdéleni %
SLEZSKA
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Definujme si ndhodny pokus jako Poissonliv proces (nezavislé udalosti probihajici v Case i
t, s rychlosti vyskytu A; popt. nezéavislé udalosti objevujici se na ploSe t, resp. v objemu
t s hustotou vyskytu A).

X ... pocet vyskytu udalosti v uzaviené oblasti (v Case, na ploSe, v objemu)
X ~ Po(At)

@an* oMt

Pravdépodobnostni funkce: P(X = k) = o

Stiedni hodnota, rozptyl: E(X) = D(X) = At

Priklady: pocet pacientli oSetfenych béhem odpolednich ordina¢nich hodin v ambulanci ORL,
pocet defektli na zadaném vzorku materialu, pocet Zivych mikroorganismi v 1 1 vody, ...

Pravdépodobnost a statistika I l 9



Poissonovo rozdéleni %
SLEZSKA

UNIVERZITA
x}(\)'ll;i?,g'n CKY USTAV
.
o X, ~Po(At = 5)
_ o~
‘"% . ¥ se
* * .
= . ' S
™
L " @ -
[ - L] ..
g - ‘..""fftit'.!i.it'....i...t..t
| | | | | | |
0 5 10 15 20 25 20
X
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Aproximace binomického rozdéleni rozdélenim Poissonovym A%
SLEZSK

UNIVERZITA

Véta 6.1: Necht’ je X,, ~ Bi(n,m,), necht m,, € (0,1) tak, ze lim nm,, = At € (0, ), oY Y
n—-0co
necht’ X ~ Po(At). Potom plati:
lim P(X,, =k) =P(X =k)prok =0,1, ...
n—00o

Diikaz: viz Zvara a Stépan (2019), str. 66.

Pravdépodobnost a statistika I
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Aproximace binomickéeho rozdé€leni rozdélenim Poissonovym A%
SLEZSK

UNIVERZITA

MATEMATICKY USTAV

Poissonovym rozdélenim lze velmi dobie aproximovat binomické rozdéleni pro ptipad, ze Vo
pocet pokusli n je dostate¢né velky n > 30 a pravdépodobnost vyskytu udalosti (aspéchu)
je dostate¢né mala T < 0,1. V takovém pripadé je At = nm.

(n>30Am<0,1)= Bi(n, m) = Po(nn)

O Biln=40,m =03) O Po(t=12)

—

R

-

23 436789 1

ﬁiiisnn_
15 17 19 21

O Bin=40 = =01) Po(it= 4)
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Vybrana rozdéleni diskrétni ndhodné veliciny - shrnuti

Popis

Podminky

Nazev nahodné veliiny - symbolicky zapis

pocet Uspéchl
v n pokusech

nezavislé pokusy

Alternativni - A(m)

Binomicka - Bi(n, m)

zavislé pokusy

Hypergeometricka - H(N, M, n)

pocet pokusU
do k. uspéchu (vcetné)

nezavislé pokusy

Geometricka - Ge(m)

Negativné binomicka (Pascalova) - NB(k,m)

pocet udalosti
v uzavrené oblasti
(v Case, na plose, v objemu)

ordinarita, stacionarita,
beznaslednost procesu

Poissonova - Po(At)
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Dékuji za pozornost.
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