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UvVOoD

Tento text piedstavuje studijni oporu pro studium vsSech akreditovanych studijnich
programtl v navazujicim magisterském studiu na Slezské univerzité, Obchodné podnikatelské
fakult¢ v Karviné. Predmét Statistické zpracovdni dat navazuje na predmét Statistika (diive
Kvantitativni metody B) obsahujici zakladni bakalaisky kurz statistiky na SU OPF, nebo na
obdobny ekvivalentni ptedmét zdkladi statistiky v bakaldiském stupni studia na jiné VS
ekonomického zaméfeni v CR. Tento text je inovaci pfedchozi studijni opory s ndzvem
Statistika pro navazujici magisterské studium, specializované pro studenty distancni
a kombinované formy studia. Inovaci studijnich obort na SU OPF v rdmci projektu OPVK
vznikl také predmét Statistické zpracovani dat. V tomto piedmétu je kladen dlraz predevSim
na uplatnéni statistickych metod pfi zpracovani ekonomickych dat v aplikovanych
ekonomickych disciplinach, jako jsou zejména marketing a management.

Samotny ucebni text, nebo jak se fikd v moderni terminologii: studijni opora -
umoziujici studentovi plnohodnotné a zaroveinl samostatné studium — je rozclenén do 12
tematickych kapitol. Jednotlivé kapitoly odpovidaji obvyklym vyukovym tydnim jednoho
semestru a jsou pfiblizné stejné¢ obsahové rozsihlé a obtizné. Takovy rozsah uciva odpovida
klasické dvouhodinové pitednaSce v prezennim studiu na vysoké Skole ekonomického
zaméieni. V prezenénim studiu je ovSem na rozdil od kombinované formy studia pfednaska
doplnéna seminafem, kde se probrand latka aplikuje na konkrétni Ciselné piiklady, které se
fesi az k pozadovanému vysledku pomoci pocitace.

Vysokoskolské studium v piipadé predmétu Statistické zpracovdni dat vyZaduje
enormni usili studenta zaméiené na pravidelnost a vytrvalost ve studiu i samostudiu,
schopnost koncentrace na predmét, aktivni piistup spocivajici v samostatném feseni ptikladu.
V tom vSem by tato studijni opora meéla studentim kombinované formy studia pomoci
nahradit kvalitni prezencni vyuku i tlohu ucebnic a skript. Studijni opora je k tomu ucelu
vybavena urcitymi néstroji, o jejichZ funkcich byste méli byt informovéani a mohli je tudiz
ucelné vyuzivat ve svlj prospéch. Pro lepsi zvladnuti latky jsou vam v elektronické verzi
kurzu Statistické zpracovani dat k dispozici jeSté¢ doplitkové materidly v elektronické podobé.
DalS§imi podpirnymi zdroji ke studiu mohou byt klasické ucebnice a skripta a dalsi
doporucena literatura.

Predpokladem pro uspé$né zvladnuti tohoto predmétu Statistické zpracovani dat je
zvladnuti bakaldiského predmétu Statistika na SU OPF nebo odpovidajiciho zdkladniho
bakalafského kurzu Pravdépodobnosti — Statistiky, a to podle typu bakalafského studia na
n&které VS v CR. Ne viechno, co jste se v zakladnich kurzech statistiky nau&ili, zde vyuZijete,
fada véci tam prezentovanych méla jiny tcel. Rozhodné se vam vSak vyplati nabyta schopnost
piresného a logického uvazovani, nezbytnosti je téz zvladnuti matematické symboliky
a zékladnich partii teorie pravdépodobnosti a zdkladl inferencnf statistiky.

Nyni néco k obsahu predmétu Statistické zpracovani dat. Presnéjsi nazev predmétu by
znél: Vybrané statistické metody zpracovani dat pro ekonomy, nebo jesté¢ jinak: Vybrané
statistické metody zpracovani dat a jejich pouziti v marketingu a managementu. To jsou totiz
vyznamné oblasti uplatnéni statistickych metod, snimiZ se absolventi Obchodné
podnikatelské fakulty SU cCasto v praxi setkdvaji. Obsahem kapitol 1 a 2 je analyza rozptylu -
ANOVA, kapitoly 3 az 6 jsou vénovany regresni analyze - jednoduché 1 vicerozmérné,
zbyvajici kapitoly 7 az 12 se vénuji analyze ekonomickych casovych fad, ty jsou
v ekonomickych disciplinich mimotfddn¢ vyznamné. Béhem studia budete vyuzivat k feSeni
uloh zndmého programu Excel, s nimZ jste pracovali jiZ v pfedmétu Statistika.

Odmeéna, kterd vés na konci studia naSeho pfedmétu ocekdva, stoji za to: je to pocit, Ze
jste prekonali néco vyznamného, Ze jste se pienesli pfes piekazku, za niZ se nachdzi svét



profesiondlti, ktefi rozuméji odbornym metoddm a postupiim, jeZ jsou obycejnym
smrtelnikiim nepiistupné. Ziskany nadhled vdm umozni snadné&ji pochopit a osvojit si
praktické zdsady analyzy informaci, jimiZ jsme vSichni dnes zahlceni a v nichZ je ndm urceno
Zit.






Jaroslav Ramik a Radmila Stoklasovd; STATISTICKE ZPRACOVANI DAT

1 ANALYZA ROZPTYLU (ANOVA) - JEDEN FAKTOR

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Jednofaktorovda metoda ANOVA, kterou prokazujeme zavislost hodnot znakti Y na faktoru X,
pro né€zZ jsou k dispozici prisluSnd data, spociva v tom, Ze celkovou variabilitu méfenou souctem
¢tverct odchylek od celkového priméru rozdélime na variabilitu uvnitt jednotlivych vybéra a
na variabilitu mezi jednotlivymi vybéry. Cilem, k némuz sméfujeme, je bud’ pfijmout nulovou
hypotézu o vzdjemné nezdvislosti ¥ na X, nebo ji zamitnout (na zvolené hladin¢ vyznamnosti).
Jedna se tedy o béZny statisticky postup nazyvany testovani statistickych hypotéz, zndmy ze
zakladniho kurzu statistiky. V piipad¢ pfijeti nulové hypotézy vyvozujeme nezédvislost hodnot Y
na X, v opacném piipadé konstatujeme, Ze ¥ na X zavisi. V této kapitole se naucite, jak tento test
statistické hypotézy konkrétné provést: jak vypocitat hodnotu testového kritéria a piislusnou
kritickou hodnotu a jak vyvodit z té€chto hodnot ptisluSny zavér tykajici se eventudlni zavislosti
nebo nezavislosti hodnot znaku Y na faktoru X.

Analyza rozptylu umoZznuje ovéfit vyznamnost rozdilu mezi vybérovymi prumeéry
vétsiho poctu ndhodnych vybér, umoziuje posoudit vliv riznych faktorii na hospodaisky
proces charakterizovany kvantitativnim statistickym znakem. TaktéZz dovoluje hodnotit G¢inky
ruznych piijatych hospodéiskych opatieni. Zakladni mysSlenka analyzy rozptylu spociva
v rozkladu celkového rozptylu na dil¢i rozptyly pfislusejici jednotlivym vliviim, podle nichZ
jsou data roztiidéna. Krom¢ dil¢ich rozptyli je jednou slozkou celkového rozptylu tzv.
rezidudlni rozptyl, zptisobeny nepostizenymi vlivy. Podle poctu analyzovanych faktora
rozliSujeme jednofaktorovou, dvoufaktorovou a vicefaktorovou analyzu rozptylu. VSeobecné
pouzivané oznaCeni ANOVA je akronymem anglickych slov ,,ANalysis Of VAriance*
(doslovny preklad: analyza rozptylu).

Formdln¢ vzato je ANOVA, at’ jednofaktorovd nebo vicefaktorovd, testem statistické
hypotézy, s nimz jste se seznamili v zdkladnim kurzu statistiky. Klasickd ANOVA vychézi,
jak uvidite, z predpokladu normality rozdéleni hodnot daného faktoru. Pokud je takovy
pfedpoklad neudrzitelny, 1ze pouZzit jiného typu ANOVA, konkrétné Kruskal-Wallisovu verzi
ANOVA. Jednofaktorovou ANOVA se zabyva tato kapitola, vicefaktorovd a Kruskal-
Wallisova ANOVA je obsahem kapitoly nédsledujici.

V tomto studijnim textu piedpokldddame, Ze Ctendf ma k dispozici verzi Excel 2007,
eventudlné vyssi, pro osobni pocita¢ typu PC s operanim systémem typu Windows. Pro
zjednoduSeni price je vhodné mit aktivovany dopliiky ,,Analyza dat“ a ,ReSitel“ ve sloZce
,Data“ (viz Obr.1.1)

Obrazek 1.1

Data Revize Zobrazeni (7
ipojeni Rz ]_? i zat I mm A i) Qr.j @r= :1 *= | [flq Analjza dat

! AR == ERERE i B e e G S Bl s

% Sefadit | Filtr Y 1 Text do Odebrat Ovéfeni Sloudit.. Analjza | Seskupit.. Oddélit.. Souhrn
A# Upfesnit sloupcd... stejné  dat~ hypotéz - - -

eni sefadit a filtrovat Datové nastroje Osnova F} Analjza

Zdroj: Vlastni zpracovdni.

V piipadé, Ze tyto dopliiky nejsou ve sloZce ,,Data®, lehce je nainstalujete timto
postupem:

»Tlacitko Office — ,,MoZnosti aplikace Excel® — ,Dopliky“ — ,Pfejit...*
a v dialogovém okné zaskrtnout polozky ,,Analytické ndstroje* a ,,ReSitel* (viz Obr. 1.2).
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Obrazek 1.2
Doplriky
Dopliiky k dispozici:
s K
[ Analytické nastroje - VBA
[Cinternet Assistant — VBA e

[ Mastroje pro ménu euro

[C| Prévodee podmingnym sougtem =
Frochazet...

[C] Pravodee vyhledavanim Prochaze

Resitel

- =0
3

Automatizace...

Analytické nastroje
Obsahuje nastroje pro analyzu statistickych a inZenyrskych
dat.

Zdroj: Vlastni zpracovdni.

Kromé dopliiki ,,Analyza dat“ a ,ReSitel“ tabulkovy procesor MS Excel disponuje
Sirokym spektrem statistickych funkci. VSechny funkce procesoru MS Excel pouzité

v nésledujicim textu budou znaceny ve tvaru: =FUNKCE(proménndl;...; proménnd N) se
znaménkem ,,=“ na zaCitku; pouZiti analytického ndstroje bude znaCeno podobnym
zpusobem.

1.1 NEZAVISLY A ZAVISLY FAKTOR

Casto se vyskytuje situace, kdy mame k nezavislych ndhodnych vybéri které obecné
nemusi pochdzet z jednoho zdkladniho souboru, nebo jinak feceno, nemusi byt stejného typu,

s rozsahy, tj. poéty prvkil n,,n,,...,n, . Cislo k miZe byt libovolné podle konkrétni situace,
napft. 2, 3, 4, ... Tyto rozsahy vybérli rovnéZ nemusi byt stejné, v kazdém z nich budiZ zndm
primér X, , a také rozptyl s, i = 1,2,....k. V praktickych situacich obvykle tyto vybéry
vzniknou tak, Ze zdkladni soubor rozdélime podle urcitého statistického znaku X do k skupin,
napf. vékovych, v kazdé z nich pak mdmen, prvka, i = 1,2,....,k. Znak X pak oznacujeme jako
nezavisly faktor, jehoz hodnoty pfedem stanovime, stanovime napt. vékové skupiny takto: do
18 let, 19 az 29 let, 30 az 59 let, 60 a vice let, v tomto piikladu je k = 4. Hovotfime proto Casto

o faktoru kontrolovaném. Dalsi piiklady faktor: velikost rodiny, mésicni piijem rodiny,
velikost podniku, typ ekonomické cinnosti, apod. Hodnotami faktoru X jsou obvykle
kvalitativni (neciselné) veliciny, oznaCujeme je symbolicky x,,x,,...,x, . Tyto hodnoty mohou,
ale nemuseji byt nutné vzdjemné uspotradany.

Faktor X, jeZ nabyva k kvalitativnich hodnot, miiZe, ale nemusi ovliviiovat hodnoty
statistického znaku Y, o kterém ptfedpoklddame, Ze md na rozdil od X kvantitativni (tedy
¢iselnou) povahu.

Cilem ANOVA je prave prokazat, Ze hodnoty kvalitativniho znaku X ovliviiuji hodnoty
kvantitativntho znaku Y- zdvislého faktoru. Hodnoty znaku Y, které piisluSi hodnoté x;,

faktoru X, oznaCujeme y,,y;,..., ¥, - Pro analyzu rozptylu je vyhodné uspofadat vychozi
udaje do prehledné tabulky, viz Tab. 1.1.
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Princip metody ANOVA, kterou prokazujeme zdvislost ¥ na X, spociva v tom, Ze
celkovou variabilitu méfenou souctem ctvercii odchylek od celkového primeéru rozdélime na
variabilitu uvnitf jednotlivych vybéri a na variabilitu mezi jednotlivymi vybéry.
V nésledujicim odstavci tento postup upiesnime.

Cislo Zjisténé hodnoty sledovaného znaku | Pocet prvki | Primér | Rozptyl
vybéru

1 Yirs Yizseeos YVijoeeos Yin n, Vi 512

2 y21’yzz"“’yz_j""’y2n2 n, yz 522

i Yits Yizsees Vijoeeos Yim, n; i Si2

k ykl’ykZ""’ykj""’yknk nk yk Sk2
Celkem n y s?

Tab. 1.1. Schéma vychozi tabulky analyzy rozptylu pro jeden faktor

Zdroj: Vlastni zpracovdni.

1.2 PREDPOKLADY ANALYZY ROZPTYLU S JEDNIiM FAKTOREM

Predpokldddme, Ze faktor X ma k drovni (hodnot x;), s i€inkem na znak Y, ktery lze
vyjadiit vztahem:
u=u+ta ,i=12,...k
kde 4, je primér znaku Y v i-té skupiné (pfislusné k hodnot¢ faktoru x,),
M je celkovy pramér znaku Y,
«; je efekt hodnoty faktoru x; na znak Y.

Formulujeme nyni nulovou hypotézu Hy, Ze vSechny vybéry pochéazeji ze stejné zakladni
populace (zdkladniho souboru), jinak feceno, Ze hodnoty faktoru X nemaji na hodnoty znaku
Y zadny efekt (vliv).

Budeme dale predpoklddat, Ze hodnoty &, pochdzeji z normdilné rozdélené populace
s nulovou stiedni hodnotou a konstantnim rozptylem o.

Formulujeme nulovou hypotézu:

Ho: E(o,)=E(e,)=...=E(a,)=0,

proti alternativni hypotéze, Ze Hy neplati, tudiz alespon pro dvé poloZky, napft. i a j, plati:
H; : E(e,)#Ele,).
Symbolem E (ai) oznacujeme stiedni hodnotu néhodné veliCiny ¢;. Predpoklad
konstantntho rozptylu pro vSechny veli¢iny ¢, je podstatny, je ho moZno ovéfit statistickym

testem, a to bud’ tzv. Bartlettovym testem, s nimZ se seznamite pozd¢ji. Normalitu rozdéleni
veli€éin ¢, lze taktéZ ovéfit piisluSnym testem, napt. Chi-kvadrdt testem dobré shody,
zndmym ze zdkladniho kurzu statistiky, viz Ramik (2003). V praxi obvykle piedpokladdme

(na podkladé vécné znalosti problému), Ze zminéné dva pfedpoklady jsou automaticky
splnény a pii aplikaci ANOVA je jiz obvykle neovéfujeme.

-11 -



Analyza rozptylu (ANOVA) — jeden faktor

Cilem, k némuz smétujeme, je bud’ prijmout nulovou hypotézu Hy, nebo Hy zamitnout
(na zvolené hladiné vyznamnosti). Jedna se tedy o bézny statisticky postup nazyvany testovdani
statistickych hypotéz, znamy ze zdkladniho kurzu statistiky, viz Ramik (2003). V ptipad¢
piijeti nulové hypotézy vyvozujeme nezavislost hodnot faktoru Y na faktoru X, jinak feceno:
faktor Y na faktoru X nezdvisi. V opacném piipadé (pfi zamitnuti Hy), konstatujeme, Ze faktor
Y na faktoru X zdvisi, neboli faktor X ovliviiuje Y.

1.3 POSTUP PRI ANALYZE ROZPTYLU S JEDNIM FAKTOREM

Celkovou variabilitu znaku Y zmétime vybérovym rozptylem

E50,-5)

n—1

(1.1)

S

V souvislosti s analyzou rozptylu se budeme zabyvat pouze Citatelem vySe uvedené¢ho
zlomku, totiz souctem Ctvercl odchylek zjiSténych hodnot y,od celkového priméru y,

pricemz primér vypocitime podle znamého vztahu: secteme vSechny hodnoty a vysledek
podélime jejich poctem, tedy

I LI
y=;22yzj-
i=1 j=1

Tento celkovy soucet ctvercii budeme oznaCovat symbolem S, tj.

n;

S, =22 -5F . (12)

i=1 j=1

Celkovému souctu ¢tverct piislusi pocet stupiii volnosti df, =n — 1.

Variabilitu mezi skupinami budeme métit meziskupinovym souctem ctvercii S ktery

y,m?

definujeme nasledovné
k
Sym= Zni(yi - y)z . (1.3)
i=1

Meziskupinovému souctu ¢tverct prislusi pocet stupna volnosti df,, =k — 1.

Variabilitu uvniti skupin oznacujeme jako vnitroskupinovou, nebo také rezidudlni
a pouzivame pfitom oznaCeni S, pfiCemZ definujeme vnitroskupinovy (rezidudlni) soucet
ctvercii takto
K on
S =22 - F (1.4)
i=l j=1

Vnitroskupinovému souctu ¢tvercii piislusi pocet stupiti volnosti df, = n — k.

Aritmetickymi Upravami vysSe uvedenych vzorct lze snadno dokdzat zdkladni vztah
analyzy rozptylu, totiz, Ze celkovy soucet Ctvercu je roven sumé meziskupinového
a vnitroskupinového souctu ctvercu, symbolicky:

S, =S,,.+S,,. (1.5)
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Pro ovéfeni nulové hypotézy Hy pouZijeme statistiku:

Sy,m Sy,m
_ k=1 _4df, 1.6
F = s.Ts (1.6)
n—k df,

kterd ma pfi platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdéleni F(k—1,n—k). Kritické
hodnoty Fisherova rozdéleni F), (dfl,dfz) jsou tabelovany pro rtuzné hodnoty hladiny
vyznamnosti & a rizné hodnoty parametrti (stupiii volnosti: degree of freedom) df; a df> .
Ne&kdy se namisto kritickych hodnot tabeluji kvantily Fisherova rozdéleni F', (dfl,dfz).
Vztah mezi kritickymi hodnotami a kvantily je jednoduchy:

F(x(dfl’de) = Fllia(dfl’dfz)'

Napt. 5-ti procentni kritickd hodnota je rovna 95-ti procentnimu kvantilu pfi stejnych

hodnotach parametra df; a df.

Pro vypocet kritickych hodnot 1ze vyuZzit Excelu. Postupuje se pfitom takto: v hlavnim
menu postupné vybirate: VloZit — Funkce — Statistické — FINV (&, df; ; df>).
Postup testovani hypotézy Hy charakterizujeme nasledujicimi 3 kroky:

Krok 1. Zvolte hladinu vyznamnosti ¢ kterd pfedstavuje chybu 1. druhu,
tj. pravdépodobnost zamitnuti sprdvné hypotézy. Praktické hodnoty hladiny vyznamnosti &
jsou: 0,1, 0,05, 0,01, nebo-li v procentech: 10%, 5%, 1%.

Krok 2. Vypoctéte hodnotu statistiky F podle vzorce (1.6), pficemZ pro hodnoty
meziskupinového souctu ¢tverci S, a pro vypocet vnitroskupinového souctu Etverci S,

pouzijte vzorce (1.3) a (1.4). Vypocetné¢ vyhodné&jsi, napt. pro vypocet na kalkuladce, jsou
ndsledujici vzorce:

2
k n 1 k n
S, =2 yﬁ—;(zzyi,} : (1.7)
k 1 k 2
sy,m=Znif—;(ZZy[,] : (1.8)

Kvypoctu S, lze vyuzit zdkladnitho vztahu (1.5) a pravé uvedenych vztahi (1.7)
a(1.8):

Krok 3. Porovnejte hodnotu statistiky F' vypoctené v Kroku 2 s kritickou hodnotou
F, (k—1,n—k). Vysledek tohoto porovnani miiZze byt dvoji:
L Plati F< F,(k—1,n—k).
Potom se nulova hypotéza Hy prijimd (nezamitd) a tudiZ se konstatuje, Ze

hodnoty faktoru X nemaji na hodnoty znaku Y statisticky vyznamny vliv (na zvolené
hladiné vyznamnosti). Jinak feceno, faktor X je neiicinny.
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II. PlatiF> F,(k—1,n—k).
Potom se nulova hypotéza Hy zamitd, ptijima se hypotézu alternativni H;, a tudiz se
konstatuje, Ze hodnoty faktoru X maji na hodnoty znaku Y statisticky vyznamny vliv. Jinak
reCeno, faktor X je ucinny.

Podati-li se vySe uvedenym testem prokdzat, Ze hodnoty faktoru X maji na hodnoty
znaku Y statisticky vyznamny vliv, mohou nés zajimat dalsi informace o tom, které skupiny se
vyznamn¢ odliSuji od priméru, eventudlng jak skupinové pruméry setadit, piipadné zaradit do
spole¢nych celkll. V krajnim piipad¢ by se totiz mohlo stit, Ze vyznamnost rozdilnosti k
skupin zpusobuje jedind skupina a ostatni skupiny se navzajem nelisi. Touto problematikou se
zabyvaji metody tzv. simultdnniho testovdni, z nichZ nejzndmg&;jsi je metoda Shaffeho. Vy se
touto problematikou zde nezabyvat nebudete, zdjemce odkazujeme na literaturu, viz napf.
Andél (2007).

Metoda analyzy rozptylu je zaloZena na piedpokladech shody rozptyla v jednotlivych k
skupinach. Pokud jsou pfedpoklady splnény, pak popsand metoda ANOV A poskytuje nejlepsi
vysledky — je nejucinnéjsi. Neni-li tento pfedpoklad splnén, pak pouziti vySe uvedeného testu
muzZe poskytnout nespravny vysledek. V takovém piipad¢ lze pouzit jiné metody, napf.
Kruskal-Wallisova ANOVA, kterd pouzivd Chi-kvadrat test, s niZz se sezndmite v piiSti
kapitole.

V Excelu jsou k dispozici funkce, které umoziuji fesit jednofaktorové i vicefaktorové
ulohy ANOVA. Naleznete je v hlavnim menu: Néstroje — Analyza dat - ANOVA: jeden
faktor... V tomto textu se s nimi naucite pracovat.

1.4 MIRA TESNOSTI ZAVISLOSTI

Variabilita podminénych (skupinovych) primérti y, kolem celkového priméru y je
zpusobena zavislosti znaku Y na znaku X. Tuto variabilitu jsme vyjadfili meziskupinovym
souCtem Ctvercd S . Variabilita znaku Y uvnitf jednotlivych skupin — vyjddiena
vnitroskupinovym (reziduédlnim) souctem Ctvercit S, , je zplisobena jinymi (neuvazovanymi)
Giniteli. Cim vetsf je S s » UM VET je tésnost zdvislosti znakd X a Y. ProtoZe vSak jsou
jednotlivé soucty Ctverct vzdjemné vazany vztahem (1.5), Ize miru tésnosti zavislosti vyjadfit

jako podil meziskupinového a celkového souctu Ctvercli. Zavadime proto jako miru tésnosti
zavislosti znaku Y na znaku X pomeér determinace P? takto:

p? =2, (1.9)
Odmocninu z poméru determinace P nazyvame pomer korelace.

Vv s

Pomér determinace nabyvéa hodnot z intervalu [0,1]. Cim tsn&j3i je zdvislost ¥ na X,
tim vice se hodnota poméru determinace blizi k 1, tim vice se také vnitroskupinovy soucet
¢tvercti blizi k celkovému souctu ¢tverctll, pficemz meziskupinovy soucet ¢tverct se blizi k
nule. Naopak, ¢im vice se pomér determinace bliZi k 0, tim menSi ¢ast z celkového souctu
¢tvercl tvoii meziskupinovy soucet Ctvercli (na ukor vnitroskupinového), a tim mensi je
tésnost zdvislosti znaku Y na X. Zptusob vypoctu determinacniho a korelaéniho poméru si
procvic¢ite na numerickych piikladech. V Excelu bohuZel funkce pro vypocet poméru
determinace nebo korelace chybi, musi se proto k vypoctu pouZit vzorce (1.9).
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Uvédomte si viak, e pomér determinace P* je ndhodnd veli¢ina (jakoZto podil dvou
veli¢in — souctu Ctverci, které jsou samy ndhodnymi veli¢inami), proto mize byt vysledkem
kladné Cislo 1 v pripad€, Ze vysledkem ANOVA je fakt, Ze zkoumany faktor neni statisticky
vyznamny, neboli sledovana veli¢ina na faktoru nezavisi. V takovém piipad¢ by logicky mélo
platit, Ze pom¢r determinace P’ je nulovy, tj. P? = 0. Tento zdanlivy rozpor vysvétlujeme
statistickym pfistupem: testem statistické hypotézy. V tomto ptipad¢ je nulovd hypotéza
Ho: P* = 0. Jako testové kritérium se pouZzije statistika F ze vzorce (1.6).

Pokud plati FF < F, (k—1,n—k), potom se nulovd hypotéza Hy piijimd (a tudiz
konstatujeme, Ze hodnoty faktoru X nemaji na hodnoty znaku Y statisticky vyznamny vliv na
zvolené hladin¢ vyznamnosti) a pomé&r determinace (samoziejmé i pomér korelace) je roven
nule, jinak feceno, je statisticky nevyznamny.

V opacném piipadé se nulovd hypotéza zamitd a pomér determinace je statisticky
vyznamny. Hodnota poméru determinace i poméru korelace je nenulova. V tom piipadé ma
smysl hovofit o sile zavislosti veli¢iny Y na faktoru X.

RESENY PRIKLAD 1.1

Na testovacim okruhu byla testovdna primérnd spotieba tii automobill téze tiidy
riznych vyrobci Skoda, Renault a Fiat. Ridi¢ absolvoval skazdym automobilem
5 testovacich jizd. Tabulka ukazuje spotfebu benzinu na 100 kilometrt v jednotlivych jizdéach.

A utomobil Spoti‘eba
Skoda |74]78 68 76 81
Renault | 6,7 | 72 83 7,1 75
Fiat 68169 73 79 76

Na hladiné vyznamnosti & = 0,05 zjistéte, zda ma typ automobilu vliv na spotfebu
benzinu. V kladném piipadé€ vypoctéte determinacni a korelacni pomér.

ReSeni:
Chceme zjistit zavislost znaku Y (primérnd spotfeba) na jediném znaku X (vyrobce
automobilu). Provedeme proto jednofaktorovou analyzu rozptylu.

Faktor X ma tfi hodnoty: x; = Skoda, x, = Renault, x; = Fiat, tzn. k = 3, s pocty hodnot
ny=n; =n3 =35 v kazdé z nich budeme testovat nulovou hypotézu
Ho: E(an) = E(o,) = E(o») =0, tj. primérna spotieba je u vSech vozidel stejna.
Alternativni hypotéza H; je negaci nulové hypotézy.

Nejprve vypocitdme podminéné priméry y,, y,, y;

5
Zyu

yl _ j=1 =7,4+7,8+...+8,1=7’54
5 5
25:
Yaj
_ = T+72+...+7,
y2=/l =6, > 527,36
5 5
ZS:
Y3j
- A ! =6,8+6,9+...+7,6=7,3

3

5 5
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a celkovy pramér znaku Y

_ Zyij
y:
n

74+78+..+7,6 3
15 B

74 .
Dile vypocitime pomoci vztaht (1.2), (1.3), popt. (1.7), (1.8) soulty S, a S,,,.
305
_ =2 _ 2 2 2
S, = ZIZIQJ ~ ) = (14-TH + (18- T4 +..+@81-74)% +
i=1 j=

+(6.7-74)" +(12-74)+..+(75-74)% +
+(68-74)+.+(71,6-74)* =34

3
S = 2y =2 =55, = 1) +5(7, - ) +5(5; - 7)? =
i=1

=5(7,54-74)> +5(7,36—-7.4)* +5(7,3-7,4)* =0,16.

Soucet Sy, md k - 1 stupiii volnosti, v naSem piipadé df,, =3 -1 =2.
Pomoci souctll Sy a S,,, dopocitdme soucet Sy,, nebot’ S, = Sy, + Sym.
Proto

Sy =8y—Sm=34-0,16=3,24.
Soucet Sy, md n — k stupiitt volnosti, proto df, = 15 -3 =12.

Testové kritérium F vypocitdme podle vztahu (1.6):

S, 016
_k=1__2 _
F = s, ~ 324 0,296.
n—k 12

Pro stanoveni kritického oboru C najdeme v tabulkdch kritickych hodnot
Fok — 1, n — k) kritickou hodnotu Fys(2, 12) = 3,89 (ovéite v Excelu pomoci funkce FINV).
Kriticky obor je proto interval od 3,89 do nekonecna, tj.
C =(389,4+).

Ziejmé plati 0,296 < 3,89, tzn. F' ¢ C, proto nulovou hypotézu Hy pfijimame.

Znamena to, Ze faktor X-vyrobce automobilu je netd¢inny nebo-li, Ze primérnd spotieba
benzinu neni statisticky vyznamné ovlivnéna vyrobcem automobilu. Pomér determinace
1 korelace je tedy O.

-16 -



Jaroslav Ramik a Radmila Stoklasovd; STATISTICKE ZPRACOVANI DAT

RESENY PRIKLAD 1.2

Rozhodnéte, zda velikost vynosi petrzele (faktor Y) zavisi na pouZzitém druhu hnojiva

(faktor X). Pokud zdvisi, pak pomoci determinacniho poméru zjistéte té€snost této zavislosti.
Data jsou uvedena v nasledujici tabulce, pouzijte hladinu vyznamnosti 0,05.

Hnojivo Vynosy (1kg/10 m®)
A 40 42 45 40 44 47
B 76 75 82 68
C 60 58 62 64 70
ReSeni:

U tohoto piikladu si ukdzeme feSeni s pomoci Excelu. Nejprve vSak piiklad vyiesime

klasickym postupem.
K vypoctu hodnot soucti ctverct Sy, a Sy, potfebujeme znit celkovy primér y

a podminéné priméry y,,y,, y; .
6
20 A0+ 424...+47

— =l

43,

N n, 6
v, =75,25;y, =628,
3

any;
pr _43-6+75,25-4+62.8-5

n 15
Nyni jiz miZeme vypocitat soucty Sy, a Sy, podle vztahi (1.2), (1.3)
S, = Z(yi]. —3)? =(40-582)" +...+(47-582)" +

ij

=58,2.

y:

+(76—582)" +...+(68—582)> +
+(60—582)" +...+(70—-582)> =28784.

3
S, =30 (3, — ) =6(43-582)7 +4(7525-58,2)° +5(628—582)* = 265485.
i=1
S 2654,85

c P _ k-1 _ 2
Hodnota testového kritéria je F = s, = 2878.4-2654.85

=71,26.

n—k 12

Kritickd hodnota je Foos(2, 12) = 3,89 a je mnohem mens$i nez hodnota testového
kritéria F. Proto nulovou hypotézu zamitidme a konstatujeme, faktor hnojiva vyznamné

ovliviiuje hodnoty vynost petrzele.
Hodnotu determinaéniho poméru P* zjistime dosazenim hodnot Sym a Sy do vztahu (1.9).

, 265485

= =0,92.
2878,4

Hodnoty determinacniho poméru blizké 1 svéd¢i o vysoké zdvislosti faktoru Y na
faktoru X. Hodnota 0,92 proto znamend, Ze zdvislost vynosl petrZele na pouZitém druhu

hnojiva je vysoka.
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Reseni pomoci Excelu:

Nejprve je zapotiebi pfipravit v Excelu data. Jednotlivé hodnoty y;; pro faktoru Y pro
hodnotu x; faktoru X uspotdddme do tadkd, podobné jako v tabulce v zaddni. V prvnim
sloupci umistime kvli lepsi orientaci ndzev hodnoty faktoru (popisky) x;, v tomto piipadé
nazev hnojiva: A, B, C. Data ve worksheetu Excelu vypadaji tedy napiiklad takto:

A B C D E F G H
1]A 40 42 45 40 44 47
2 |B 76 75 82 68
3|C 60 58 62 64 70
4

Data je mozné uspotadat také do sloupct, ptfitom do prvniho fddku umistime ndzvy
hodnot faktoru X (popisky). To je vyhodné zejména u velkého mnoZzstvi dat, tj. pro velkou
hodnotu poctu dat n.

Déle otevieme v hlavnim menu postupné polozky:

Data — Analyza dat... - ANOVA: jeden faktor

Pokud se tam poloZzka Analyza dat nevyskytuje je ji zapotiebi doinstalovat (viz zacitek
této kapitoly).

Zvolite-li pak prvni poloZku ANOVA: jeden faktor, otevie se zaddvaci okno, kde
postupn¢ zadate:

Vstupni oblast: $A$1:$G$3

SdruZit: zakliknete tlaéitko Rddky (je mozné uspofadat data do sloupcli, pak oviem
zakliknete tlacitko Sloupce

Popisky v prvnim sloupci — zakliknete

Alfa: 0,05 (hladina vyznamnosti je predvolena, 1ze ji v§ak zménit)

Vystupni oblast: $A$5 (levy horni roh vystupni oblasti)

Potvrdite OK

Obdrzite nésledujici vystup, kterého “levy horni roh” zacind v buiice A5 nadpisem
Anova jeden faktor:
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!!> Seditl - Microsoft Excel -8B X
om VI ni  RozloZeni stranky Ve Revize  Zobrazeni  Vijugisgi @ - = X
. ﬁ %) &=

) @ &) sl E ]]7 qu ﬁ' @ iﬁlf”vﬁ'?ﬂ dat
, __ ] ‘o Resitel
Naﬁl’st Aktualizovat = Al Sefadit | Filtr 7 Text do  Odebrat o Osnova
externi data = vse T i sloupct.,  stejné P w
Pripojeni Sefadit a filtrovat Datové nastroje Analjza
K4 - % | ¥
A B C D E F G H 1 J

1A 40 42 45 40 44 a7

2 |B 76 75 82 68
3 |C 60 58 62 64 70

4

5 Anova: jeden faktor
6
7 |Faktor
g8 | Vybér Podet | Soudet Primér = Rozptyl
g A ] 258 43 g =

10 |B 4 301 75,25 32,91667

11 |C 5 314 62,8 21,2

1l

13

14 | ANOVA

15 rof varigbil S5 Rozdil MS F Hodnota P F krit

16 [Mezivybé 2654,85 2 13274325 71,2552 2,19E-07 3,885294

17 |[VSechnyv 223,55 12 18,62917

18

19 Celkem 28784 14

M 4 b M| Listl List2 List3 %] [ il
Pipraven | 3 UE =] 100 %

V prvni tabulce s ndzvem Faktor jsou uvedeny zdkladni statistické tdaje o datech:
Pocet, Soucet, Prumér a Rozptyl.

Ve druhé tabulce nazvané ANOVA jsou uvedeny vypocty metodou ANOVA, jednotlivé

polozky maji nésledujici vyz

nam:

Mezi vybéry = meziskupinovy
Vsechny vybéry = vnitroskupinovy

Celkem = celkovy

SS = Soucet ¢tverct (Sum of Squares)
Rozdil = stupeii volnosti (DF — Degree of Freedom)
MS = Pramér ¢tvercti (Mean Square)

F = testové kritérium =

71,25

Hodnota P = Signifikance (p-hodnota) = 0,000000219 < 0,05 = &

F krit = kritickd hodno

ta rozdéleni F = 3,89

Hodnoty ziskané feSenim v Excelu jsou stejné jako pti pouziti ,,ruéniho* vypoctu, proto
1 z4avery jsou stejné. V Excelu mdme navic vypoctenu p-hodnotu testu (tzv. signifikanci),
ktera, pokud je mens$i neZ zvolend hladina vyznamnosti ¢, znamend, Ze nulovou hypotézu
zamitdme. V opacném piipadé nulovou hypotézu nezamitdme (pfijimame).
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E 1.5 SAMOSTATNE UKOLY

1.1 Pan Novdk miZe jet do zaméstndni Gtyfmi roznymi trasami. Ctyfikrit projel
jednotlivé trasy a zaznamenal si dobu, po kterou jel do zaméstndni. Na hladiné vyznamnosti
a= 0,01 zjistéte, zda zalezi na tom, kterou trasou pojede.

Cesta 1 Cesta 2 Cesta 3 Cesta 4
22 27 26 28
26 29 33 30
25 26 25 32
30 28 30 26

1.2 Ucitel fyziky zkoumal, jaky vliv ma druh zkuSebniho testu na jeho uspésnost.
Vytvoril tfi typy stejné obtiZnych testli a ndhodné je rozdal mezi studenty ve tfidé. Tabulka
uvadi bodové zisky studentli v jednotlivych testech. Na hladin€ vyznamnosti &= 0,05 zjistéte,
zda ma typ testu vliv na uspésnost student.

Typ testu
T1 T2 T3
75 72 64
90 78 78
70 94 70
90 78 90
85 50

1.3 Ve vepiiné zjistovali, jestli vdhové pfirastky vepiti zdvisi na pouzZitém druhu
krmiva, ¢i nikoli. Na hladin€ vyznamnosti &= 0,05 rozhodnéte, zda jsou vahové pririistky pro
riznd krmiva rizné, eventudlné zjistéte, ktery druh krmiva dava nejmensi vahové piirastky.

Krmivo
A B C
21,5 19,9 23,7
22,8 24,3 22,5
26,3 20,1 20,6
24,2 20,9 21,4
25,6 21,1
28,1

1.4 Vyroba soucdstek mtze v podniku probihat na jednom ze Ctyt rozdilnych stroji.
I kdyz kazdy stroj provadi stejné operace, md kazdy sva specifika. Na hladiné vyznamnosti
a= 0,01 testujte hypotézu o tom, Ze pocet vyrobenych soucastek neni ovlivnén volbou stroje.
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Stroj
A B C D
93 108 123 133
98 153 143 163
80 123 150 168
88 158 165 145
60 143 140 130

1.5 Skolsky dfad Karvind chtél srovnat troveii znalosti maturantli gymnazii okresu
Karvina. Za timto tcelem byl vytvofen test zahrnujici otdzky ze vSech oblasti u¢iva a zadan
ndhodné vybranym studentl jednotlivych Skol. Bodové vysledky studentli jsou uvedeny
v nasledujici tabulce.

Gymnazium | Gymnazium |Gymnazium| Gymnazium| Gymnazium
Karvind | Cesky Té&in| Bohumin | Orlova Haviiov
79 62 74 73 86
86 54 81 67 52
49 88 64 59 61

72 76

a. Na hladiné vyznamnosti &= 0,05 zjistéte, je-li primérna drovenl maturantii jednotlivych
Skol stejna.
b. Jak ovlivni vysledek prizkumu zména hladiny vyznamnosti na 0,017

1.6 RESENI UKOLU, VYSLEDKY

1.1 F=1,0 Fkrit=5,95 p-hodnota = 0,43 — Hy pfijimame (je jedno, kterou cestu zvoli).
1.2 F=143 Fkrit=3,98 p-hodnota = 0,28 — Hy pfijimdme (typ testu nemd vliv na dspéch).
1.3 F=4,7 Fkrit=3,89 p-hodnota= 0,03 — Hy zamitdme (krmivo ma vliv, nejvice A).

14 F =15,02 F krit = 5,29  p-hodnota = 0,000 — Hy zamitime (typ stroje ma vliv).

1.5a) F=0,12 Fkrit=3,26 p-hodnota = 0,97 — Hy pfijimame (Skola nema vliv).
b) F=0,12 Fkrit=5,41 p-hodnota = 0,97 — Hy pfijimdme (Skola nema vliv).
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2 ANALYZA ROZPTYLU (ANOVA) - DVA A VICE
FAKTORU

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Jednofaktorovd metoda ANOVA, kterou prokazujeme zdvislost znakt (faktori) ¥ na X, pro
néz jsou k dispozici piisluSnd data, spocivd v tom, Ze celkovou variabilitu méfenou souctem
¢tvercti odchylek od celkového pruméru rozdélime na variabilitu uvniti jednotlivych vybéra
ana variabilitu mezi jednotlivymi vybéry. Cilem, k némuz sméfujeme nyni, je situace, kdy
budeme uvazovat, Ze se kromé tfidéni do skupin vyskytuji dalsi faktory, fikdme jim bloky,
podle nichZ vysledky (tj. hodnoty znaku Y) rovnéz tfidime.

2.1 ANALYZA ROZPTYLU SE DVEMA FAKTORY

U analyzy rozptylu s jednim faktorem jste uvaZovali vysledky tfidéné podle jist€ho
kvalitativniho znaku X do nékolika (konkrétné do k) skupin o rozsazich n,,n,,...,n,. Proto
v tomto piipadé hovoifime také o ANOVA pfi jednoduchém tiidéni, neboli tifidéni podle
jednoho faktoru. V této kapitole budeme uvazovat situaci, kdy se krom¢ tfidéni do skupin,
vyskytuji dalsi faktory, fikdme jim bloky, podle nichz vysledky (tj. hodnoty znaku Y) rovnéz
titidime. Prehlednd situace vznikd, kdyZ kromé prvniho faktoru uvazujeme jesté faktor druhy,
fikdme pak, Ze je tiidime do bloki a v takovém piipade se jednd o dvoufaktorovou ANOVA.
Formdln¢ vzato je ANOVA, at jednofaktorovd, dvoufaktorovd nebo vicefaktorova,
parametrickym testem statistické hypotézy, s nimZ jste se sezndmili v zdkladnim kurzu
statistiky. Tato tzv. klasickd ANOVA vychéazi z predpokladu normality rozdéleni hodnot
uvazovanych faktorii. Pokud je takovy ptedpoklad neudrzitelny, lze pouZit jiného typu
ANOVA, tedy neparametrického testu statistické hypotézy (tento pojem si pripomeiite ze
zékladniho kurzu statistiky). Konkrétné se v této kapitole sezndmite s Kruskal-Wallisovu
verzi ANOVA, kterd vyuziva Chi-kvadrat test statistické hypotézy.

U analyzy rozptylu s jednim faktorem jsme uvazovali vysledky tiidéné podle jistého
kvalitativniho znaku X do né€kolika (konkrétné do k) skupin o rozsazich n,,n,,..,n,. V tomto
odstavci budeme uvazovat situaci, kdy se kromé tfidéni do skupin, vyskytuje dalsi faktor,
podle néhoz vysledky (tj. hodnoty znaku Y) rovnéz tfidime, fikdme, Ze je tfidime do blokii.
Zac¢neme vyklad piikladem znamym jiZ z ptedchozi kapitoly.

Piiklad 1.  Testovacimi jizdami na zkuSebnim okruhu se zjistuje primérna spotieba paliva
automobilu Octavia pfi pouZiti benzinu od riznych vyrobcl (napi. Aral, Shell, Benzina,
Slovnaft). VSechny testy provede jeden fidi¢, kdyz s kazdym druhem benzinu uskutecni
nckolik testovacich jizd, a to tak, Ze pro kazdou znacku benzinu uskute¢ni jiny pocet jizd.
Zjistené vysledky testi, tj. zméfené prumérné spotieby na 100 km, podrobime jednofaktorové
analyze rozptylu, kterd ndim umozZni zjistit, zda znacka (tj. vyrobce) pouZitého benzinu ma
vliv na primérnou spotfebu automobilu.

Piiklad 2. Nyni budeme uvazovat podobnou situaci, kdy vysledky testd byly ziskdny
ruznymi fidi¢i (napt. A, B, C, D, E, F), a to tak, zZe kazdy tidi¢ uskutecnil jednu testovaci jizdu
s kazdou znackou benzinu. Vysledky testi proto budeme Clenit nejen podle znacky benzinu -
do skupin (1. faktor), ale také podle testovacich fidici - do blokd (2. faktor). Podle
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predpokladil je nyni pocet vysledki ve vSech skupindch stejny a je roven poctu fidi¢a (kazdy
fidi¢ jel s jednou znackou benzinu jedenkrat). Zjisténé vysledky podrobime dvoufaktorové
analyze rozptylu, kterd umoZzni jednak zjistit, zda znacka (tj. vyrobce) pouzitého benzinu ma
vliv na primérnou spotiebu automobilu, jednak zjistit, zda ruzni fidi¢i maji vliv na tuto
spottebu.

Piiklad 3.  Nyni budeme uvaZovat stejnou situaci jako v piikladu 2, pfitom vysledky testt
byly ziskany rGznymi fidi¢i (napi. A, B, C, D, E, F), a to tak, Ze kazdy fidi¢ uskutecnil tii
testovaci jizdy skazdou znaCkou benzinu. ZjiSt€né vysledky podrobime dvoufaktorové
analyze rozptylu s opakovanim, kterd umozni jednak zjistit, zda znacka (tj. vyrobce)
pouZzitého benzinu ma vliv na primérnou spotiebu automobilu, jednak zjistit, zda riizni fidici
maji vliv na tuto spottebu.

Na konci této kapitoly budou vsSechny tfi ptiklady podrobné analyzovany na konkrétnich
¢iselnych datech. Nyni budeme postupovat ve vykladu s obecnymi daty, nejprve pro ptipad
popsany v pfikladu 2. Takovd data, podobn¢ jako u jednofaktorové analyzy rozptylu,
uspofddame do prehledné tabulky Tab. 2.1.

Hodnoty sledovaného znaku
Cislo bloku
Cislo 1 2 J r Primér
skupiny skupiny
1 Vit yi2 Vij Vir yl'
2 Yau| Y| e | Yy | e | Yor Voe
i Yo | Y| e | Vi | e | Vi Ve
k Vi | ez Vij Vir Vie
Primér | y, S s y.j | Y., y
bloku

Tab. 2.1. Schéma vychozi tabulky analyzy rozptylu pro dva faktory

V Tab. 2.1. znatime symbolem Yy, primér v i-té skupin¢, symbolem Y, ; oznaCujeme

pramér hodnot v j-tém bloku, symbolem y znacime celkovy priamér.

Celkovy soucet ctvercii (celkovou variabilitu) oznaCujeme stejné, jako v (1.2), tedy:

5, =33y, -3) @.1)

i=1 j=1

Variabilitu mezi skupinami budeme méfit meziskupinovym souctem ctvercii S, , ktery

definujeme néasledovne:

k
Syn=r2(.-3)" (22)
i=1
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Meziskupinovému souctu ¢tvercti piislusi pocet stupiii volnosti df,, =k — 1.

Variabilitu mezi bloky budeme méfit meziblokovym souctem ctvercii S, ,, ktery definujeme
nasledovné:

r

S,, =k (3., -¥) . (2.3)

j=1

Meziskupinovému souctu ¢tvercii ptislusi pocet stupiiti volnosti df, = r —1.

Variabilitu uvnitf skupin oznacCujeme jako vnitroskupinovou, nebo také rezidudlni
a pouzivdme pfitom oznaeni S, pfiemZ definujeme vnitroskupinovy (rezidudlni) soucet
Ctvercii takto
k r
2
A =ZZ(y,-,- = Vie = Vo, +y) : (2.4)

i=1 j=1

Vnitroskupinovému souctu ¢tverct piislusi pocet stupnii volnosti df, = (k— 1)(r — 1).
Aritmetickymi dpravami vySe uvedenych vzorcl lze dokézat totiz, Ze celkovy soucet
Ctvercit je roven sumé meziskupinového, vnitroskupinového a blokového souctu ctvercii,
symbolicky
S, =8, +S,,+S,,. (2.5)

Tento vztah se nazyva zdkladni vztah dvoufaktorové analyzy rozptylu.

2.2 PREDPOKLADY ANOVA SE 2 FAKTORY

Predpokladame, Ze faktor X; mé k drovni, faktor X, mé r drovni s efektem na znak Y,
ktery lze vyjadfit vztahem

W=+ e+ B, =120k j=12,0 (2.6)

kde  u; je primér znaku Y v i-té skupin€ a j-tém bloku,
M je celkovy praimér znaku Y,
o, je efekt hodnoty faktoru X; na znak Y,
B, je efekt hodnoty faktoru X, na znak Y.

V modelu (2.6) nejprve piedpokladdme, Ze efekty obou faktori na znak Y jsou aditivni
a vzdjemné nezdvislé, tj. bez vzijemnych interakci. Tento pfedpoklad ndm umoZni oddélit od
sebe hypotézy o efektech jednotlivych faktort.

Formulujeme nejprve nulovou hypotézu, Ze vSechny skupiny pochazeji ze stejné
zékladni populace (zdkladniho souboru), jinak feceno, Ze hodnoty faktoru X; nemaji na
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hodnoty znaku Y Zadny efekt (vliv). Budeme tedy v nulové hypotéze predpoklddat, Ze «,

pochézeji z normdlné rozdeélené populace s nulovou stredni hodnotou a konstantnim rozptylem
o, tedy formulujeme nulovou hypotézu

Ho: E(e,)=E(a,)=..= E(,)=0,

proti alternativni hypotéze, Ze Hy neplati, tudiz alespont pro dvé hodnoty, napt. i a j,
plati:

H, : E(e,)#Ela;).

Cilem, k némuZz smé&fujeme, je prijmout nulovou hypotézu Hy, eventudlné Hy zamitnout
(na zvolené hladiné vyznamnosti). Pro ovéfeni nulové hypotézy Hy pouZijeme statistiku:

F = L, (2.7)
y,v

(k=D)(r—1)

kterd mé pfi platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdéleni F(k—1,(k—1)(r—1)). Kritické
hodnoty 1ze nalézt v tabulkach, nebo lze vyuZit funkce z Excelu: FINV(a;k — 1;(k — 1)(r — 1)).

Déle formulujeme nulovou hypotézu, Ze vSechny bloky pochdzeji ze stejné zdkladni
populace (zékladniho souboru), jinak feceno, Ze hodnoty faktoru X, nemaji na hodnoty znaku
Y Zadny efekt. Budeme tedy v nulové hypotéze predpoklddat, ze f; pochdzeji z normdiné

rozdélené populace s nulovou stiedni hodnotou a konstantnim rozptylem o, tedy formulujeme
nulovou hypotézu

Ho : E(8)=..=E(8)=0,

proti alternativni hypotéze, ze Hy” neplati, tudiz alespon pro dvé hodnoty, napf. i” #i”,
plati

Hi" :E(B.)#E(S.) .
Pro ovéfeni nulové hypotézy Hy” pouZijeme statistiku:

Sy’h
F, = _r=1 2.8)

yov

(k—=D(r-1)

0!

kterd ma pfi platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdeéleni F(r—1,(k —1)(r —1)).

Zasadni rozdil mezi dvoufaktorovou a jednofaktorovou analyzou rozptylu spociva
vtom, Ze u jednofaktorové ANOVA neuvaZujeme pusobeni dal$tho faktoru, zatimco
u dvoufaktorové ANOVA tak ¢inime. Tento rozdil je vyjadfen ve vypoctu testového kritéria
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(2.7) a (2.8), kde se ve jmenovateli zlomku vyskytuje €len (k — 1)(r — 1). Kdybychom na
stejnou situaci aplikovali pouze jednofaktorovou ANOVA, pak by ve vypoctu hodnoty
testového kritéria podle vztahu (1.6) byl na stejném misté Clen (n — k) nebo Clen (n — r), podle
toho, zda bychom brali v tivahu skupiny nebo bloky. Tento rozdil mlze zapfiCinit rozdilné
vysledky ziskané jednofaktorovou nebo dvoufaktorovou ANOVA!

RESENY PRIKLAD 2.1

Testovacimi jizdami na zkuSebnim okruhu se zjiStuje primérnd spotifeba benzinu
Natural 95 automobilu Octavia pfi pouZziti benzinu od riznych vyrobct (Aral, Shell, Benzina,
Slovnaft). Bylo vybréano 6 fidict A, B, C, D, E, F, z nichZ kazdy absolvoval s kazdym typem
benzinu jednu zkusSebni jizdu. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte, je-li primérnd spotieba
paliva zavisl4 na typu pouZitého benzinu a na tom, ktery fidi¢ s vozem jel.

Rididi
Znacka benzinu A B C D E F
Aral 75 6,9 79 7,3 6,9 7,8
Shell 7,6 7,2 7,5 8,0 7,3 8,2
Benzina 7,2 8,1 7.8 7,6 7,8 6,9
Slovnaft 7,0 7,3 7,2 7,5 8,2 7,7

ResSeni:

Mite za dkol prozkoumat zdvislost primérné spotieby (znak Y) na typu pouzitého
benzinu (znak X;) a na fidi¢i (znak X;), ktery s vozem jel.
Znak X; ma k= 4 skupiny, znak X, ma r = 6 blokd.
Pro faktor X; formulujeme nulovou hypotézu:
Ho: E(on)=E(0n)=E(05)=E(au), (2.9)
proti
H;: neplati (2.9), tj. primérnd spotieba zavisi na pouzitém druhu benzinu.

Pro faktor X, formulujeme nulovou hypotézu

Hy: E(B)=E(B)=...=E(fS). (2.10)
proti alternativni hypotézeH'1 : neplati (2.10), tj. primernd spotieba benzinu zavisi na fidici,
ktery s vozem jel.

Pro ovéfeni té€chto hypotéz, tj. pro vypocet testovych kritérii, musime znit hodnotu
souctl Sy, Sy, a S,.

Nejdfive vypocitime podminéné priméry y, , i =1, 2, 3, 4, jj,j =1,2,...,6a také
celkovy primeér y .

3, :7,5+6,9+...+7,8 ~738.
' 6

dalsi priméry y, ,y; .y, vypocitime analogicky, viz Tab. 2.2.
- _1.5+7,6+72+7
Yi= 4

dalsi priméry y,,...,y, vypocitime analogicky. Celkovy primér je

=733,
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5= 7,54+69+...+7,7 ~7.50.
24
Hodnoty vSech priméra jsou uvedeny v tabulce. Nyni lze pfistoupit k vypoctu jednotlivych
souctu:

4
S, =r> (5, =) =6:[(738-75F +...+(7.48-7.5F |=0.21.

i=1
S, :ki(yj ~yf =4 [(7,33—7,5)2 +...+(7,38—7,5)2]:0,35.
j=

Potfebujeme znét 1 hodnotu souctu S),, z praktického hlediska je vSak vyhodn¢jsi vypocitat
hodnotu souétu S,. Soucet S, pak snadno dopocitidme, nebot’ Sy = S, ,,+Sy,+Sy,p-

Z(y,j 5 =(75-7.5) +(6.9-7.5) +...+(7.8=7.5) +

+ (7,6 —7,5) +..4+082-75)+...+(7,7-7,5) =3,79.
Potom vypocitame

Syv=38y = Sym =S, =3,79-0,21 - 0,36 = 3,22.
Pro ovéteni hypotézy Hy uréime testové kritérium F

Sim 0,21
k=1 _ 3 _
F=— =355 =032

v
(k-1)(r—1) 3-5

V tabulce kritickych hodnot F-rozdéleni nebo pomoci Excelu najdeme

Fo05(3,15) = FINV(0,05; 3,15) = 3,29.

Protoze 0,32 < 3,29, pfijimdme Hj, coZ znamend, Ze pouZitd znaCka benzinu nemd na

pramérnou spotiebu vliv.

Pro ovéfeni hypotézy H, urCime testové kritérium F,

Sop 0,36
_ r—1 __ 5 _
F, = 5. =32 =0,33.

(k-1)r-1) 3-5
Fo05(5,15) = FINV(0,05; 5,15) =2,9.
ProtoZe 0,33 < 2,9, pfijimdme i hypotézu H,, tzn., Ze ani volba fidi¢e nemd na primérnou
spotiebu statisticky vyznamny vliv.
Na rozdil od jednofaktorové ANOVA jsme zde v obou situacich uvazovali soucasné ptisobeni
dvou faktoru!

Ridi¢i
Zn. benzinu A B| C| D | E F Priuméry
Aral 75 6979173169 78 7,38
Shell 76 | 7275|8073 82 7,63
Benzina 7,2 81|78 | 7,6 | 7,8 | 6,9 7,57
Slovnaft 70 | 73|72 |75 82|77 7,48
Praméry 7,33 |7,38| 7,6 | 7,6 |7,55|7,65 7,50

Tab. 2.2. Primery
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Nakonec si jesSt¢ ukdZeme feSeni pomoci Excelu. VyuZijeme pfitom funkci menu:
Néstroje — Analyza dat... - ANOVA: dva faktory bez opakovani

Nejprve je zapotiebi pripravit v Excelu data. Jednotlivé hodnoty y; pro faktoru Y pro
hodnoty faktori X; = benzin a X, = fidi¢ uspotfdddme do fadkd a sloupcli, podobné jako
v tabulce v zadani. Data ve worksheetu Excelu vypadaji tedy naptiklad takto:

A B C D E F G | |
1 Jbenzin/fidi¢ A B C D E F
2 |Aral 7,5 6,9 7,9 7,3 6,9 7,8
3 [Shell 7,6 7,2 7,5 8 7,3 8,2
4 |Benzina 7,2 8,1 7,8 7,6 7,8 6,9
5 |Slovnaft 7 7,3 7,2 7,5 8,2 7,7
6

Déle otevieme v hlavnim menu postupné polozky:
Data — Analyza dat... - ANOVA :dva faktory bez opakovéni

Po volbé treti polozky ANOVA: dva faktory bez opakovani, se otevie zaddvaci okno kde
postupn¢ zadate:

Vstupni oblast: $A$1:$3G$5

Popisky v prvnim sloupci — zakliknete

Alfa: 0,05 (hladina vyznamnosti je ptedvolena, lze ji v§ak zménit)

Vystupni oblast: $L$1 (levy horni roh vystupni oblasti)

Potvrdite OK

Obdrzite néasledujici vystup, kterého “levy horni roh” zac¢ind v buiice L1 nadpisem
ANOVA: dva faktory bez opakovani:

Anova: dva faktory bez opakovani

Faktor Pocet Soucet  Primér  Rozpty!
Aral 6 44,3 7,383333 0,185667
Shell 6 45,8 7,633333 0,154667
Benzina 6 45,4 7,566667 0,194667
Slovnaft 6 44,9 7,483333 0,181667
A 4 29,3 7,325 0,075833
B 4 29,5 7,375 0,2625
C 4 30,4 7.6 0,1
D 4 30,4 7,6 0,086667
E 4 30,2 7,55 0,323333
F 4 30,6 7,65 0,296667
ANOVA
Zdroj variability SS Rozdil MS F Hodnota P F krit
Réadky 0,21 3 0,07 0,325581 0,806868 3,287383
Sloupce 0,358333 5 0,071667 0,333333 0,884913 2,901295
Chyba 3,225 15 0,215
Celkem 3,793333 23

V prvni tabulce jsou uvedeny zdkladni statistické ddaje o datech: Faktor, Pocet,
Soucet, Primér a Rozptyl.
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Ve druhé tabulce nazvané ANOVA jsou uvedeny vypoéty metodou ANOVA: dva
faktory bez opakovani, jednotlivé polozky maji ndsledujici vyznam:

R&dky = meziskupinovy

Sloupce = vnitroskupinovy

Chyba = meziblokovy

Celkem = celkovy

SS = Soucet étverc (Sum of Squares)

Rozdil = stupei volnosti (DF — Degree of Freedom)

MS = Primér ¢tvercti (Mean Square)

F = testové kritérium

Hodnota P = Signifikance (p-hodnota)

F krit = kritickd hodnota rozdéleni F

Hodnoty ziskané feSenim v Excelu jsou stejné jako pti pouZiti ,,ruc¢niho vypoctu, proto
1 zavéry jsou stejné. V Excelu mdme navic vypoctenu p-hodnotu testu (tzv. signifikanci),
kterd, pokud je menS$i nez zvolend hladina vyznamnosti &, znamend, Ze nulovou hypotézu
zamitdme. V opacném piipadé nulovou hypotézu piijimame.

V predchozich tvahdch jsme méli situaci pravé jednoho vyskytu vSech kombinaci
hodnot skupin a bloku obou uvaZovanych faktorti. Napiiklad kazdy fidi¢ absolvoval jedinou
jizdu s kazdym typem benzinu. Ddle budeme uvaZzovat situaci vicendsobného opakovani
vSech kombinaci hodnot skupin a bloku obou uvazovanych faktor. Napiiklad kazdy tidi¢
absolvuje néckolik jizd (naptiklad 3 jizdy — viz ndsledujici piiklad 2.2) s kazdym typem
benzinu, pfitom samoziejm¢ mohou byt dosaZené hodnoty primérné spotieby rizné. Zda se
tyto vysledky odliSuji vyrazné ¢i nikoliv, se opét zjistuje statistickym testem. Podrobnou
analyzu situace, kterd je analogickd analyze pfipadu bez opakovani, jizZ zde uvadét nebudeme.
Omezime se pouze na feSeni piikladu s vyuzitim Excelu, konkrétné polozky ANOVA: dva
faktory s opakovanim.

RESENY PRIKLAD 2.2

Podobné jako v pfikladu 2.1 se zjiStuje prumérnd spotieba benzinu Natural 95
automobilu Octavia pfi pouZiti benzinu od rtiznych vyrobcii (Aral, Shell, Benzina, Slovnaft).
Bylo vybrano 6 fidict A, B, C, D, E, F, z nichz kazdy absolvoval s kazdym typem benzinu tfi
zkuSebni jizdy. Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte, je-li primérnd spotieba paliva zavisla
na typu pouZitého benzinu a na fidi¢i. Udaje jsou uvedeny v nésledujici tabulce.
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benzin/fidiqAral Shell Benzina |Slovnaft
A 7.5 7.6 7,2 7
7,7 7,4 7,6 7,4
8 7,3 8,1 7,7
B 6,9 7,2 8,1 7,3
6,7 7,4 8,5 7,6
6,6 7,6 8,8 7.8
C 7,9 7,5 7.8 7,2
8 7.8 7,7 7,1
8,3 8,1 7,6 7
D 7,3 8 7,6 7,5
7,2 8 7,8 7,7
7.1 7,9 8 7,8
E 6,9 7,3 7,8 8,2
6,8 7,2 8 8,1
6,7 7 8,1 8
F 7.8 8,2 6,9 7,7
7,7 8,4 7.5 7,7
7,5 8,5 7,9 7,7

Tab. 2.3. Ridici verus Benziny s opakovdnim

ResSeni:

Data ve worksheetu Excelu vypadaji pfesné tak jako v Tab. 2.3, jsou umistény napf.
v poli Al az E19. Déle otevifeme v hlavnim menu postupné polozky:
Data — Analyza dat... - ANOVA: dva faktory s opakovanim

Po volb¢ druhé polozky ANOVA: dva faktory s opakovanim, se otevie zaddvaci okno, kde

postupné zadate:

Vstupni oblast: $A$1:$E$19
Radkii na vybér: 3 (tj. poéet opakovani)
Alfa: 0,05 (hladina vyznamnosti je pfedvolena, 1ze ji v§ak zménit)
Vystupni oblast: napi. $L$1 (levy horni roh vystupni oblasti)

Potvrdite OK.

Obdrzite nasledujici vystup, kterého “levy horni roh” za¢ind v buiice L1 nadpisem ANOVA:
dva faktory s opakovanim. V prvni tabulce jsou uvedeny zdkladni statistické tdaje o
datech: Faktor, Pocet, Soucet, Primér a Rozptyl.
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Anova: dva faktory s opakovanim

Faktor Aral Shell Benzina Slovnaft Celkem
A

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 23,2 22,3 22,9 22,1 90,5

Primér 7,73 7,43 7,63 7,37 7,54

Rozptyl 0,06 0,02 0,20 0,12 0,10
B

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 20,2 22,2 25,4 22,7 90,5

Primér 6,73 7,40 8,47 7,57 7,54

Rozptyl 0,02 0,04 0,12 0,06 0,46
C

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 24,2 23,4 23,1 21,3 92

Primér 8,07 7,80 7,70 7,10 7,67

Rozptyl 0,04 0,09 0,01 0,01 0,16
D

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 21,6 23,9 23,4 23 91,9

Primér 7,200 7,967 7,800 7,667 7,658

Rozptyl 0,010 0,003 0,040 0,023 0,103
E

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 20,4 21,5 23,9 24,3 90,1

Primeér 6,80 7,17 7,97 8,10 7,51

Rozptyl 0,01 0,02 0,02 0,01 0,33
F

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 23 25,1 22,3 23,1 93,5

Primér 7,67 8,37 7,43 7,70 7,79

Rozptyl 0,02 0,02 0,25 0,00 0,19

Celkem

Pocet 18 18 18 18

Soucet 132,6 138,4 141 136,5

Primér 7,37 7,69 7,83 7,58

Rozptyl 0,28 0,20 0,19 0,13

Ve druhé tabulce nazvané ANOVA jsou uvedeny vypocty metodou ANOVA: dva
faktory s opakovanim.

ANOVA

Zdroj variability SS Rozdil MS F Hodnota P F krit
Vybér 0,69 5 0,14 2,64 0,03 2,41
Sloupce 2,08 3 0,69 13,23 0,00 2,80
Interakce 10,23 15 0,68 12,99 0,00 1,88
Dohromady 2,52 48 0,05

Celkem 15,53 71

Jednotlivé polozky maji nésledujici vyznam:
Vybér = meziskupinovy

Sloupce = vnitroskupinovy

Interakce = meziblokovy

Celkem = celkovy

SS = Soucet étverct (Sum of Squares)
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Rozdil = stupei volnosti (DF — Degree of Freedom)

MS = Primér ¢tvercti (Mean Square)

F = testové kritérium

Hodnota P = Signifikance (p-hodnota)

F krit = kritickd hodnota rozdéleni F
Hodnoty ziskané feSenim v Excelu jsou analogické jako v ptikladu 2.1, tedy v piipad¢
ANOVA bez opakoviani. Navic je tu p-hodnota uvedend v fddku Interakce, kterd se tyka testu
vzdjemné zdvislosti faktor. Nulova hypotéza predpoklddd, Ze faktoru jsou vzdjemné
nezavislé. Pokud je tato hodnota mensi neZ zvolend hladina vyznamnosti ¢, znamend to, Ze
nulovou hypotézu zamitdme. V opacném piipad¢ nulovou hypotézu ptijimame.

V této kapitole jsme uvazovali situaci, kdy se krom¢ tfidéni do skupin vyskytuji dalsi
faktory, fikdme jim bloky, podle nichz vysledky (tj. hodnoty znaku Y) rovnéz tfidime.
Ptehlednd situace vznikd, kdyZ kromé& prvniho faktoru uvazujeme jesté faktor druhy, fikime
pak, Ze je tfidime do blokl a v takovém piipad¢ se jednd o dvoufaktorovou ANOVA.
Formdln¢ vzato je ANOVA, at jednofaktorovd, dvoufaktorovd nebo vicefaktorova,
parametrickym testem statistické hypotézy, s nimZ jste se sezndmili v zdkladnim kurzu
statistiky. Nejprve jsme méli situaci pravé jednoho vyskytu vSech kombinaci hodnot skupin
a bloku obou uvazovanych faktort. Napiiklad kazdy fidi¢ absolvoval jedinou jizdu s kazdym
typem benzinu. Poté jsme uvazZovali situaci vicendsobného opakovani vSech kombinaci
hodnot skupin a bloku obou uvazovanych faktorii. Napiiklad kazdy fidi¢ absolvuje nékolik
jizd s kazdym typem benzinu, pfitom samoziejm¢ mohou byt dosaZené hodnoty prumérné
spotieby rizné. Zda se tyto vysledky odliSuji vyrazné ¢i nikoliv, se opét zjistilo statistickym
testem. K feseni ptikladii jsme pouZili Excel, konkrétné poloZku Analyza dat.

2.3 SAMOSTATNE UKOLY

Reste v Excelu.

2.1 Ve Ctyfech méstech okresu Karvind jsme v jednotlivych dnech sledovali primérnou
spotiebu pitné vody (v m’) na jednoho obyvatele. Zjistéte, zda je primérnd spotfeba vody
zavisld na dni v tydnu, a je-li spotfeba v riznych méstech riznd. UvaZujte hladinu
vyznamnosti 0,01. ZjiSt€né tdaje jsou uvedeny v tabulce.

Karvina | Orlova | Bohumin | Cesky T&in
Po 0.64 0,75 0,54 0,76
Ut 0,78 0,63 0,61 0,83
St 0,93 0,82 0,7 0,91
Ct 0,66 0,62 0,56 0,62
Pa 0,99 1,3 0,79 0,99
So 1,22 1,65 1,3 0,98
Ne 1,05 1,3 1,24 1,1

2.2 Vyroba soucdstek muze v podniku probihat na jednom ze Ctyf rozdilnych stroji.
I kdyZz kazdy stroj provadi stejné operace, md sva specifika. U kazdého stroje pracuje jeden
délnik. Na hladiné vyznamnosti & = 0,01 testujte hypotézu o tom, Ze pocet vyrobenych
soucdastek neni ovlivnén volbou stroje ani délnikem, ktery na ném pracuje.
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Stroj
Délnik A B C D
1 93 108 123 133
2 98 153 143 163
3 80 123 150 168
4 88 158 165 145
5 60 143 140 130

2.4 RESENi UKOLU, VYSLEDKY

2.1 DNY:F=1295 Fkrit=4,01 p-hodnota = 0,000 — Hy zamitdme (primerna
spotfeba pitné vody zavisi na dnu v tydnu)
MESTO: F = 2,07 F krit = 5,1 p-hodnota = 0,14 — Hy pfijimame (nebyla
prokazéana zavislost primérné spotieby pitné vody na meste).

2.2 DELNIK: F=2,45 F krit = 5,41 p-hodnota = 0,1 — Hy pfijimame (nebyla
prokdzana zdvislost po¢tu vyrobenych soucastek na délnikovi, ktery na stroji
pracuje).

STROJ: F =20,47 F krit =5,95 p-hodnota = 0,000 — Hy zamitdme (pocet
vyrobenych soucdstek zdvisi na stroji).
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Regresni analyza — jednorozmérnd linedrni regrese

3 REGRESNI ANALYZA - JEDNOROZMERNA LINEARNI
REGRESE

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Analyzu rozptylu z prvni kapitoly je mozné chépat jako analyzu zdvislosti kvantitativniho
znaku (proménné) na kvalitativnim znaku - faktoru (proménné). Naproti tomu zavislosti
kvantitativniho znaku na kvantitativnim znaku (nebo vice kvantitativnich znacich) se zabyva
regresni analyza. V ptipad¢ zdvislosti dvou znakli mluvime o jednorozmérné regresi
(ptipadné jednoduché regresi), u znaku zavislém na vice kvantitativnich veli¢indch hovoiime
0 vicerozmérné regresi (vicendsobné regresi). V této kapitole budeme vySetfovat nejprve
nejjednodussi linedrni zavislost dvou znakl, v dal§i kapitole se budeme zabyvat
i nelinedrnimi zdvislostmi dvou znakll dulezitych z hlediska ekonomickych aplikaci.
V nésledujicich kapitoldch pak budeme vySetfovat zdvislosti vice nez dvou statistickych
znakl. Nejprve si ozfejmite zdkladni rozdil mezi ANOVA a regresni analyzou, formulujete
model jednoduché linedrni regresni analyzy, definujete a oziejmite pojem regresni piimky a
regresnich koeficientl. Poté bude vysvétlena metoda nejmensSich ctvercii k nalezeni
,hejlepSich® hodnot regresnich koeficienti v regresnim modelu. Mira pftiléhavosti dat
k regresni kiivce bude stanovena pomoci koeficientu determinace a jeho odmocniny —
koeficientu korelace. Nakonec se sezndmite stzv. klasickym jednoduchym regresnim
modelem, ktery stanovuje 3 zdkladni podminky, kterym by mél vyhovovat regresni model
vzhledem k existujicim datiim. VSe bude demonstrovano na piikladech, které budou feSeny
mimo jiné pomoci funkci Excelu.

3.1 REGRESNI ANALYZA

Analyzu rozptylu zprvni kapitoly je mozné chipat jako analyzu zdavislosti
kvantitativniho znaku (proménné) na kvalitativnim znaku - faktoru (proménné). Naproti tomu
zavislosti kvantitativniho znaku na kvantitativnim znaku (nebo vice kvantitativnich znacich)
se zabyva regresni analyza. V ptipad¢ zavislosti dvou znaklli mluvime o jednorozmérné
regresi (ptipadné jednoduché regresi), u znaku zdvislém na vice kvantitativnich veli¢inidch
hovoiime o vicerozmeérné regresi (vicendsobné regresi). V této kapitole budeme vySetfovat
nejprve nejjednodussi linedrni zéavislost dvou znakt, v dalsi kapitole se budeme zabyvat
i nelinedrnimi zdvislostmi dvou znakd dulezitych z hlediska ekonomickych aplikaci.
V nésledujicich kapitoldch pak budeme vySetfovat zdvislosti vice nez dvou statistickych
znak.

V regresni analyze studujeme vztah mezi jedinou proménnou (hodnotami statistického
znaku) nazyvanou zdvisle proménnou (n€kdy vysvétlovanou proménnou), oznacujeme ji Y,
a obecné nékolika proménnymi (hodnotami statistickych znakil), které nazyvame nezdvisle
promeénné (n€kdy vysvétlujici proménné), a oznaCujeme je symboly X;, X»,.... Pokud se
zabyvdme jedinou nezdvisle proménnou X, hovoiime o jednoduché regresi, pokud je
nezavisle proménnych vice nez jedna, mluvime o vicroznérnéné (vicendsobné) regresi (nékdy
téZ mnohondsobné regresi). V této a nasledujici kapitole se vénujeme jednoduché regresi.

Zavisi-li veli¢ina Y na veli¢iné X, pak to matematicky vyjadiujeme zapisem

Y=fX), (3.1)
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coZ je funkcni vztah, zndamy mimo jiné z fyziky (napiiklad Newtontv gravitacni zédkon:
Y je ptitazliva sila, X je vzddlenost hmotnych bodi).

V naSem piipad¢ jsou Y a X statistické znaky (ndhodné veliCiny), pak hovoifime
o statistické zavislosti, funkCni vztah (3.1) ptejde v regresni vztah (regresni model)

y=fn) +¢€, (3.2)

kde y, resp. x, ptredstavuji hodnoty znaku Y, resp. X, € je ndhodnd slozka, funkci f
nazyvame regresni funkce.

JestliZe je regresni funkce f linedrni, coZ znaci, Ze ma tvar regresni piimky

f)=p+pBx, (3.3)

potom hovotime o jednoduché linedrni regresi, nema-li regresni funkce linedrni tvar,
hovotime o jednoduché nelinedrni regresi. Ve vzorci (3.3) jsou f,,B, parametry regresni

funkce neboli regresni koeficienty.

Mezi nejpouzivangjsi nelinedrni regresni funkce patii:

regresni parabola: f(x)=B,+pBx", (3.4)

regresni hyperbola: fx)=p4,+5 1 , (3.5)
X

regresni logaritmickd funkce: f)=B,+ B logx. (3.6)

regresni mocninnd funkce: f(x)= ,Boxﬁ ‘, (3.7)

regresni exponencidlni funkce: fx)=p4,8". (3.8)

VySe uvedené nelinearni regresni funkce lze pfevést na linedrni vhodnou transformaci, jak
uvidime v nésledujici kapitole.

Kromé& vySe uvedenych piikladii nelinedrnich regresnich funkci existuje celd fada
dalSich vyznamnych nelinedrnich funkci, napt. Tornquistovy funkce, které nelze na linedrni
funkci jednoduse prevést. Budeme se jimi zabyvat v nésledujici kapitole.

3.2 JEDNODUCHA REGRESNI ANALYZA

Ptedstavte si vybér parovych hodnot (yy, x1), (2, x2), (3, X3),..., (Vus X»), ziskanych (napf.
zmeétenych) na statistickych jednotkdch zakladniho souboru. Zde jsou y; hodnotami zdvisle
proménné Y a x; jsou hodnotami nezdvisle proménné X. Zminéné parové hodnoty miuzeme
ziskat zejména dvojim zpiisobem:
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(A)  Hodnoty nezdvisle proménné x; jsme piedem pevné zvolili a k nim jsme ,,zmé&fili*
piislusné hodnoty y;. V této situaci jsou hodnoty znaku X pevné (nendhodné), zatimco
hodnoty znaku Y povazujeme za ndhodné veliCiny.

(B)  Péarové hodnoty (y;, x;) ,,zmcfime* na n ndhodné zvolenych jednotkdch zdkladniho
souboru. V této situaci jak hodnoty znaku X, tak hodnoty znaku Y povaZzujeme za
ndhodné veliciny.

Vyse uvedeny datovy soubor parovych hodnot miZeme geometricky zndzornit v roviné
bodovym grafem, kde na vodorovnou osu ,,x“ nandS§ime hodnoty nezavisle promé€nné a na
svislou osu ,,y* ptisluSné hodnoty zdvisle proménné. Vysledkem je geometrické zndzornéni n
bodl v roving, z jejichZ vzdjemné polohy miiZeme soudit na regresni zavislost znaku Y na X.
Ukolem jednoduché linedrni regrese je ,proloZit“ danymi body piimku (tj. nalézt linedrni
regresni funkci), kterd nejlépe charakterizuje polohu danych n bodii. Z ptfedchoziho odstavce
vime, Ze tato regresni funkce md tvar f(x)=/f,+ Bx, kde fB,,B jsou zatim neznidmé

hodnoty parametrti regresni piimky. Regresni model (3.2) ma nyni tvar
=B, +Bx +&.,i=1,2,.,n. (3.9)

Odhady b,,b, té€chto nezndmych parametrii — regresni koeficienty ziskdme metodou
nejmensich ctvercii. Této metodé€, kterd patii mezi nejduleZitéjSi metody pouZivané ve
statistice, bude vénovan nasledujici odstavec.

3.3 METODA NEJMENSICH CTVERCU

) UvaZujte data ve form¢ parovych hodnot — bodt: (v, x1), (2, X2), (V35 X3)seeey (Vn» Xn)-
Ukolem jednoduché regrese je najit regresni funkci, kterd ,,nejlépe charakterizuje polohu*
danych n bodl. Nejprve budeme uvazovat obecny tvar regresni funkce f(x;/3,,/,) se dvéma
parametry /£, (nemusi to byt nutné regresni piimka). Specidlnimi piipady této regresni
funkce je linedrni funkce (3.3) a také nelinedrni funkce (3.4) — (3.8). Postup metody
nejmensich ¢tverct bude vzdy stejny, tj. nezdvisly na konkrétnim tvaru regresni funkce.
Odhady b,,b, neznamych parametrii S, B, ziskame tak, Ze nalezneme hodnoty b,,b,, pro néz
nabyva své minimdlni hodnoty rezidudlni soucet c¢tvercu odchylek hodnot zavisle proménné y;
od teoretické hodnoty Y, = f(x;;b,,b,), tj.

n n

Se= >y, -Y,) =y, - f(x..by. b)) . (3.10)

i=1 i=1

Jak je zndmo z matematické analyzy, své minimum funkce Sy (zde je to funkce
proménnych b,,b,) vzdy nabyvd pro ty hodnoty b,,b,, pro néz se anuluji jeji parcidlni

derivace:
BSe_g. Be_y. G.11)
ob, ob,
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Vztahy (3.11) pfedstavuji soustavu 2 rovnic o 2 neznamych b,,b,, kterd se nazyva

soustava normdlnich rovnic. Jejim feSenim ziskdme hledané odhady regresnich parametrii
zvolené regresni funkce.

VyteSime nyni soustavu (3.11) pro specidlni piipad, ktery nds zejména zajim4, totiZ pro
linedrni regresni funkci f(x;f,,8,) =B, + Bx. Dosadime-li tuto funkci do vztahu (3.10),

vypoCteme ptislusné parcidlni derivace, které polozime rovny 0, ziskdme konkrétni soustavu
normdlnich rovnic

iyi = byn  + blixi ) (3.12)
i=1 i=1

Zn:xiyi :bozn:xi +b1zn:xi2 .

i=1 i=1 i=1

Z téchto rovnic jiz snadno (v konkrétnim piipad€ pro dané hodnoty y; , x; zndmou
,,}dosazovaci metodou*) vypocteme hledané odhady b,,b, takto:

n
S5y, ~n¥y
_ _i=l
n

b =
2 =2
E X; —nx

i=1

, by=y-bx. (3.13)

Z analytické geometrie si pripomeiite, Ze regresni koeficient by pfedstavuje prisecik
regresni piimky s osou ,,y*, tedy hodnotu Y, pro x = 0, tento regresni koeficient se né€kdy
nazyva uroviovd konstanta. Regresni koeficient b; vyjadiuje smérnici piimky, tedy sklon
piimky k ose ,.x*, tj. zménu funk¢ni hodnoty Y pfi zméné nezdvisle promeénné x o jednotku.

Pro jiné nez linedrni tvary regresni funkce je postup metody nejmensSich ctvercl
obdobny. Vysledkem je rovnéz soustava 2 normdlnich rovnic, tyto rovnice vSak jiZ nemusi
byt linedrni a proto soustavu jiZz obvykle nelze snadno vyfeSit. K feSeni pak pouZivame
iteracni numerické metody, které zde nejsou predmétem naSeho zdjmu. V &asti ReSené
piiklady uvedeme zplsob nalezeni odhadl regresnich koeficientii metodou linearizace
exponencidlni a mocninné regresni funkce pomoci logaritmické transformace.

Na tomto mist¢ bychom chtéli zvyraznit jeden dilezity fakt, ktery budeme
v nasledujicim vykladu neustdle vyuZivat. Data pro regresni analyzu jsou vysledkem
ndhodného vybéru, at’ jiz jsme pouZili pii jejich ziskani postup (A), nebo (B). Proto také
vysledek jednoduché linedrni regresni analyzy — odhady nezndmych parametri £,/ ,
tj. regresni koeficienty b,,b,, budou ndhodné veli¢iny. Pfi kazdém dal§im ndhodném vybéru
dat bude vysledek, tj. odhad b,,b,, obecné jiny! Ma proto vyznam hovofit dale o statistickych
charakteristikach téchto odhadnutych parametrti, jako napft. stiedni hodnota, rozptyl, apod.

3.4 MIRA VARIABILITY, KOEFICIENT DETERMINACE

Metoda nejmensich c¢tvercli nds nyni pfivedla k postupu, ktery jsme jiz pouzili
v ptedchozi kapitole pfi analyze rozptylu. V ANOVA se jednalo o rozklad celkové variability
znaku Y, vyjadiené jako celkovy soucet Ctvercl, na meziskupinovy a vnitroskupinovy
(rezidudlni) soucet Ctvercl. V analyze rozptylu jsme pracovali se znakem X, ktery m¢l
kvalitativni povahu, a proto nebylo mozné vyjadrit zavislost regresnim modelem. V regresni
analyze md znak X — nezdvisle prom&nnd — kvantitativni povahu, a proto je regresni model
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zavislosti Y na X moZny. PouZijeme analogii s ANOVA v tom, Ze znak X zde bude nabyvat
hodnot xj, x,...,x, a i-t4 skupina bude nyni charakterizovdna teoretickou hodnotou
Y, = f(x;;b,,b,) , namisto skupinového priméru y, v ANOVA. Potom celkovou variabilitu

vysvétlované proménné charakterizuje celkovy soucet ctvercii:

n

S, =2 (n-3). (3.14)

i=1

Cast celkové variability vysvétlenou regresnim modelem charakterizuje teoreticky soucet
Ctvercii:

S, =Y (¥, -y), (3.15)

nevysvétlenou ¢ast celkové variability predstavuje rezidudini soucet ctvercii (3.10):

n

Se=Y.(y-Y), (3.16)

i=1
kde e; = y;— Y; nazyvame reziduum.
Lze dokézat, Ze mezi jednotlivymi soucty ¢tverct plati zdkladni vztah:
Sy= Sr+ Sk. (3.17)

Obdobné jako v analyze rozptylu jsme zavedli k vyjadfeni tésnosti vztahu Y a X pomér
determinace, nyni zavedeme analogicky pojem charakterizujici ptiléhavost dat k regresnimu
modelu. Timto pojmem je koeficient determinace, ktery definujeme vztahem

R =1-5%
SY

Ze vztahu (3.17) vyplyva, Ze koeficient determinace nabyva hodnoty z intervalu [0,1]
aurCuje tu Cast celkové variability pozorovanych hodnot Sy, kterou lze vysvétlit danym
regresnim modelem. Jinak feeno, po vyndsobeni koeficientu determinace hodnotou 100
obdrzime, kolik procent celkové variability je vysvétlitelnych regresnim modelem. Koeficient
determinace je proto dulezitou charakteristikou vhodnosti zvoleného regresniho modelu.

(3.18)

Vztah (3.18) vznikd podilem ndhodnych veli€in, a proto jakoZto ndhodnd veliina je
odhadem koeficientu determinace R”. Pro malé rozsahy vybéru n je odhad (3.18) vychyleny,
viz Ramik (2003), tj. nadhodnocuje pfiléhavost k regresnimu modelu. Proto se pouZziva

nevychyleny odhad Xoeficientu determinace R, (z angl. adjusted), ktery nazyvdme
korigovany (upraveny) koeficient determinace:
-1
R, =1-(1-R*)2—. (3.19)
n—2
Pro velké hodnoty 7 je v§ak zlomek ve vzorci (3.19) blizky k jedné a korigovany
koeficient se bliZi k ,,nekorigovanému*‘.
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3.5 KLASICKY LINEARNI MODEL

Klasickym jednoduchym linedrnim regresnim modelem se nazyva regresni model (3.9):
3= Byt B+ &= 120,

spliujici nésledujici podminky:

(1) Hodnoty vysvétlujici proménné x; se voli predem, viz (A) odstavec 3.2, nejsou to tedy
ndhodné veliciny.

(2) Ndhodné slozky & v modelu (3.9) maji normdlni rozdéleni pravdépodobnosti se
sttedni hodnotou 0 a (nezndmym) rozptylem 0.
Konstantnost rozptylu nazyvame homoskedasticita.

(3) Nahodné slozky jsou nekorelované, t;.
Cov(g, &) =0prokazdéi #j, i,j = 1,2,...,n. (Cov znaci kovarianci, viz Ramik (2003))

Podminky (1) az (3) poZadujeme tehdy, chceme-li zajistit splnéni n€kterych dalSich vlastnosti:
napf. zjistit intervaly spolehlivosti koeficientli regresni funkce, interval spolehlivosti hodnoty
regresni funkce, eventudln¢ chceme-li provadét testy hypotéz o nékterych prvcich regresniho
modelu. Témito tématy se budeme zabyvat v nasledujicich odstavcich. Pokud totiz tyto
podminky splnény nejsou, nelze zajistit ,,spolehlivé pfedpovedi®.

V praxi jsou podminky klasického modelu casto splnény, nejsme-li si vSak jejich
platnosti jisti, miiZeme provést testy hypotéz jak o normalit¢ rozdéleni ndhodné slozky
(napf. test dobré shody, viz napf. Ramik (2003)), tak i testy o nekorelovanosti ndhodnych
slozek (napft. t-test). Dalsi testy uvedeme pozdéji v souvislosti s Casovymi fadami. Na Obr. 3.1
je zndzornéna situace, kdy podminky klasického linedrntho modelu jsou splnény, na Obr. 3.2
je zachycena situace, kdy neni splnéna ani podminka normality ndhodnych slozek (na obrazku
jsou vSechny & prakticky stejné), ani podminka nekorelovanosti (hodnoty y; se nachdzeji
vedle sebe po jedné strané grafu regresni funkce).

Data a regresni krivka

15 +

yt

10

Obr. 3.1. Podminky klasického modelu jsou splnény
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Data a regresni krivka
25 +
*
*
*
20 +
*
P *
15 + 3
- . 0 *
> * . o * *
10 + 3 -
*
5 .
0 } t t t
0 5 10 15 20
t

Obr. 3.2 Podminky klasického modelu nejsou splnény

RESENY PRIKLAD 3.1

Spole¢nost na vyrobu bytového textilu zkoumala, jak souvisi zisk z prodeje s vydaji na
reklamu. Tab. 3.1 uvadi udaje obdrzené v deseti ndhodn¢ vybranych firméch.
a. Naclrtncte bodovy graf a urcete typ regresni funkce popisujici danou zdvislost.
b. Stanovte koeficienty regresni funkce z a.
c. Vypocitejte koeficient determinace a zhodnot'te t€snost zdvislosti vyjadfenou regresnim
modelem z bodu b.

Pozorovani |Vydaje na reklamu (tis. K¢) |Zisk z prodeje (10 tis. K¢)
1 6 5
2 8 8
3 9 9
4 9 12
5 12 21
6 15 25
7 16 32
8 20 36
9 22 51

10 23 59

Tab. 3.1. Vydaje na reklamu

Reseni (,,ru¢ni* vypocet):

a. Zkouma se zavislost zisku z prodeje na vydajich na reklamu, proto sestrojite bodovy
graf tak, Ze na osu x nanesete vydaje, na osu y zisk.
Z grafu vidite, Ze jde o pfimou zavislost, kterou je mozné popsat regresni piimkou

Y=,6’0+,6’1x.
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b. Mite za kol stanovit hodnoty koeficientll by, by, neboli na zdklad¢ dat z tabulky
odhadnout hodnoty parametri S, f». Vyuzijeme vysledki metody nejmensich ctverct,
nebudete vSak dosazovat ptimo do soustavy rovnic (3.12), ale pouZijete vztahy pro by, b,
tj. (3.13), které je mozné z dané soustavy vyjadfit, a to v numericky vyhodném a snadno
zapamatovatelném tvaru:
xy—x-y 462,1-14-258 1009

2 =2 =297
-7 230-14 34

b, =

b,=y-bx=258-297-14=-1575.

Vypocty potfebnych hodnot pomoci kalkulacky jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Z —
i X; Yi i XYi Y; X =9 |(y; - 5?2
1 6 5 36 0 2,04 565,21 432,64
2 8 8 64 64 7,98 318,22 316,84
3 9 9 81 81 10,95 221,15 282,24
4 9 12 81 108 10,95 221,15 190,44
5 12 21 144 252 19,86 35,62 23,04
6 15 25 225 375 28,77 8,61 0,64
7 16 32 256 512 31,74 34,84 38,44
8 20 36 400 720 43,62 315,88 104,04
9 22 51 484 | 1122 | 49,56 562,08 635,04
10 23 59 529 | 1357 | 52,53 711,60 | 1102,24
Soucet 140 258 2300 | 4621 258 29943 3125,6
Primér 14 25,8 230 |462,1
Lineami regrese
y = 2,9676x - 15,747
70 R =0,958
60 *
S0 & ¢ sk z prodegje (10 tis.
40 /./ K&)
30 Lineami (4dsk z prodgie
20 // (10tis. K&))
18 ’/,.
(0] 5 10 15 2 25

Obr. 3.3. Graf regresni primky
Hledan4d regresni pfimka ma tvar:
Y =-1575+297x.

¢. K tomu, abychom vypocitali determinacni koeficient, musime znédt hodnotu souctu St
a souctu S,. Tyto soucty vypoclitdime podle vztaht (3.14), (3.15). Pro vypocet teoretického
souctu musime pro kazdé x;, i = 1,...,10, znét teoretickou hodnotu Y;, i = 1,...,10
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Y, ==1575+297-x, =-1578+297-6 =2,04.
Tato hodnota udéava, jaky by m¢l byt zisk pfi vydajich x = 6. ProtoZe vSak jde o stochastickou
zavislost mezi spoleCenskymi veli¢inami, mizZe se tato hodnota liit od skutecné zjisténé
hodnoty y = 5. VSechny teoretické hodnoty Y; i hodnoty souctl S, a S7jsou uvedeny v tabulce.
Koeficient determinace vypoc¢itdme dosazenim souctd Sy, Sy do vztahu (3.18).

R = Sy _ 29943 _ 0.958.

S, 31256

Tato hodnota znamend, Ze pomoci regresni piimky Y =-1578+297x je vysvétleno 95,8%
chovani proménné Y.

Nakonec jesté ukdZzeme tfeSeni pomoci Excelu. Vyuzijeme ptitom graf funkce s funkci
Ptidat spojnici trendu. V dalSim feSeném ptikladu si pak ukdZeme jeSté dal§i moZnost feSeni
ulohy jednoduché (i vicendsobné) regrese s vyuZitim menu:

Data — Analyza dat... —» Regrese.

Data jsou uspotfddana ve worksheetu ve 2 sloupcich:

A B
Vydaje na Zisk
reklamu (tis. | z prodeje
K¢) (10 tis. K¢&)
1
2 6 5
3 8 8
4 9 9
5 9 12
6 12 21
7 15 25
8 16 32
9 20 36
10 22 51
11 23 59
12

Po volbé polozky Vlozit graf — XY bodovy..., se otevie zaddvaci okno, kde zadate:
Oblast dat: $A$1:$B$11
Sloupce: V (zakliknout)
Potvrdite OK
Obdrzite bodovy graf, viz Obr. 3.3. (jeSt€ bez regresni piimky). Poklepem pravym tlacitkem
mysi na néktery z bodu grafu obdrZite nabidku menu, kde zvolite: Pfidat spojnici trendu
Typ trendu regrese: zvolite Linearni
Dale oteviete zalozku MozZnosti, kde zakliknete:
Zobrazit rovnici regrese (rovnice regresni ptimky) a
Zobrazit hodnotu spolehlivosti R (hodnotu koeficientu determinace R?).
Potvrdite OK.
Obdrzite vysledek témét takovy, jaky je na Obr. 3.3. K plivodnim bodiim se zobrazi regresni
piimka, dale rovnice regresni pifmky a hodnotu koeficientu determinace R”.

RESENY PRIKLAD 3.2

Spole¢nost Air - Ostrava, zajistujici lety na trase Ostrava - Praha, sleduje pfi planovani
letd také na hmotnost uzitecného zatiZeni letadla, jehoZ vyznamnou ¢ast tvoii pasaZzéii a jejich
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zavazadla. Zjistilo se, Ze hmotnost zavazadel cestujicich souvisi s dobou, na kterou

odcestovali.

a. Najdé&te rovnici regresni piimky popisujici danou zavislost.

b. S jakou hmotnosti zavazadel 1ze pocitat, bude-li na palubé€ 15 cestujicich vracejicich se za
2 dny, 7 cestujicich vracejicich se za 5 dnl, 5 cestujicich vracejicich se za 6 dni
a 1 cestujici vracejici se za 14 dni.

Vysledky prizkumu jsou zaznamendny v tabulce.

Pozorovani | Dny Hmotnost
1 13 46
2 12 43
3 9 29
4 16 52
5 10 31
6 5 18
7 2 11
8 3 12
9 8 25
10 2 10
11 14 48
12 19 60
13 3 15
14 5 20
15 2 12

ReSeni:

Prezentujeme zde pouze ,ru¢ni” vypocet feSeni (s kalkulackou), feSeni pomoci Excelu s
vyuzitim funkce Pfidat spojnici trendu v bodovém grafu ponechdvdme na ¢tenéfi.

a. K vypoctu regresnich koeficientll by, by pouZijeme opét vztaht (3.13):

b= YTX Y _3A82 Y _ o0 ¥ =288-299-82=4.27.
C-x  9673-82

Regresni pifimka ma4 tedy tvar

Y=427+299x.
i X; yi XYi x;
1 13 46 598 169
2 12 43 516 144
3 9 29 261 81
4 16 52 832 256
5 10 31 310 100
6 5 18 90 25
7 2 11 22 4
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8 3 12 36 9
9 8 25 200 64
10 2 10 20 4
11 14 48 672 196
12 19 60 1140 361
13 3 15 45 9
14 5 20 100 25
15 2 12 24 4
Soucet 123 432 4866 1451
Primér 8,2 28,8 3244 96,73

b. Vypocitame hodnotu Y pro x =2: Y (2) =4,27+2,99-2=10,25,
x=5:Y(5)=4,27+2,99-5=19,22,
x=6:Y(6)=427+299-6=2221,

x=14: Y(14)=4,27+2,99-14 =46,13.

Potom hmotnost zavazadel m, se kterou lze pocitat, snadno zjistite, uvdaZzite-li pocty
piisluSnych cestujicich:

m=15-Y(2)+7-Y(5)+5-Y(6)+1-Y(14) =153,75+134,54+111,05+46,13 = 445,47 .

E 3.6 SAMOSTATNE UKOLY
3.1 Persondlni feditel firmy shromazdil idaje o véku (X) a dob¢ pracovni neschopnosti

(Y) dvaceti ndhodné¢ vybranych stdlych zaméstnancl. Zjisténé tdaje jsou zaznamendny

v tabulce.
X Y X Y
20 4 58 20
35 14 46 13
35 15 43 16
34 10 33 10
32 10 29 10
28 9 36 11
25 12 48 14
46 15 55 15
38 15 36 14
50 16 19 6

Nacrtnéte bodovy graf a najdéte rovnici regresni funkce vyjadiujici danou zavislost.
Zhodnot'te vystiznost (pfiléhavost) regresni funkce vzhledem k datim.
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3.2 Bylo sledovédno, jak souvisi mnoZstvi vadnych vyrobkli (v % z vyrobenych
vyrobkill) s vykonem soustruznika (v % z ptedepsané normy). Bylo vybrano deset pracovnikii,
namétené tdaje jsou uvedeny v tabulce.

Vykon 56 68 72 85 92 | 102 | 107 | 111 | 123 | 142
Vadné vyrobky| 52 | 39 | 35 | 24 [ 204 | 2 22 1224 24 | 2,51

Stanovte regresni model a urcete ptiléhavost regresni piimky k datiim.

3.3 Tabulka zachycuje stafi (v letech) osmi vybranych stroji v potravinarském zdvode
a tydenni néklady (v K¢) na provoz téchto stroji.

Stari stroje 1 2 3 4 5 6 7 8

Naklady 44 | 52 | 61 | 80 | 94 | 108 | 111 | 116

a. Odhadnéte parametry linedrni regresni funkce, kterd by méla vystihovat pribéh zavislosti
ndkladi na stéfi.

b. Uréete koeficient determinace R” a interpretujte je;j.

c. Jaké tydenni ndklady miizeme oCekdvat u stroje starého 4 roky?

3.7 RESENI UKOLU, VYSLEDKY

3.1
25
y=0,2964x + 1,3941
20 R2 = 0 7287 ’
15
10
5
O T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70

3.2 Y=-0,0285x+5,56; R>=0,53.

3.3 a) Y=3214+1136x
b) R’>=097 tzn. modelem je vysvétleno 97% celkové variability.
¢) Y(4)=32,14+11,364=77,58 K¢.
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4 REGRESNI ANALYZA - JEDNOROZMERNA: )
INTERVALY SPOLEHLIVOSTI, TESTY HYPOTEZ,
NELINEARNI REGRESE

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Tato kapitola vam roz$ifi znalosti v jednorozmérné regresni analyze. Za piedpokladi
jednorozmérného klasického regresntho modelu se budete zabyvat stanovenim intervall
spolehlivosti a dale testy hypotéz regresnich koeficientil a testem nulovosti koeficientu
determinace. DalSi odstavce se zabyvaji jednorozmérnou nelinearni regresi. Nejprve budou
vySetfovany regresni funkce, které lze s pomoci vhodné transformace prevést na funkce
linedrni ddle parabolickd regresni funkce a nakonec nelinedrni regresni funkce tzv.
Tornquiustova typu. Pro vypocet parametrti téchto funkci se pouziva metoda vybranych bodi
s pomoci Excelu. V této kapitole si rozSifite znalosti v jednorozmérné regresni analyze.
V ndvaznosti na jednorozmérny klasicky regresni model se budete zabyvat intervaly
spolehlivosti a testy hypotéz regresnich koeficienti a také testem koeficientu determinace.
Poté se zaCnete zabyvat jednorozmérnou nelinedrni regresi. Nejprve budou vysetiovany ty
regresni funkce, které 1ze s pomoci vhodné transformace prevést na funkce linedrni. Nésleduje
parabolicka regresni funkce a nakonec nelinedrni funkce tzv. Tornquiustova typu. Pro vypocet
parametrt téchto funkci, jeZz maji uplatnéni predevS§im v marketingu, pozndte novu metodu
tzv. metodu vybranych bodl, kterd zde nahradi zndmou metodu nejmenSich Ctverci
s vyuzitim Excelu.

4.1 INTERVALY SPOLEHLIVOSTI

Jsou-li splnény pfedpoklady klasického linearnitho modelu (3.9), tj. modelu
vi= B+ Bx, +&,i=12,..n,

potom pro rozdéleni odhadu regresnich koeficientll b,,b, jakoZto ndhodnych veli€in plati toto:
Regresni koeficient b; md normdlni rozd€leni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou f;

a rozptylem o hj, kde j=0nebo 1, ¢isla h; jsou definovana nasledujicimi vztahy:

inz
y =~ _ 4.1)
nzxi - (in)

S S

V klasickém linedrnim modelu predpoklddame, Ze ndhodné slozky maji konstantni

rozptyl o7, jeho hodnotu v§ak nezndme. Nezndmy rozptyl o miZzeme nahradit jeho bodovym
odhadem

4.2)

, 4.3)
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ktery nazyvame rezidudlni rozptyl. Jak je vidét, v rezidudlnim rozptylu vystupuje v Citateli
rezidudlni soucet Ctverct (3.16) dé€leny Cislem n — 2, coZ je pocet stupnit volnosti, tj. rozsah
dat n minus pocet regresnich parametriit v modelu: 2. Odmocninu rezidudlniho rozptylu sg
nazyvame smérodatnd chyba.

Oboustranny interval spolehlivosti pro regresni koeficient b;, pti zadaném koeficientu
spolehlivosti (1 - @), je ndsledujici interval:

[bj— t1.an(1-2) sg\[h; . by + t1.an(n-2) spo[h; 1. j =0 nebo 1. (4.4)

Pfipomindme, Ze zde t.gn(n — 2) je piislusny kvantil Studentova t-rozdéleni,
podrobnosti, viz Ramik (2003), 4; jsou dany vztahy (4.1), (4.2).

Bodovy odhad regresnich koeficientli b; nefikd nic o eventudlni variabilit¢ tohoto
koeficientu. Tuto informaci dopliluje smérodatné chyba (4.3) a zejména interval spolehlivosti
(4.4), ktery informuje, vjakém rozmezi se regresni koeficient miZe pohybovat v rdmci
zadané spolehlivosti.

Odhadnuty linearni regresni model (3.1), ktery ma tvar

y =by+bix+e, 4.5)
resp. regresni funkce
Y= by+bix, (46)

ma prakticky vyznam zejména pii odhadu chovani modelu v piipadé, Ze nezavisle promeénna
nabyva n¢jakou v datech se nevyskytujici hodnotu, ozna¢me ji napi. xo. Model (4.5), resp.
regresni funkce (4.6), pak slouZi k predpovédi (predikci, prognoze, extrapolaci) hodnoty
zavisle proménné. Bodovy odhad predpovédi ziskdme dosazenim xo do (4.5), resp. (4.6),
nebot’ predikovana hodnota chyby (rezidua) e je 0, tedy

Yy = b() + bl)C() . (47)

Informaci o tom, vjakém rozmezi se predikovand hodnota zdvisle proménné y miize
pohybovat, poskytne oboustranny interval spolehlivosti:

[Yo— t1-an(n-2) spNH , Yo + t1.an(n-2) s,NH 1, (4.8)

n aniz - (in )2

2
kde H —1+l[1+ (nxo ~ 2% ) ] . Ostatni symboly v (4.8) maji stejny vyznam, jako

v intervalu (4.4).

4.2 TESTY HYPOTEZ

Metodou nejmenSich ctverct lze zjistit, zda regresni koeficienty b; jsou nenulova cisla,
musime mit vSak stdle na paméti, Ze se jednd o realizace ndhodnych veli€in, a tudiZ ma smysl
testovat, zda naSe plvodni parametry f; jsou piesto nulové. Za piedpokladi klasického

linedrnitho modelu je moZno testovat nulovou hypotézu:

Ho: 5,=0, j=0nebo 1 4.9)
proti oboustranné alternativni hypotéze
Hj: B;#0, j=0nebo 1. (4.10)

Pfi tomto testu pouZijeme testové kritérium

-47 -



Regresni analyza — jednorozmérnd: intervaly spolehlivosti, testy hypotéz, nelinedrni regrese

r-_b% (4.11)
h

n—0
které m4 pfi platnosti Hy f-rozdéleni s n — 2 stupni volnosti, Sk je rezidudlni soucet Ctvercu, A;
je dano vztahy (4.1), (4.2), pticemZ j = 0 nebo 1.

Na hladin€ vyznamnosti ¢ (viz Ramik (2003)) je kriticky obor vymezen nerovnosti
T|> t_,,(n-2),
kde t,_,,,(n—2) je piisluSny kvantil Studentova fr-rozdé€leni, ktery lze nalézt v tabulkach,
nebo v Excelu pomoci funkce TINV.

Pfijmete-li napf. na dané hladin€ vyznamnosti & nulovou hypotézu Hy: g, = 0, pak to

znamend, 7Ze y nezdvisi na x, jinak feceno, pro libovolnou hodnotu nezdvisle proménné
x nabyva zavisle proménna y neustale stejné hodnoty S, .

Vypocitand hodnota koeficientu determinace je prakticky vzdy kladnd. Musime vsSak
mit stile na paméti, Ze u hodnot vstupujicich do vypoctu koeficientu determinace se jedna
orealizace ndhodnych veli¢in, a tudiz ma smysl testovat, zda teoreticky koeficient
determinace R* neni ptresto nulovy. Za predpokladii klasického linedrniho modelu je mozno
testovat nulovou hypotézu:

Ho: R*=0,
proti oboustranné alternativni hypotéze

H;: R#0.

Pfi tomto testu pouzijeme testové kritérium

2
T = w, (4.11%)
1-R

které md pii platnosti Hy r-rozdéleni s n — 2 stupni volnosti, R* je vypogitany koeficient
determinace.

Na hladin€ vyznamnosti & (viz Ramik (2003)) je kriticky obor vymezen nerovnosti
T>t_,(n-2),

kde ¢#,_,(n—2) je ptisluSny kvantil Studentova t-rozdéleni, ktery lze nalézt v tabulkach, nebo
v Excelu pomoci funkce TINV.

4.3 NELINEARNI REGRESNI ANALYZA

V tomto odstavci si povSimneme jednoduchého regresniho modelu s nelinedrni regresni
funkci, ktery se vSak da pouhou substituci na linedarni model pfevést. Konkrétn¢ se jedna
o dv¢ regresni funkce zminéné jiz v kapitole 3:

regresni mocninnd funkce: f(x)= ,Boxﬁ - (4.12)

regresni exponencidlni funkce: fx)=6p8". (4.13)
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Regresni model s regresni funkci (4.12) ma tvar:

y=ppx" +e, (4.14)
avSak namisto néj uvazujeme model, jeZ vznikne logaritmovanim (4.12), kde poloZime
y=f(x),t. Iny=Ing,+fInx+&, pfitom [n oznaCuje pfirozeny logaritmus
o zdkladu e = 2,718... JestliZe nyni poloZite substituce

y=Iny, X' =Inx, 4.15)

Bo=mp,, B/ =5, (4.16)

pro transformaci (4.15) ptvodnich dat y;, x; obdrzite ,Carkovany* jednoduchy linearni
regresni model

Y=+ B+, (4.17)
jehoZz parametry g, [, (regresni koeficienty) l1ze odhadnout metodou nejmensich Ctverct
aplikovanou na linedrni model (4.17), a obdrZite tak jejich odhady b,,b, . S pouZitim vztaht
(4.15) a (4.16) dostanete nazpét odhady b,,b, ptivodniho nelinedrniho regresntho modelu
(4.12):

by=e" b =b.

Analogickym postupem lze linearizovat jednoduchy nelinedrni regresni model
s exponencidlni regresni funkci (4.13), kterd je v ekonomii zndma jako Cobb-Douglasova
Jednofaktorovd produkcni funkce:

y=B8"+¢€, (4.18)
ktery substitucemi

Y=y, x¥'=x, (4.19)

By=Wp,, =g, (4.20)

lze rovnéZ transformovat na ,.Carkovany* linedrni model (4.17), jehoZ parametry p;,f/
odhadneme metodou nejmensich étvercd, a obdrzime tak jejich odhady b;,b . S pouzitim
vztahli (4.20) vypocteme nazpét odhady b,,b, pivodniho nelinedrniho regresntho modelu
(4.18):

by=e" b =e". (4.21)

Je vSak tfeba upozornit, Ze na intervalové odhady, resp. testy hypotéz, regresnich koeficienti
by,b, lze pouZit postup z poitku této kapitoly pouze tehdy, kdyZ transformovand,

tj. ,,Carkovana*“ data y/,x/, spliiuji podminky klasického regresniho modelu z kapitoly 3.

Meze intervalovych odhadi, tedy krajni body intervali spolehlivosti pak vypocitdme
s pouZzitim zpétnych transformaci (4.21).

Dal§imi uZiteCnymi nelinedrnimi regresnimi funkcemi s uplatnénim pfedevSim
v marketingu a vyzkumu trhu (logistické funkce, Gompertzovy funkce, aj.) se budete zabyvat
v kapitole vénované analyze Casovych fad. Tam se budete zabyvat i problémem vybéru
vhodného typu regresni funkce. V nasledujicich odstavcich se jest¢ vénujeme zndmé
parabolické regresni funkci a ddle Tornquistovym funkcim, které nelze prevést jednoduse na
linedrni tvar, jak tomu bylo v tomto odstavci.
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4.4 PARABOLICKA REGRESE

V kapitole 3.1. jsme oznacili parabolickou regresni funkci (3.4) za regresni funkci,
kterou lze substituci x’= x* pfevést na linedrni tvar. V tomto pifpadé se viak jednalo pouze
o specidlni tvar paraboly (s vrcholem na ose y) se dvéma parametry. Obecny tvar paraboly
vS§ak m4 parametry tii a vypad4 takto:

f(x)=py+px+ x>, (4.22)
Jednoduchy regresni model s parabolickou regresni funkci pak ma tvar
y=8,+Bx+p,x +€. (4.23)

Maiame-li tedy k dispozici data, tj, dvojice hodnot (yi, x1), (y2, X2), (3, X3),..., (Vn, X»), pak lze
odhady b,,b,,b,regresnich parametra S, 3,, 3, ziskat metodou nejmensich ctverct, pficemz je
zapotiebi fesit soustavu 3 normdlnich rovnic o 3 nezndmych:

Z y;= nb0+b12xi+b22xi2 , (4.24)
Z)’i i:bozxi +blzxi2+b22xi3 )
Zyixiz :bOinz +blzxi3 +b2zxi4 .

Uvédomte si, Ze nezndmé jsou v této soustaveé rovnic b,,b,,b,, zatimco y;, x; jsou zndmé

hodnoty, které se dosadi do sum 2. v soustavé (4.24). Tuto soustavu 3 linedrnich rovnic
0 3 neznamych je snadné vyfeSit napf. zndmou Gaussovou elimina¢ni metodou. Ciselny
piiklad uvedeme v nésledujici ¢asti vénované feSenym piikladim.

4.5 TORNQUISTOVY FUNKCE

Zejména v marketingu se vyuZzivaji Tornquistovy regresni funkce (t€Z Tornquistovy
kiivky), coz jsou regresni funkce s vice parametry, které podle pouZiti rozdélujeme na tii
typy:

Tornquistovy krivky 1. typu vyjadiuji zavislosti poptdvky po spotitebnim zboZi f( x)na
vys$i prijmii x ekonomickych subjektd (napf. rodin). Tyto kfivky maji tvar:

X
=2
x+p

Kftivky tohoto typu se pouzivaji napiiklad pfi planovéni a prognézovéni ve spotiebnim
prumyslu. Regresni funkce (4.25) slouzi k modelovdni poptivky po zboZi nezbytného
charakteru (mléko, pecivo, obuv, apod.).

(4.25)

Pii modelovani poptavky po zboZi relativné nezbytného charakteru (elektrospotiebice,
maso a uzeniny, apod.) se pouZzivaji Tornquistovy krivky Il. typu, které maji tvar:
(x—p)
f(x) — ﬂO ﬂl .
x+p5,
Tornquistovy krivky IIl. typu se pouZzivaji pfi modelovani poptavky po zboZi zbytného
charakteru (auta, Sperky, umélecka dila, apod.). Tyto regresni funkce se tfemi parametry maji
tvar:

(4.26)

Flo= LB (4.27)
x+p5,
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Odhady regresnich parametrt funkci (4.25) - (4.27) lze ziskat opét metodou nejmensich
¢tvercii, avSak s pouZzitim PC a Excelu, nebot’ soustava 3 normdlnich rovnic o 3 nezndmych je
nelinedrni, a proto se kfeSeni pouZivaji iteracni numerické metody. Pro ru¢ni vypocet
muzeme alternativné vyuzit i metodu vybranych bodu.

Tornquistova krivka I. typu

Obr. 4.1. Tornquistova kiivka I. typu, S, =, =, =1

Tornquistova krivka Il. typu

Obr. 4.2. Tornquistova kiivka II. typu, B, =B, =, =1

Tornquistova krivka Ill. typu

0,8 +
0,6 +

=
S04 -

12

Obr. 4.3. Tornquistova kiivka II1. typu, B, = B, =15, =80
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4.6 METODA VYBRANYCH BODU

UkdZzeme si zde jinou metodu vypoCtu neznadmych parametrl, kterd sice nevede
z teoretického pohledu k nejlepSim odhadiim, avSak jeji vyhoda spocivd ve vypocetni
nenarocnosti umoznujici ,,ruéni* vypocet. Tato metoda se nazyva metoda vybranych bodii
a spociva v tom, Ze z danych udaji (Y;, x;) vybereme 3 charakteristické hodnoty - body,
kterymi nechdme Tornquistovu kiivku prochdzet, jinymi slovy, poloZime empirické hodnoty
rovny hodnotdm teoretickym. Jestlize charakteristické hodnoty poptavky Y,,Y,,Y; odpovidaji

hodnotdm vySe pifjmd x,x,,x;, pak ze vztahu (4.26) obdrZite soustavu 3 rovnic

o 3 nezndmych b,b,,b, :

lebo(x1_b1)’ Yzzbo(xz_bl)’ Y3:b0(x3_b1)’ (4.28)
x, +b, X, +b, X, +b,

jejichZ feSenim napf. postupnym dosazovanim ziskdme odhady nezndmych parametrii b,,b,, b,.

RESENY PRIKLAD 4.1
Data v tabulce predstavuji ceny broZovanych knih a k nim pfislu$né pocty jejich stran.

Urcete linedrni regresni model popisujici zavislost ceny knih na poctu stran.

Urcete interval, ve kterém bude s pravdépodobnosti 95% leZet regresni koeficient b;.

Na hladin¢ vyznamnosti 5% testujte, zda je regresni koeficient b; statisticky vyznamny.
Vypoctéte koeficient determinace a na hladin€ vyznamnosti 5% testujte, zda je statisticky
vyznamny.

e. Vjakém rozmezi se bude pohybovat cena knihy s 250 stranami? UvaZujte hladinu
vyznamnosti 0,01.

goFR

Mérenti €. 1 2 3 4 5 6 7
Pocet stran | 20 35 48 50 130 | 200 86
Cena knihy | 40 50 70 106 118 | 179 100

ResSeni:

a. Koeficienty regresni piimky Y = by + bx urcite pomoci vztahi (3.13):

p X y-%:y_1013571-81.29-9471 243673 _
Loy 10103,57 —81,29* 349551

b

by=y-b -x=9471-0,7-81,29 =37.81.
Hledana regresni pfimka ma tvar Y =37,81+0,7x.

b. Ukolem je najit 95% oboustranny interval spolehlivosti pro koeficient 5;. Obecny
tvar tohoto intervalu je nésledujici (viz (4.4)):

[b1 — tan(n—2) gy, by + tian(n —2) seahy 1,

kde sg je odmocnina z reziduélniho rozptylu s; = SR2 , hy je definovdno vztahem (4.2).
n—
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i X; Yi X; Xyi Yi |(y; =Y (y; - 9)*
1 20 40 400 800 51,81 139,48 2993,18
2 35 50 1225 1750 | 62,31 151,54 1998,98
3 48 70 2304 3360 | 71,41 1,99 610,58
4 50 106 2500 5300 | 72,81 | 1101,58 127,46
5 130 118 16900 15340 | 128,81 | 116,86 542,42
6 200 179 40000 35800 | 177,81 1,42 7104,80
7 86 100 7396 8600 | 98,01 3,96 27,98
Soucet 560 663 70725 70950 1516,83 | 13405,43
Prumér| 81,29 | 94,71 | 10103,57 |10135,7

Nejprve se vypocitd rezidudlni soucet Ctverci Sk (v tabulce vypocti je to hodnota
v pfedposlednim sloupci dole):

7

Sp=.(y,—Y)*=151683.

i=1
Teoretické hodnoty Y; obdrZzime postupnym dosazovianim hodnot x; do rovnice regresni
piimky. Hodnoty Y;, jednotlivi s€itanci i souCet Sk jsou uvedeni v tabulce. Nyni mizeme
vypod&itat hodnotu rezidudlniho rozptylu s, .
, 151683

Sk

=303,37.

sp =52 =+/30337 =17,42.

Dale stanovime hodnotu A;.

Potom

! S 0,00004.

n
n> x> —(Yxf 7-70725-569° 171314

V tabulkédch Studentova rozdéleni nalezneme (1 — a/2) = 97,5% kvantil t-rozd€leni o n — 2 =
7 —2 =5 stupnich volnosti, tj. #)4,5(5)=2,57.

h, =

Dosazenim vyse vypocitanych hodnot do vztahu pro interval spolehlivosti ur¢ime jeho pravou
a levou stranu:

L=0,7-2,57-17,42-4/0,00004 = 0,42.

P=0,7+257-17,42-,/0,00004 = 0,98.
Regresni koeficient b; bude s 95%-ni pravdépodobnosti leZet v intervalu [0,42; 0,98].
¢. Ackoliv je hodnota koeficientu b= 0,7, nesmite zapominat na to, Ze pracujete
s ndhodnym vybérem a Ze teoretickd hodnota parametru f; presto mize byt nulova. Bude se
proto testovat nulova hypotéza

H()I ,61 =0
proti oboustranné alternativni hypotéze

H;: ,61 #0.
K ovéfeni nulové hypotézy vypocitime hodnotu testového kritéria (4.11)

T 5 65?’7 :(())’171:6’35’

S )
R \/1 163 60004
n—=2 7-2
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V tabulkédch t-rozdéleni nalezneme fy975(5) = 2,57. Protoze 6,35 > 2,57, zamitdme nulovou
hypotézu ve prospéch hypotézy alternativni, coZ znamend, Ze na zvolené hladin€ vyznamnosti
je parametr £; nenulovy a tedy statisticky vyznamny.

d. Koeficient determinace R* vypo&itime podle vztahu
R?>=1- S_R =1- w =
S, 13405,43

Testové kritérium stanovite podle vztahu (4.11%)

2 —_—
o R 2 _ [0895 (o
1-R 1-0.89

Protoze 6,35 > 2,57, zamitd se nulovd hypotéza ve prospéch hypotézy alternativni, coz
znamend, Ze na zvolené hladin€é vyznamnosti je koeficient determinace R’ nenulovy a tedy
statisticky vyznamny.

b

e. Méte stanovit 99% interval spolehlivosti pro predikovanou hodnotu Y, je-1i xo = 250.
Podle (4.8) je tvar tohoto intervalu
[Yo— t-an(n=2) sgVH , Yo + t1-an(n=2) sxVH |,
kde
Yo= bo+ bix=37,81+0,7 250 =212,81,
ti-an(n —2)=4,032,
sp=17,42,

F— 2 X _ 2
H—1+l{1+ (nx, = > x,) }_H{HW 250 —569) }:1+l(1+1394761j:

n "ZXf—( x) 71 7-70725-569° 7 171314
1

=1+--9,14=231.
7

Meze hledaného intervalu jsou:
L=212,81-4,032-17,42-4/2,31 =106,06.

P=21281+4,032-17,42-4/2,31 =319,56.
Cena knihy se bude s 99%-ni pravdépodobnosti pohybovat v intervalu [106,06;319,56].

Nakonec si ukdZzeme feSeni pomoci Excelu. Na tomto mist¢ to bude dal$i moZnost
feSeni tlohy jednoduché (i vicendsobné) regrese s vyuZzitim menu:
Data — Analyza dat... —» Regrese.

Data jsou uspotfddana ve worksheetu ve 2 sloupcich:

A B C

1 |Pocet stran |Cena knihy

2 20 40

B 35 50

4 48 70

5 50 106

6 130 118

7 200 179

8 86 100

9

Otevfe se okno regrese, které vyplnite takto:
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Regrese g\

YWstup
‘stupni oblast ¥: $B$1:4645 -
Wstupni oblast 2: $a41:4a%8 EY

[ Popisks ™ Konstanta je nula M

[V Hladina spolehlivosti |99 %

MoZnoski wysbupu

{* ystupni oblast: $adz0 EY
" Moy lisk: l—
" Mowy sesit

Rezidua

[ Rezidua [ @&raf s rezidui

[ Standardni rezidua [ @Graf regresni primky

Po potvrzeni OK obdrzite:

VYSLEDEK
Regresni statistika
Nasobné R 0,942
Hodnota spolehlivosti R 0,887
Nastavena hodnota spolehlivosti R 0,864
Chyba st. hodnoty 17,416
Pozorovani 7
ANOVA
Rozdil SS MS F yznamnost F

Regrese 1 11888,84 11888,84 39,19608 0,001525
Rezidua 5 1516,586 303,3172
Celkem 6 13405,43

Koeficienty'ba stf. hodi  tstat  Hodnota P Dolni 95% Horni 95% Dolni 99,0% Horni 99,0%
Hranice 38,059 11,19022 3,401 0,019 9,294 66,825 -7,061 83,180
Pocet stran 0,697 0,111327 6,261 0,002 0,411 0,983 0,248 1,146

V prvni ¢asti vystupu jsou popisky s nepfesnymi pieklady do ceStiny, uvadime proto jejich
spravné vyznamy:

Néasobné R = R - koeficient korelace

Hodnota spolehlivosti R = R? - koeficient determinace

Nastavena hodnota spolehlivostiR = F{Zadj - upraveny koeficient determinace

Chyba stf. hodnoty = % - smérodatna chyba (odhad smérodatné odchylky nahod. slozky)

V této &asti vystupu je dilezitd druhd hodnota — koeficient determinace R* = 0,887, ktery
odpovida ruéné ziskanému vysledku z ¢asti d.

Druh4 tabulka ve vystupu — ANOVA neni v pravém slova smyslu metoda ANOVA, jak jsme
se ji zabyvali v kapitolach 1 a 2, jde tu o analogii vyuZivajici podobnosti vztaht (1.5) a (3.17).
Analogicky jako v metodé ANOVA je zde vysledek F-testu statistické vyznamnosti celého
regresniho modelu: Vyznamnost F = 0,001525. Tato hodnota je mensi nez 0,05 a proto je
cely regresni model statisticky vyznamny.

Ve tfeti — posledni tabulce jsou uvedeny relevantni informace k vypocitanému regresnimu
modelu. Nejprve jsou uvedeny odhady regresnich koeficienti:

Hranice = droviiova konstanta = b

Pocet stran = sklon regresni ptimky = koeficient u nezavisle proménné ,,pocet stran = b;

Ve sloupci Hodnota P jsou uvedeny p-hodnoty (signifikance) testti nulovosti pifslusnych
regresnich koeficienti:

Pro regresni koeficient by je tato hodnota 0,019 < 0,05 - by je statisticky vyznamny tj. S # 0.

-55-



Regresni analyza — jednorozmérnd: intervaly spolehlivosti, testy hypotéz, nelinedrni regrese

Pro regresni koeficient bje tato hodnota 0,002 < 0,05 — b; je statisticky vyznamny tj. £ # 0.

Intervaly spolehlivosti regresnich koeficientii jsou uvedeny ve sloupcich:

Dolni 95%, Horni 95%, resp. Dolni 99,0%, Horni 99,0%.

Konkrétn€, 95%-ni interval spolehlivosti koeficientu £, je [0,411 ; 0,983], coZ je stejny
vysledek, jaky jsme obdrzeli predtim ru¢nim vypoctem.

RESENY PRIKLAD 4.2

Pfi sledovéni zdvislosti vlastnich ndkladi na skladovéani zahrnujici i ztraty zptisobené
zastavenim vyroby z nedostatku soucdstek (Y) na velikosti dodavek (X) v 18 obuvnickych
zavodech jsme obdrzeli nasledujici udaje - viz. tabulka.

a. Naleznéte regresni funkci popisujici zavislost Y na X a urcete jeji rovnici.
b. Stanovte optimalni velikost dodavky.

Podnik 1 2 314 5 6 7 89 10 11 12 13 14 15|16 17 18

Dodavka | 28 32 35|40 42 45 49 51|53 56 57 60 61 64 69|72 75 77
Naklady | 62 59 58 |53 50 46 44 42 |40 41 38 35 36 36 38|40 42 46

ResSeni:

Jak z pribéhu bodového diagramu, tak i rozboru empirickych udajt plyne, Ze zavislost
mezi velikosti dodavek a ndklady na skladovani dobie vystihuje parabolickd regresni funkce

f(x) = By +Bix +5ox’.

Néklady na skladovani maji zpocatku klesajici tendenci- mald doddvka zplsobuje vysoké
naklady na prevzeti pfipadajici na jednu soucastku a zpusobuje vypadky ve vyrobé. Tuto
tendenci pozdé&ji vystiidd vzestup — piiliS velkd doddvka zvySuje stav zdsob, prodluzuje
skladovaci dobu a vyvolava nutnost uveérového kryti — viz Obr. 4.4.

Odhady hodnot parametrt parabolické regrese obdrzime feSenim soustavy normdlnich

rovnic
Zyl. :nb0+b12xl.+bzle.2
Zyl . =Db Zx +b Zx +b Zx
Zylxl =b Zx +b Zx +b Zx
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Regresni parabola y = 0,0227x2 - 2,8479x + 127,71
R? = 0,939
70
60 - ¢
50 - N .
40 4 o Néklady
30 ——Polynomicky (Néklady)
20 -
10 A
0 : : : :
0 20 40 60 80 100

Obr. 4.4. Parabolickd regrese

Dosazenim hodnot ze souctového fadku tabulky do téchto rovnic dostaneme:
806 =18b, +966b, +55534b,
41618 =966b,, +55534b, +3372084D,
2330182 =55534b, +3372084b, + 213664858b, .
Resenim této soustavy rovnic (nap¥. Cramerovym pravidlem) ziskdme regresni koeficienty
bo=127,71; by = —2,8479; b, = 0,0227.
Hledana parabola m4 tvar
Y =127,71-2,8479x+0,0227x>.

b. Optimdlni velikost objedndvky zjistime jako minimum funkce
Y =127,71-2,8479x+0,0227x>
tak, Ze polozime jeji prvni derivaci rovnu nule, tj.
Y'= —2,8479 + 0,0454x =0, tudiz x=62,7.
Optiméln{ velikost dodavky je 62 nebo 63 kust.

Nakonec provedeme vypocet pomoci Excelu s vyuZzitim funkce Pfidat spojnici trendu
v bodovém grafu.

Po zobrazeni dat pomoci grafu XY bodovy poklepete pravym tlacitkem mysi,

zvolite polozku Typ trendu a rergrese: Polynomicky (stupen 2),

Ddle oteviete zalozku Moznosti, kde zakliknete:

Zobrazit rovnici regrese (rovnice regresni ptimky) a soucasné zakliknete

Zobrazit hodnotu spolehlivosti R (hodnotu koeficientu determinace R?).

Potvrdite OK.

i Xi Yi xi2 x,-"’ x;‘ X{Yi xi2 y;

1 28 62 784 21952 614656 1736 48608
2 32 59 1024 | 32768 1048576 1888 60416
3 35 58 1225 | 42875 1500625 2030 71050
4 40 53 1600 | 64000 2560000 2120 84800
5 42 50 1764 | 74088 3111696 2100 88200
6 45 46 2025 | 91125 4100625 2070 93150
7 49 44 2401 | 117649 5764801 2156 105644
8 51 42 2601 | 132651 6765201 2142 109242
9 53 40 2809 | 148877 7890481 2120 112360
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10 56 41 3136 | 175616 9834496 2296 | 128576
11 57 38 3249 | 185193 10556001 2166 | 123462
12 60 35 3600 | 216000 12960000 2100 | 126000
13 61 36 3721 | 226981 13845841 2196 | 133956
14 64 36 4096 | 262144 16777216 2304 | 147456
15 69 38 4761 | 328509 22667121 2622 | 180918
16 72 40 5184 | 373248 26873856 2880 | 207360
17 75 42 5625 | 421875 31640625 3150 | 236250
18 77 46 5929 | 456533 35153041 3542 | 272734
Soucet | 966 806 | 55534 3372084 | 213664858 41618 | 2330182

Obdrzite vysledek témér takovy, jaky je na nasledujicim obrazku. K pivodnim bodim
se zobrazi regresni parabola, dédle rovnice regresni paraboly a hodnotu koeficientu
determinace R*. Vysledek je stejny, jako pfi ruénim vypoctu, viz vyse.

RESENY PRIKLAD 4.3

V jisté firme zkoumali, jak zdvisi vlastni ndklady na jednotku produkce (Y) na objemu
produkce (X). Néasledujici tabulka uvadi zjisténé udaje v riznych obdobich.
a. Najdéte regresni hyperbolicky model popisujici danou zavislost.
b. Pomoci koeficientu determinace zhodnot'te pfiléhavost regresni funkce k datim.

Obdobi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Objem produkce 05 071091419 32 4214816979881 92]|10,1
Naklady / jednotka |456 297 | 206 | 165 | 118 79 57 54 40 35 30 23 14

ReSeni:
a. Dosadite potiebné idaje do normélnich rovnic, které ziskate z hyperbolické regresni

funkce (3.5) tak, Ze k nalezeni minima souctu ¢tverct odchylek:

2
1
F(b,,b) = z v, —(b, +b,—) | se anuluji parcidlni derivace, tj. oF =0a oF =0.Tim
X, ob, ob,

obdrzite nasledujici normalni rovnice:

Zyi =n-b, +bIZ%
4 1 1
Rl OB Y

a obdrZzime soustavu 2 rovnic o 2 nezndmych
1574 =13-b, +b, - 7,13
1812,19 =b, - 7,13+, -8,33.
ReSenim této soustavy ziskate odhady regresnich parametri:
bo=3,32; by =214,71.

Hledand regresni hyperbola m4 tvar: Y =3,32 + 214,71 .

X
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b. Nejdiive vypocitite teoretické hodnoty Y; postupnym dosazenim hodnot x; do rovnice
regresni hyperboly
214,71 ~3324 214,71

X, 0,5

Y, =332+ =432,74.

Vsechny hodnoty Y; jsou uvedeny v tabulce, viz nizZe.
Dale vypocitate soucty St, S,

13
Sp =D (Y, —¥)* =(432,74-121,08)* +(310,05-121,08)* +... + (24,58 —121,08)° =

i=1

=203722,02.

13
S, = (3, =) =(456-121,08)* + (297 —121,08)* +...+ (14-121,08)* = 2060,97 .

i=1

i X; ¥i 1/x; 1/xi2 yi/x; Y; Y, - y)z (y; — y)z
1 0,5 456 2,00 4,00| 912,00 | 432,74 | 97131,96 | 112171,41
2 0,7 297 1,43 12,04 | 424,29 |310,05| 35709,66 | 30947,85
3 0,9 206 1,11 1,23 | 228,89 | 241,89 | 14595,06 | 7211,41
4 1,4 165 0,71 10,51 | 117,86 | 156,68 | 1267,36 1928,97
5 1,9 118 0,53]0,28| 62,11 |116,33 22,56 9,49
6 3,2 79 0,31 10,10 | 24,69 | 70,42 | 2566,44 1770,73
7 4,2 57 0,24 10,06 | 13,57 | 54,44 | 4440,89 4106,25
8 4,8 54 0,21 10,04 | 11,25 | 48,05 | 5333,38 4499,73
9 6,9 40 0,14]0,02| 5,80 34,44 | 7506,49 6573,97
10 7,9 35 0,130,02| 4,43 30,50 | 8204,74 7409,77
11 8,8 30 0,1110,01| 3,41 27,72 | 8716,09 8295,57
12 9,2 23 0,11]0,01| 2,50 26,66 | 8915,14 9619,69
13 10,1 14 0,100,01| 1,39 24,58 | 9312,25 | 11466,13
Soucet | 60,5 1574 7,13 18,33 | 1812,19 203722,02 | 206010,97
Prumér| 4,65 121,08 |0,55|0,64 | 139,40

Hodnoty jednotlivych s¢itanct i souctii Sz, Sy jsou uvedeny v tabulce.

Koeficient determinace R vypocitite podle vztahu (3.18).

o2 = Sr _203722,02

S, 20601197

b

Hodnota koeficientu determinace 0,99 je vysokd, coZ znamend, Ze danym regresnim modelem
s vysvétlujici proménnou ,,objem produkce* je vysvétleno 99% variability znaku Y. Pouze 1%
chovéani proménné Y je ovlivnéno jinymi faktory.
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RESENY PRIKLAD 4.4

Data v tabulce ukazuji poptavku po ur€itém druhu zboZi (v tis. ks) pii riznych cenach
(v K¢). Popiste zdvislost poptavky na cen€ mocninnou regresni funkci.

Pozorovani 1 2 3 4 5 6

Cena 8,5 40 92 180 200 250
Poptivka 200 140 80 45 42 18

ReSeni:
Ukolem je nalézt odhady parametrii 51, /% regresni funkce ¥ = B,x” .

Pouzijete linearizujici transformace, a to tak, Ze ob¢ strany rovnice zlogaritmujete a pouZijete
vhodnou substituci (viz odstavec 4.3), ¢imZ ziskate rovnici

Y =B+ Bix,
kde Y’ =1InY,x" =Inx, f; =Inf,, B = B,, coZ je rovnice regresni piimkKy.

Regresni koeficienty b(,b, ur¢ime pomoci zndmych vztahi takto:

Xy -x-y 1749-439-418 —086

W= == 207439430 143 0
X —x ’ ’ ) ’
b, =y —b/x =418—(-0,6-439) =68.
i X y x’ y' x'y’ x;2
1 85 200 | 2,14 | 530 | 1134 | 458
2 40 140 | 3,69 | 494 | 1823 | 13,61
3 92 80 | 452 | 438 | 19,81 | 20.45
4 180 45 519 | 3.81 | 1977 | 26,97
5 200 42 530 | 3,74 | 19.80 | 28,07
6 250 13 552 | 2.89 | 1596 | 30.49
Primeér 4,39 4,18 17,49 20,70

Odhady by, b, pivodniho modelu snadno vypocitate zpétnou transformaci
b =b,,b, =e" .

Proto bude
b, =-0,6;b, = 897.,85.

Hledand mocninnd regresni funkce m4 tvar

Y =897,85-x7"°.

Nakonec provedeme vypocet pomoci Excelu s vyuzitim funkce Pfidat spojnici trendu
v bodovém grafu.

Po zobrazeni dat pomoci grafu XY bodovy poklepete pravym tla¢itkem mysi, zvolite polozku
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Typ trendu a rergrese: Mocninny,
Dile oteviete zdlozku Moznosti, kde zakliknete:
Zobrazit rovnici regrese (rovnice regresni piimky) a souc¢asné zakliknete
Zobrazit hodnotu spolehlivosti R (hodnotu koeficientu determinace R?).
Potvrdite OK.

Obdrzite vysledek, jaky je na nasledujicim obrazku. K pivodnim bodiim se zobrazi regresni
mocninnd funkce, dale jeji rovnice a hodnotu koeficientu determinace R Vysledek je
ponckud odliSny od vysledku, ktery jsme ziskali pfi ruénim vypoctu, viz vySe. Tato odliSnost
je zpusobena tim, Ze Excel pocita koeficienty pfimo metodou nejmensich ¢tvercii bez pouZiti
linearizace s logaritmickou transformaci. Metoda pouZita Excelem je presnéjSi neZz metoda
linearizace a proto bychom ji dali pfi aplikaci pfednost. Metoda linearizace je zase vypocetné
jednodussi, je ji moZno provést ruéng€, v dob¢ pocitacii vsak tato vyhoda ztraci na vyznamu.

Mocninna regrese y = 10059062
R =0,8347
300
250 +4
200
+ Poptaka
13)7 . . - z
—— Mocninny (Poptaka)
100 -
*
&,
*
O T T
0 100 200 300

Obr. 4.5. Mocninnd regrese

RESENY PRIKLAD 4.5
Tabulka uvadi staii pletacich stroji (X) v letech a ndklady na jejich ddrzbu (Y) v tis. K¢.
Popiste zdvislost Y na X exponencidlni regresni funkci.

Méfeni 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
Stari 14 08 3 75|84 148 45 156[17,3]11,5[132] 1,5
Naklady | 47,5 8 10 17 | 22 76,4 12,5 76 |94,5| 25 |30,6| 12

ReSeni:
Ukolem je nalézt odhady regresnich parametr exponencialni regresni funkce
_ x
y=p5b"
Pomoci logaritmické transformace prevedeme tuto funkci na funkci linearni:

Iny = Infy + xInf, .

Pouzitim substituce

y=InY.¥'=xf,=Inf,.f =Inf,
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obdrZite regresni pfimku y= §; + f/x".
Odhady parametrt S, 5, této piimky ur¢ime pouZzitim zndmych vztaht

Xy -x-y  348-934-325 445
2y 118,59-9,34> 31,35

b 0.14

b, =y —bx =325-(0,14-9,34) =194.
Regresni koeficienty piivodni funkce snadno vypocitdme zpétnou transformaci:
b, =" =6,96,b, =" =1,15. Hledan4 exponencidlni regresni funkce md tvar:

y=6,96-1,15" =6,96- POl

X =x] yi ¥ xiy; | x?
1 14 47.5 386 | 54,04 | 196,00
2 0,8 8 208 | 1,66 | 0,64
3 3 10 230 | 690 | 9,00
4 75 17 283 | 2123 | 56,25
5 8.4 22 300 | 2596 | 70,56
6 14,8 76.4 434 | 64.23 | 219.04
7 45 12,5 253 | 11,39 | 20,25
8 15,6 76 433 | 67.55 | 24336
9 17.3 94,5 455 | 78,72 | 299,29
10 | 115 25 322 | 37.03 | 132,25
11 | 132 30,6 342 | 4514 | 17424
12 1.5 12 248 | 372 | 225
Pramér| 9,34 325 | 34,80 | 118,59

R = 0,9287
100
*
80 R
© / o Néklady
40 / — Exponencidni
. e (NaKlacy)
0 T T T

Obr. 4.6. Exponencidlni regrese
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Nakonec provedeme vypocet pomoci Excelu s vyuzitim funkce Pfidat spojnici trendu
v bodovém grafu. Po zobrazeni dat pomoci grafu XY bodovy poklepete pravym tla¢itkem
mysi, zvolite polozku

Typ trendu a rergrese: Exponencialni,
Ddle oteviete zalozku Moznosti, kde zakliknete:

Zobrazit rovnici regrese (rovnice regresni ptimky) a soucasné zakliknete

Zobrazit hodnotu spolehlivosti R (hodnotu koeficientu determinace R?).
Potvrdite OK.

Obdrzite vysledek, jaky je na nasledujicim obrazku. K pivodnim bodiim se zobrazi regresni
exponencidlni funkce, déle jeji rovnice a hodnotu koeficientu determinace R*. Vysledek je
prakticky stejny jako vysledek, ktery jsme ziskali pfi ruénim vypoctu, viz vySe.

4.7 SAMOSTATNE UKOLY

s\ s

4.1 Tabulka zachycuje stafi (v letech) osmi vybranych stroji v potravinafském zavodé
a tydenni ndklady (v K¢) na provoz téchto stroja.

Stari stroje 1 2 3 4 5 6 7 8
Naklady 44 | 52 | 61 80 | 94 | 108 | 111 | 116

a. Odhadnéte parametry regresni funkce f{x)=£y+flnx, kterd by méla vystihovat prub¢h
zévislosti ndkladi na stéfi.

b. Jaké tydenni ndklady miZeme ocekdvat u stroje starého 4 roky?

¢. Urcete koeficient determinace a interpretujte jej.

4.2 V tenisovém zdpase md vyznamny vliv na vitézstvi hrdce tspésnost jeho prvniho
podani. Data v tabulce pfedstavuji pocet tsp&€Snych prvnich poddni (X) a pocet vyhranych
bodl pfi dspéSném prvnim podéni (Y) deseti vybranych hraca z prednich mist Zebticku ATP.

X 31 42 39 | 41 50 38 33 49 37 46
Y 22 31 29 26 33 26 23 30 29 31

Zvolte nejprve linedrni a potom parabolicky typ regresni funkce popisujici zavislost ¥ na X.
a. Urcete regresni parametry obou zvolenych regresnich funkci.
b. Stanovte 95% interval spolehlivosti pro regresni koeficient b; u linedrni regrese.
¢. Zhodnotte vystiZznost obou zvolenych regresnich funkci. Kterd z nich Iépe vystihuje data?
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4.8

Regresni analyza — jednorozmérnd: intervaly spolehlivosti, testy hypotéz, nelinedrni regrese

RESENI UKOLU, VYSLEDKY

4.1 a) Y =32,29+3844-Inx
b) Y(4)=32,29+38,44-In4=8558K¢

¢) R*=092

4.2 linearni regresni funkce
a) Y=795+049x

b)  ble(0,26; 0,73)

¢ R*=075

Model 1épe vystihuje kvadratickd regresni funkce.
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5 REGRESNI ANALYZA - VICEROZMERNA

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

V této kapitole navazete na jednoduchou regresi vySetfovanou v predchozi kapitole. Nyni
budeme piedpokladat, Ze vysvétlovand proménnd zdvisi na nckolika (vice nez jedné)
vysvétlujicich proménnych. Vicendsobny linedrni regresni model je zobecnénim
jednoduchého linedrniho regresnitho modelu. Linedrni regresni model bude rozsifen na
vicendsobny regresni model linedrni v parametrech, ktery predpoklada linedrni vztah pouze
v regresnich koeficientech, nikoliv nutn€ v nezdvisle proménnych. Odhady regresnich
koeficientli se stanovi opét metodou nejmens$ich cCtverci, pfitom lze vyuZzit maticové
symboliky, kterd usnadiiuje praci s vektory a maticemi. Podobné jako v pfipadé jednoduché
regrese budou formulovany pfedpoklady klasického regresnitho modelu, pfi¢emz obdrzite
analogické vysledky pro intervaly spolehlivosti regresnich koeficientd a odpovidajici testy
hypotéz jako v piipad¢ jednoduché regrese. Nejprve budeme predpokladat, Ze vysvétlovana
proménnd Y zdvisi na nékolika (konkrétné k) vysvétlujicich proménnych X;, Xo,..., Xi.
Zkonstruujeme vicendsobny linedrni regresni model, ktery predpokldda linedrni vztah pouze
v regresnich koeficientech, (nikoliv nutné v nezavisle proménnych — uvédomte si ten rozdil!).
Odhady regresnich koeficientli se stanovi opét metodou nejmensich Ctvercu, pfitom Ize vyuzit
maticové symboliky, kterd usnadiiuje praci s vektory a maticemi. Podobné jako v pripadé
jednoduché regrese budou dile formulovany piedpoklady klasického regresniho modelu,
pfi¢emz obdrZite analogické vysledky pro intervaly spolehlivosti regresnich koeficienti
a odpovidajici testy hypotéz jako v ptipad€ jednoduché regrese.

5.1 VICEROZMERNA REGRESNI ANALYZA

Na rozdil od ptedchozich dvou kapitol, kde jsme piedpokladali, Ze vysvétlovana
proménnd Y zdvisi na jediné vysvétlujici proménné X, budeme nyni predpoklddat, Ze
vysvétlujicich proménnych je nékolik (tj. alesponl 2), feknéme k, kde k > 2, pfitom k je celé
¢islo. Vysvétlujici statistické znaky (proménné) ozna¢ime X, X»,...,Xk, i-tému pozorovani (i-té
realizaci) hodnot vysvétlujicich znaki x,,x,,,...,x, odpovidd hodnota vysvétlovaného znaku
y, . Vicendsobny linedrni regresni model je zobecnénim jednoduchého linedrniho regresniho
modelu (4.9) a mé nasledujici tvar:

Vv, =B+ Bix,+ Box, +o+ Bx, +E, i=1.2,..n (5.1

Jak jste vidéli v ptredchozi kapitole pii aplikaci metody linearizace, bylo pro pouziti
metody nejmensSich Ctvercli podstatné, Ze regresni funkce byla linedrni v parametrech £,
nikoliv v proménné x. Tohoto dulezitého faktu vyuzijeme nyni a formulujeme ponckud
obecngj$i model, nez (5.1), totiz vicendsobny regresni model linedrni v parametrech. Ten
vypada takto

Vi =B+ B (XX )+ By (X s Xy ) A B fr (X, X s X ) &

i=12,..n (5.2)
kde fj(xl,xz,...,xk), Jj = 1,2,...k, jsou funkce proménnych x,x,,....x,, nezdvislé na

parametrech f,.
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5.2 METODA NEJMENSICH CTVERCU

Odhady regresnich koeficienti b,,b,,...,b, lze stanovit metodou nejmensich Ctverct,

kterd spo¢ivd v minimalizaci souctu kvadrati (tj. druhych mocnin) odchylek skute¢nych
hodnot dat y, od teoretickych hodnot Y,=b, +b,f,(X,/,X.ysecs X )+ oo b fr (X1, X500, X5 ) -
Podobné, jako u jednoduchého modelu, vypocteme odhady ze soustavy normalnich rovnic:

s as as
R0, Z2r_q, . Dr_g (5.3)
b, ab, ab,
V (5.3) se jednd o parcidlni derivace funkce Sk podle proménnych b;. Oznaceni
Ej = f, (le’sz’---’xjk) ’ = 1’2’---’k’ J = 1’2""”1’ (54)
umozni vyuZzit maticovou symboliku. Soustavu rovnic (5.2) 1ze maticové zapsat takto:
y=Fp+eg, (5.5)
kde matice:
1 Fil Fkl
1 F12 Fk2 sz . o
F= ) ." | senazyva matice regresorii,
1 Fin Fkn
M
y= }iz je vektor pozorovani vysvétlované promeénné Y,
Yn

, je vektor regresnich koeficientll, resp. vektor jejich odhadu.
Dile

€=| |, je vektor ndhodnych sloZek.

n

Pii vypoctu vektoru odhadid b regresnich koeficienti metodou nejmensich ctverct
obdrZite soustavu normalnich linearnich rovnic, které 1ze maticové vyjadiit. Pozor, pouzivate
pfitom pravidla pro secitani a ndsobeni matic - pravidlo ,;fadek krat sloupec. Toho lze
dosdhnout tak, 7e regresni rovnici y = F.b , vyndsobite zleva transponovanou matici F', takZe
obdrzite

F'y=F'F.b, (5.6)
a za predpokladu, Ze matice F'F je reguldrni, a tedy existuje k ni matice inverzni (FF)", 1ze
nalézt feSeni soustavy, tj. vektor odhadl regresnich koeficienth modelu (5.5), a to po
vynasobeni (5.6) zleva matici (FTF)'I, ve tvaru:

b= (F'F)'Fly. (5.7)
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Ve specidlnim pfipadé jednoduché linearni regrese je k = 1, pak matice regresorti a dalsi
prvky z (5.6) maji tvar:
I x,

1 x n X, 4
F: . -21 ’FTF: Z IZ 7FTy: zyl s
oo z X z X Z X i
a soustava normélnich rovnic (5.6) je nasledujici:

{Z’;Xf %;} [[Zﬂ ) {%xyy} ’ (5.8)

coz je tvar ekvivalentni rovnicim (3.12) , (3.13).

1 x,

5.3 NAHODNY VEKTOR A JEHO CHARAKTERISTIKY

Nyni jesté roz$ifime pojmy stfedni hodnoty a rozptylu pouZivané doposud pro ndhodnou
veli¢inu (skalér), a to pro ndhodny vektor:

X = , (5.9)

kde slozky X; jsou nahodné veli¢iny. Stiedni hodnota E(X) vektorové ndhodné veliciny X je
vektor stfednich hodnot jednotlivych slozek, tj.:

E(X))

EX) = E(ffz) . (5.10)

E(X,)
Rozptyl (variance) Var(X) vektorové ndhodné veliciny X je matice:

Var(X) = E(X- EX))"(X - E(X))), (5.11)

kde c¢arkou “ oznaCujeme transponovanou matici (vektor). Jisté jste si vSimli, Ze rozptyl
ndhodného vektoru (5.11) je ¢tvercovad matice typu (nxn).

5.4 KLASICKY LINEARNI MODEL

O klasickém (vicerozmerném) linedrnim regresnim modelu hovoiime tehdy, kdyZz matice
regresord ma nejjednodussi tvar, tj. kdyZ je matice tvofena danymi hodnotami pozorovani
vysvétlujicich proménnych:

Fo=x,,i=12,..k j=12, .1 (5.12)

ij ij °
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V tom piipadé md matice regresort tvar:

Lox, - x
_ L ox, - x, (5.13)
1 xln e xkn

U klasického linedrntho modelu poZzadujeme splnéni podminek 1. aZz 3. z minulé
kapitoly, pfitom u téchto podminek nebylo dilezité, zda jde o jednoduchy nebo vicerozmérny
regresni model:

1. Hodnoty vysvétlujicich proménnych X;, X»,...,X;, tvofici matici regresori F podle
(5.13) se voli ptedem, nejsou to tedy ndhodné veliCiny.

2. Reziduum & v modelu (3.5) ma normdlni rozdéleni pravdépodobnosti s nulovou
sttedni hodnotou a (nezndmym) rozptylem o, tj.:
E€)=0, (5.14)
Var(e)= o' 1, (5.15)

kde symbol I oznacuje jednotkovou matici.

Vztah (5.15) zahrnuje zaroven podminku 3. z klasického linedrntho modelu, viz kapitola
3.5, nebot’ na diagondle matice Var(€) jsou rozptyly o jednotlivych slozek ndhodného
vektoru € a mimo diagondlu vystupuji nulové kovariance téchto sloZek. V tom ptipadé
hovoiime o homoskedasticité. V opacném piipad¢ hovoiime o pfitomnosti
heteroskedasticity.

3. Vysvétlujici proménné X;, X,....Xx, nejsou kolinearni, tj. sloupcové vektory matice
regresort (5.13) jsou nekorelované. V opaéném piipadé hovoiime o piitomnosti
multikolinearity.

5.5 MIRY VARIABILITY A KOEFICIENT DETERMINACE

Podobné jako u jednoduché regrese, zajimdme se nyni o celkovou variabilitu
vysvétlované proménné, kterou charakterizuje celkovy soucet Ctvercii:

S, =20 -3). (5.16)

i=1
Cast celkové variability vysvétlenou regresnim modelem charakterizuje teoreticky soucet
Ctvercil:

n

Sr=>.(t,-y), (5.17)

i=1
kde Y, =b,+b,f(x,,%X;ps0sXy )+t b, [ (X, X5,..,%, ), bi jsou odhady regresnich
parametrti ziskané MNC. Nevysvétlenou &dst celkové variability predstavuje rezidudlni soudet
Ctverci:

n

Se= D (n-Y), (5.18)

i=1
kde e, =y, =Y, je reziduum, tj. odhad ndhodné slozky &.
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Mezi jednotlivymi soucty ctverct plati zakladni vztah:
Sy= St + Sk. (5.19)

Obdobné, jako v piipadé¢ jednoduché regrese, zavedeme analogicky pojem, charakterizujici
priléhavost dat k regresnimu modelu, koeficient determinace, ktery definujeme vztahem:

(5.20)

Koeficient determinace nabyva hodnoty z intervalu [0,1] a urcuje tu ¢ast celkové variability
pozorovanych hodnot y;, kterou lze vysvétlit danym regresnim modelem. Jinak feceno, po
vyndsobeni koeficientu determinace stem obdrZime, kolik procent celkové variability je
vysvétlitelnych regresnim modelem.

Nevychyleny odhad koeficientu determinace Rjdj, ktery nazyvame korigovany (upraveny)

koeficient determinace, definujeme takto:
R, =1-(1-r?)"=L, (5.21)

adj
n—p
kde p = k+1 oznacuje pocet parametra v regresnim modelu (5.2).

5.6 INTERVALY SPOLEHLIVOSTI A TESTY HYPOTEZ

Tento odstavec je pfirozenym rozsifenim kapitoly 4 pro jednoduchy klasicky linearni
model, tj. model (3.9) se dvéma parametry 5,,5,. Nyni madme analogicky model, avSak

s k+1 parametry f,,5,,.... B, -
Jsou-li splnény predpoklady klasického linearniho modelu (5.5), tj. modelu:

v, =By +Bix, + Box, +o+Bx, +€, i=12,...n, (5.22)
potom pro rozdéleni odhadl regresnich koeficientd b,,b,,...,b,, jakoZto ndhodnych velic¢in,
plati toto: Regresni koeficient b; ma normalni rozd¢leni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou
[ arozptylem o hj, kde j=0,1,....k Cisla hj jsou diagondlnimi prvky matice:

H=(F'F)", (5.23)
kde matice F je definovana vztahem (5.13).

V klasickém linearnim modelu pfedpokladdme, Ze rezidudlni slozky maji konstantni
rozptyl ¢, jeho hodnotu viak zpravidla nezndme. Nezndmy rozptyl o miZeme nahradit jeho
bodovym odhadem:

s2 = Sk (5.24)

n—p
ktery nazyvame v souladu s (5.22) rezidudlni rozptyl. V rezidudlnim rozptylu vystupuje
v Citateli rezidudlni soucet Ctverct (5.18) déleny Cislem n — p, coZ je pocet stupnii volnosti,
tj. rozsah dat n minus pocet regresnich koeficienti v modelu: p = k + 1. Odmocninu
rezidudlniho rozptylu sg nazyvame smérodatnd chyba.

Oboustranny interval spolehlivosti pro regresni koeficient b;, pti zadaném koeficientu
spolehlivosti (1 — o), je ndsledujici interval:

S thj

b Sthj s _
by + tan(np) L =01,k (5.25)
n—p n—p

[b; — ti-app(n—p)
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Zde ti.gn(n — p) je piislusny kvantil Studentova t-rozd€leni, hj; diagondlni prvky matice
(5.23). Interval (4.23) je specidlnim ptipadem intervalu (5.25) v piipadé k = 1.

Bodovy odhad regresnich koeficientll b;, vypocteny metodou nejmenSich ctverct,
doplnuje interval spolehlivosti (5.25), ktery informuje, v jakém rozmezi se regresni koeficient
muze pohybovat v rdmci zadané spolehlivosti v pfipad¢ jiného ndhodného vybéru dat (ze
stejného zdkladniho souboru). Odhadnuty linedrni regresni model (3.9), ktery ma4 tvar:

y =b,+bx, +b,x, +...+bx, +e, (5.26)

kde e je reziduum, tj. odhad ndhodné slozky g resp. regresni funkce:

Y=b,+bx +b,x,+...+b.x,, (5.27)
ma prakticky vyznam zejména pii odhadu chovdni modelu pro nezdvisle proménné
nevyskytujici se v datech, napt. hodnoty xo;, xo2 ..., Xox . Model (5.26), resp. regresni funkce
(5.27), pak slouzi k predikci hodnoty zéavisle proménné. Bodovy odhad piedpovédi ziskdme
dosazenim  x¢ = (Xxp1, X02 5..., Xox )~ do (5.27):

Y,=b,+bx, +b,xp, +...+b x,, . (5.28)

Informaci o tom, v jakém rozmezi se predikovand hodnota vysvétlované promeénné
muzZe pohybovat, poskytuje oboustranny interval spolehlivosti:

[Yo— ll_m(l’l—p) SR1/1+X3HXO , Yo + ll_a/z(l’l—p) SRW,1+XEHXO 1, (529)

kde H = (F'F)" a matice F je definovdna vztahem (5.13). Ostatni symboly v (5.29) maji
stejny vyznam, jako v intervalu spolehlivosti (5.25).

5.7 INDIVIDUALNI 7-TESTY O HODNOTACH REGRESNICH KOEFICIENTU

Tento odstavec je rozSifenim kapitoly 4.2 pro vicerozmérny linedrni regresni model.
Zjistime-li metodou nejmensSich Ctverci, Ze regresni koeficienty b; jsou n€jaka nenulova ¢isla,
musime mit stdle na paméti, Ze se jedna o realizace ndhodnych veli€in, a tudiZ ma smysl
testovat, zda naSe puvodni parametry S nemohou byt piesto nulové. Za ptedpokladi
klasického linearniho modelu je mozno pro j = 0,1,...,k testovat nulovou hypotézu:

Ho: =0, (5.30)
proti oboustranné alternativni hypotéze:
H;: B #0. (5.31)
Pfi tomto testu pouZijeme testové kritérium:
b,
t= S—] . (532)
: hjj
n—p

které m4 pfi platnosti H t-rozdé€leni s n — p stupni volnosti, Sk je rezidudlni soucet ¢tverct, h;;
jsou diagondlni prvky matice H z (5.23), pticemzj=0,1,...k, p =k + 1.
Na hladin€é vyznamnosti ¢ je kriticky obor vymezen nerovnosti:

|t|> tegrn(B=D),
kde ¢,_,,,(n— p) je ptislusny kvantil Studentova ¢-rozd€leni, viz funkci v Excelu TINV,
NemuZeme-li napt. na dané hladiné vyznamnosti & zamitnout nulovou hypotézu Hy: S = 0,
pak to znamend, Ze y nezdvisi na x;, jinak feCeno, pro libovolnou hodnotu vysvétlujici
proménné x; nabyva vysvétlovand proménnd y stale stejné hodnoty.
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5.8 F-TEST HYPOTEZY O HODNOTACH REGRESNICH KOEFICIENTU

V minulém odstavci jste individudlnimi #-testy zjiStovali vliv jednotlivych vysvétlujicich
proménnych na vysvétlovanou proménnou. V tomto odstavci se budeme zabyvat testem, ktery
najednou odhali, zda viibec existuje néjakd vysvétlujici proménnd, kterd ma na vysvétlovanou
proménnou néjaky vliv. Testuje se nulova hypotéza:

Ho: g,=8,=..=5, =0, (5.33)
proti alternativni hypot€ze, Ze pro alespoii jeden regresni koeficient plati 5; #0.

Testové kritérium:

r=P-1 (5.34)

n—p
ma Fisherovo rozdéleni F s (p — 1) a (n — p) stupni volnosti. Na hladiné¢ vyznamnosti o je
kriticky obor vymezen nerovnosti:
T'>F_,(p=lLn=p), (5.35)

kde F,_,(p—1,n— p) je ptislusny kvantil rozdéleni. Pokud hodnota testového kritéria padne do
kritického oboru, tedy pokud plati (5.35), potom Hy zamitime, coZz znamend, Ze néckterd
z vysvétlujicich proménnych ma statisticky vyznamny efekt na vysvétlovanou proménnou y.
Pokud vSak nulovou hypotézu nelze na dané hladiné vyznamnosti zamitnout, pak vysvétlujici
proménné x; nemaji statisticky vyznamny efekt na y.

RESENY PRIKLAD 5.1

Pfi zjiStovani vlivli na pracovni neschopnost zaméstnancti 10 podnik byly ziskany
nasledujici udaje:

Prumérny vék | Podil Zen v poctu Pracovni
(roky) pracovnikii (%) | neschopnost (%)
37 55 4.4
33 32 0,7
46 59 7,6
34 36 1,8
25 18 0,1
32 47 3,4
38 22 1,6
40 36 3,5
32 29 3,3
41 38 4,7

a. Odhadnéte parametry linedrni regresni funkce popisujici zdvislost pracovni neschopnosti
na prumérném véku zaméstnancti a na podilu Zen mezi zaméstnanci.

b. Pomoci koeficientu determinace charakterizujte ptiléhavost daného regresntho modelu
k datim.

c. Jak se zméni pracovni neschopnost zaméstnanct, zvysi-li se jejich primérny vék o 2 roky
pii stejném podilu Zen?

d. Urcete 95% intervaly spolehlivosti pro regresni koeficienty by, b1, b;.
Na hladiné vyznamnosti &= 0,01 testujte hypotézu £, = /3 = 0.
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ReSeni:
a. Nasim tkolem je nalézt regresni koeficienty by, by, b, regresni funkce

Y= b() + b1X1 + bzXz,
kde X je prumérny veék zaméstnanci,
X5 je podil Zen v po€tu zaméstnanctl.
Regresni koeficienty by, by, b, vypocitame pomoci metody nejmensich ¢tverci. VyuzZijeme
pfitom nejprve maticové symboliky, kterou jsme pouZzili v textu.

1 37 55] [4,4]
1 33 32 07
1 46 59 7.6
1 34 36 1.8
bO
1 25 18 0,1
F= y = b =| b,
1 32 47 3.4
bz
1 38 22 1,6
1 40 36 3,5
1 32 29 3.3
1 41 38] 14,7

Vektor b vypo&itime pomoci vztahu (5.7). Matice F'F a F'y maji obecné tvar:

n lei Z'XZI' Zyi
F'F = qu lezz quxzi ) FTy = leiyi .
Z'XZi lei'XZi szzi ZxZiyi

Hodnoty potfebné k vypoctu téchto matic jsou uvedeny v nésledujici tabulce:

Pozorovani X1 X Y X12 X; X1Xz X1Y X2Y

37 55 44| 1369 3025 2035 162,8 242,0
33 32 0,7 1089 1024 1056 23,1 22,4
46 59 76| 2116 3481 2714 | 349,6 448,4
34 36 1,8]| 1156 1296 1224 61,2 64,8
25 18 0,1 625 324 450 2,5 1,8
32 47 34| 1024 2209 1504 | 108,8 159,8
38 22 1,6] 1444 484 836 60,8 35,2
40 36 35| 1600 1296 1440 | 140,0 126,0
32 29 33| 1024 841 928 105,6 95,7
41 38 47| 1681 1444 1558 192,77 178,6
358 372 31,1 13128 15424 13745 | 1207,1 | 13747

M3S e R(Ia|nn|we=
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Potom
10 358 372 3L1
F'F=|358 13128 13745 FTy =(1207,1 .
372 13745 15424 1374,7

K matici F'F musime vypo¢itat matici inverzni:

4355 —0131 -0,012
(FT'F)'=|-0131 0005 -0,001].
-0,012 —0,001 0,001

Vektor b je vysledkem sou¢inu matic (F'F )" a Fly:
-6,59
(F'F)'F'y =| 0,18
0,09
Hledana regresni funkce mé tvar: Y =-6,59 + 0,18x; + 0,09x,.

b. K tomu, abychom vypocitali determinacni koeficient, musime znat hodnotu teoretického
souctu Ctverci Sy a celkového souctu ctverct S,. Tyto soucty vypocitdme podle vztahii
(5.17), (5.16). Pro vypocet teoretického souctu musime pro kazdé xi;, xp;, i = 1,..., 10, znat
teoretickou hodnotu Y;, i = 1,...,10, napf. Y; vypocitdme takto:

Y1 =-6,59 + 0,18x1; + 0,09x2, =-6,59 + 0,18-37 + 0,09-55 = 5,02

X Xy Y (y-9? | -¥)
37 55 4.4 5,02 1,664 3,648
33 32 0,7 2,23 5,808 0,774
46 59 7,6 7,00 20,160 15,132
34 36 1,8 2,77 1,716 0,116
25 18 0,1 —0,47 9,060 12,816
32 47 3,4 3,40 0,084 0,084
38 22 1,6 2,23 2,280 0,774
40 36 3,5 3,85 0,152 0,548
32 29 3,3 1,78 0,036 1,769
41 38 4,7 4,21 2,528 1,210

Soucet | 358 372 31,1 | 32,02 43,489 36,872

= | Qan ui|h W=

Tato hodnota uddva, jakd by méla byt teoreticky pracovni neschopnost pfi primérném véku
zaméstnancl témeét 37 let a podilu Zen v poctu pracovnikit 55%. Protoze vsak jde
o stochastickou zdvislost, 1ii se tato hodnota od skutecné zjiSténé hodnoty y = 4,4. VSechny
teoretické hodnoty Y; jsou uvedeny v ndsledujici tabulce. Jednotlivi s¢itanci i hodnoty soucti
Sy a St jsou rovnéz uvedeni v tabulce.
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Koeficient determinace vypocitime dosazenim do vztahu (3.20):
R’ :S—T _ 30687 _ 0,848.
S, 4349

Tato hodnota znamend, Ze pomoci regresni funkce Y = —6,59 + 0,18x; + 0,09x; je vysvétleno
84,8% celkové variability proménné Y.

¢. Velikost zmény znaku Y je pfi zméné znaku X; o jednotku rovna b;. Ma-li se tedy zvysit
prumérny vék o 2 roky pfi nezménéné zaméstnanosti Zen X, zvysi se pracovni neschopnost
0 2by1, . 0 0,36%.

d. Obecny tvar téchto intervali je nasledujici (viz (3.25)):

S.h. S h.
[bi — ti.gn(n—p) |22, b; + ti_gn(n—p) Jﬁ 1,
n—p n—-p

kde Sk je rezidudlni soucet Ctverci,
t1.an(n — p) je kvantil t-rozdé€leni o n — p stupnich volnosti,
p je pocet parametrt regresni funkce,

h;; prvek matice H =(FF)™".
Hodnotu Sk vypocitidme ze vztahu:
Sr=S8,—Sr=43,49 - 36,87 =6,62.

V tabulce t-rozdéleni nalezneme (1-a/2) = 97,5% kvantil t-rozd€lenion—-p=10-3 =7
stupnich volnosti:

t0.075(7) =2,365,

hoo=4,355; hi1=0,0051; hy=0,001, H= {h;}, ij=0,1,2.

Dosazenim vySe vypocitanych hodnot do vztahu pro interval spolehlivosti ur¢ime jeho pravou
a levou krajni hodnotu L a P:

Pro by, tj. i = 0:
L=6,59-2,365 w =179,
P=6,59+2,365 w =11,39.
95% interval spolehlivosti pro regresni koeficient by je [1,79;11,39]. Pro by, tj. i = 1:
L=0,18-27365 w =0,016,
=01y +2365 S0y,

Pak 95% interval spolehlivosti pro regresni koeficient b; je [0,016; 0,344].

Pro b, ,t. i =2:
6,62-0,001

L=0,09-2,365 7 =0,017,

P =0,09+2,365, /M =0,163.

Potom 95% interval spolehlivosti pro regresni koeficient b, je [0,017; 0,163].
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e. Pro ovéfeni hypotézy pouzijeme F-test. Budeme testovat nulovou hypotézu:

H()I ,61 = ,32 =0
proti alternativni hypotéze
H;: alespoii jedno £ je rizné od nuly.

K ovéfeni nulové hypotézy pouzijeme testové kritérium (3.34):

Sr 36,87
p—1 2
F= = =19,49.
S, 6,62
n—p 7

V tabulce F-rozdéleni najdeme (1-@)% kvantil F-rozdéleni o p — 1 a n — p stupnich volnosti:
Fi.001(2,7) =9,55.

Protoze je 19,49 > 9,55, zamitdme nulovou hypotézu ve prospéch alternativni hypotézy, coz

znamend, Ze regresni parametry jsou vesmeés nenulové, a tudiZ existuje statisticky vyznamna

zavislost Y na X; a nebo Xs.

ResSeni v Excelu.

Regresni statistika
Nasobné R 0,912
Hodnota spolehlivosti R 0,831
(koeficient determinace)
Nastavena hodnota spolehlivosti R 0,783

Chyba stf. hodnoty 1,024
Pozorovani 10
ANOVA

Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 2 36,155 18,078 17,255 0,002
Rezidua 7 7,334 1,048
Celkem 9 43,489

e) ProtoZe hodnota Vyznamnost F je mensi neZ hladina vyznamnosti 0,01; nulovou hypotézu
zamitame, tzn. Ze regresni parametry jsou vesmes nenulové.

Chyba str. Hodnota Dolni Horni

Koeficienty hodnoty t Stat P 95% 95%
Hranice -6,595 2,136 -3,087 0,018 -11,645  -1,544
pramérny vék X1 0,178 0,073 2,441 0,045 0,006 0,351
podil Zen (%) X2 0,089 0,032 2,758 0,028 0,013 0,166
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RESENY PRIKLAD 5.2

Nésledujici tabulka obsahuje tdaje o trzbach, velikosti vydaji na reklamu a o poctu
obchodnich zdstupcii pro 11 firem zabyvajicich se ndkupem a prodejem:

Reklamni vydaje  Obchodni zastupci  Objem prodeje (mil. K¢)
(tis. K¢)
180 35 260
230 38 310
260 33 280
240 40 300
280 38 340
300 32 380
340 42 410
320 49 440
360 53 400
380 55 430
260 33 310

a. Popiste zdvislost objemu produkce na reklamnich vydajich a na poctu obchodnich
zastupcl dvourozmérny linedrnim regresnim modelem.

b. F-testem posud’te vyznamnost tohoto regresniho modelu. UvaZzujte hladinu vyznamnosti
a=0,01.

¢. Na hladin€ vyznamnosti & = 0,01 testujte individudlni vyznamnost regresniho parametru
Pi.

d. Jaky objem produkce Ize ocCekdvat, vyda-li firma na reklamu 450 tis. K¢ a souc¢asn¢ bude
mit 50 obchodnich zastupcii? Uréete bodovy odhad objemu produkce.

ReSeni:

Reseni v Excelu.

Regresni statistika

Nasobné R 0,916
Hodnota spolehlivosti R 0,839 koeficient determinace
Nastavena hodnota spolehlivosti R 0,799
Chyba stf. hodnoty 28,434
Pozorovani 11
ANOVA
Vyznamnost

Rozdil Ss MS F F
Regrese 2 33822,799 16911,399 20,917 0,001
Rezidua 8 6468,110 808,514
Celkem 10 40290,909
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b) Hodnota Vyznamnost F je mensi nez 0,01;
model je zvolen spravné,
zamitame nulovou hypotézu o nulovosti obou koeficientii

Chyba str.
Koeficienty hodnoty t Stat Hodnota P
Hranice 63,830 47,652 1,340 0,217
reklamni vydaje (tis.K¢) 0,849 0,224 3,789 0,005
obchodni zastupci 1,076 1,656 0,650 0,534

a) ¥ =6383+0,85.x1+1,08.x2

¢) Koeficient b1=0,849 je statisticky vyznamny na hladin¢ vyznamnosti 0,01; protoze
Hodnota P je meSni nez 0,01.

d) 500,33 mil. K¢

5.9 SAMOSTATNE UKOLY

5.1 Firma sledovala, jak jsou jeji trzby ovlivnény vydaji na reklamu v rGznych
sdélovacich prostiedcich. Vysledky prizkumu jsou uvedeny v ndsledujici tabulce.

Radio, TV (tis. Noviny, ¢asopisy Trzby (tis.
K¢) (tis. K¢&) K¢)
0 16 254
22 29 765
28 30 864
33 35 1001
39 27 911
41 36 1121
49 0 856
55 12 932
60 23 1152
63 34 1403
68 54 1702

a. Urcete jednoduchy linedrni regresni model popisujici zdvislost obratu na velikosti
prostiedkii vydanych na reklamu v novinéch a ¢asopisech.

b. Urcete dvourozmérny linedrni regresni model popisujici zdvislost obratu na velikosti
prostfedkl vydanych na reklamu v novindch a casopisech a na velikosti prostfedkl
vydanych na reklamu v rozhlase a v televizi.

¢. Pomoci F-testu rozhodnéte, je-1i vhodné k popisu zavislosti pouzivat zvoleny vicendsobny
linedrni model. Uvazujte hladinu vyznamnosti &= 0,05.

d. Pfispélo vyznamné zavedeni dalsi vysvétlujici proménné k zlepSeni vystiznosti modelu?
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e. Jaky obrat je moZné ocekdvat, vyda-li se na reklamu v tisku 32 tis. K& a na reklamu
v rozhlase a televizi 47 tis. KE? Proved’te bodovy odhad.

5.2 Mezindrodni organizace WHO zjistila udaje o détské tmrtnosti (v promile) - DU,
gramotnosti Zen (v procentech) - GZ a HDP na hlavu (v dolarech) - HDP u 64 rozvojovych
zemi:

DU GZ HDP DU GZ HDP
128 37 1870 142 50 8640
204 22 130 104 62 350
202 16 310 287 31 230
197 65 570 41 66 1620

96 76 2050 312 11 190
209 26 200 77 88 2090
170 45 670 142 22 900
240 29 300 262 22 230
241 11 120 215 12 140

55 55 290 246 9 330

75 87 1180 191 31 1010
129 55 900 182 19 300

24 93 1730 37 88 1730
165 31 1150 103 35 780

94 77 1160 67 85 1300

96 80 1270 143 78 930
148 30 580 83 85 690

98 69 660 223 33 200
161 43 420 240 19 450
118 47 1080 312 21 280
269 17 290 12 79 4430
189 35 270 52 83 270
126 58 560 79 43 1340

12 81 4240 61 88 670
167 29 240 168 28 410
135 65 430 28 95 4370
107 87 3020 121 41 1310

72 63 1420 115 62 1470
128 49 420 186 45 300

27 63 19830 47 85 3630
152 84 420 178 45 220
224 23 530 142 67 560

a. Urcete linedarni regresni model popisujici zavislost détské imrtnosti na gramotnosti Zen
a HDP v rozvojovych zemich.

b. Pomoci F-testu rozhodnéte, je-1i vhodné k popisu zavislosti pouzivat zvoleny vicendsobny
linedrni model. Uvazujte hladinu vyznamnosti &= 0,05.

c. Jsou regresni koeficienty modelu statisticky vyznamné? Stanovte jejich intervaly
spolehlivosti pro hladinu vyznamnosti &= 0,10.

d. Pomoci koeficientu determinace urcete priléhavost dat k modelu. Jak se zméni détska
umrtnost pii zvySeni HDP o 1000 USD pfi stejném stupni negramotnosti Zen? Naopak: jak
se zméni détskd umrtnost pfi zvySeni gramotnosti Zen o 1 procento pfi stejné urovni HDP?
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5.10 RESENI UKOLU, VYSLEDKY

5.1 a) jednoduchy linearni regresni model

Regresni statistika

Nasobné R 0,658
Hodnota spolehlivosti R 0,433
Nastavend hodnota spolehlivosti R 0,370
Chyba stf. hodnoty 292,354
Pozorovani 11
ANOVA
Vyznamnost
Rozdil SS MS F F
Regrese 1 587103,478 587103,478 6,869 0,028
Rezidua 9 769235,250 85470,583
Celkem 10 1356338,727
Chyba str.
Koeficienty hodnoty t Stat Hodnota P
Hranice 538,482 195,714 2,751 0,022
Noviny,Casopisy
(tis.K¢) 17,019 6,494 2,621 0,028

Y =5395+17,2.x

b) dvourozmérny linearni regresni model

Regresni statistika

Nasobné R 0,992
Hodnota spolehlivosti R 0,985
Nastavena hodnota spolehlivosti R 0,981
Chyba stf. hodnoty 50,634
Pozorovani 11
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ANOVA
Vyznamnost
Rozdil SS MS F F

Regrese 2 1335828,082 667914,041 260,514 0,000

Rezidua 8 20510,645 2563,831

Celkem 10 1356338,727

Chyba str.
Koeficienty hodnoty t Stat  Hodnota P

Hranice 87,214 42,969 2,030 0,077
Radio, TV (tis.Kc) 13,905 0,814 17,089 0,000
Noviny,cCasopisy (tis.K¢) 12,275 1,158 10,596 0,000

Y =87,21+139.x1+12,27.x2

¢) Ano, hodnota Vyznamnost F je mensi nez 0,05; proto vicendsobny linedrni model je
vhodny.

d) Ano, koeficient determinace se z hodnoty 0,43 zvysil na hodnotu 0,98.

e) 1 133,15 tis. K& =1 133 150 K¢

5.2 a)
Regresni statistika
Ndsobné R 0,841
Hodnota spolehlivosti R 0,708
Nastavend hodnota spolehlivosti R 0,698
Chyba stf. hodnoty 41,748
Pozorovani 64
ANOVA
Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 2 257362,373 128681,187 73,833 0,000
Rezidua 61 106315,627 1742,879
Celkem 63 363678,000
Chyba str. Hodnota Dolni Horni
Koeficienty hodnoty t Stat P 90,0% 90,0%
Hranice 263,642 11,593 22,741 0,000 244,278 283,005
GZ -2,232 0,210 -10,629 0,000 -2,582 -1,881
HDP -0,006 0,002 -2,819 0,006 -0,009 -0,002

Y =263,64-2,23.x1-0,006.x2
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b) Ano, hodnota Vyznamnost F je mensi nez 0,05; proto vicendsobny linearni model je
vhodny.

¢) Oba regresni koeficienty jsou statisticky vyznamné, protoZe Hodnota P je mensi nez
0,1. Intervaly spolehlivosti: ble (-2,5; —1,8); b2e (-0,009; —0,002)

d) Koeficient determinace je roven 0,71; tzn., Ze 71% celkové variability je vysvétleno
modelem.

e) Pii zvySeni HDP o 1000 USD pfi stejném stupni negramotnosti Zen klesne détska

umrtnost o 5,6 promile. Pii zvySeni gramotnosti Zen o 1% pfi stejné drovni HDP
klesne détska amrtnost o 0,22 promile.
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6 REGRESNI ANALYZA — VICEROZMERNA
MULTIKOLINEARITA, HETEROSKEDASTICITA,
AUTOKORELACE

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

V této kapitole se naucite identifikovat, analyzovat a odstraniovat problémy, které zptisobuje
nesplnéni hlavnich pfedpokladii klasického vicerozmérného linedrntho regresniho modelu
formulované v kapitole 5.4: multikolinearita, heteroskedasticita a autokorelace.
Multikolinearitou tedy rozumime vzdjemnou statistickou zdvislost, tj. korelaci, mezi
vysvétlujicimi proménnymi ve vicendsobném linedrnim regresnim modelu. Dalsi dilezitou
vlastnosti klasického linedarniho regresntho modelu je homoskedasticita. Jde o vlastnost
(5.15), kterad spociva v tom, Ze rozptyl poruchy & v popula¢nim linedrnim regresnim modelu
je konstantni. Autokorelace je korelace mezi pozorovdnimi usporddanymi v Case (data jsou
casové fady) nebo v prostoru (data jsou priifezovd, tj. v jednom Casovém okamziku/intervalu).
Rikdme, Ze v regresnim modelu neni piitomnd autokorelace, jestlize ndhodné veli¢iny jsou
vzdjemné nekorelované.

6.1 CO JE MULTIKOLINEARITA?

Multikolinearitou tedy rozumime vzdjemnou statistickou zdvislost, tj. korelaci, mezi
vysvétlujicimi proménnymi ve vicendsobném linedrnim regresnim modelu:

y=p0,+px+Bx, +..+Bx +E. (6.1)
Informaci o této vzdjemné zavislosti poskytuje matice vybérovych korelacnich koeficientii:

| un
T 1 r.

Ro|™ 1o (62)
i T 1

Ziejm¢ je matice (6.2) symetrickd, tj. r; =r; pro vSechna i,j. Pokud jsou vSechny dvojice

vysvétlujicich proménnych vzajemné nekorelované, potom plati, Ze r; =r; =0, tj. R=1, ¢ili

R je jednotkovou matici.

Uvédomte si, ze na diagondle matice R museji byt vSechny prvky rovny 1, nebot’
korelace vektoru dat se sebou samym je vzdy rovna 1! Jsou-li vSak alesponi nékteré
nediagondlni prvky matice R nenulové, hovoiime o multikolinearite. Matice R pak neni
jednotkovou matici a jeji determinant je mens$i neZ 1. Je-li multikolinearita vysokd, hovotime
o Skodlivé multikolinearite, pak se determinant matice R blizi k nule. V tom piipad¢ dava
metoda nejmensich ¢tverct odhady regresnich koeficientl s Sirokymi intervaly spolehlivosti,
takZe vysledky jsou prakticky neupottebitelné.

Na to, kdy je multikolinearita ,,Skodliva*“, existuji rizné nazory, opirajici se vicemén¢
o zkuSenost. N&ktefi autoii povazuji za Skodlivou multikolinearitu, kdyZz alespon jeden
nediagonalni prvek matice R je vétsi nez 0,8.
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Zjisti-li se Skodlivd multikolinearita, je mozno postupovat v zdsadé dvojim zptisobem.
Bud’ vysvétlujici proménnou, kterd je zdrojem multikolinearity, vypustime z modelu, nebo
doplnime data, eventudlné ziskdme novy vzorek dat. Skodlivd multikolinearita je totiZ ¢asto
dtsledkem ,,Spatného‘ vzorku dat. Projevuje se obvykle vysokym koeficientem determinace
(blizkym k 1) a zdroven jsou individudlni koeficienty statisticky nevyznamné (t-test), model
jako celek je naopak statisticky vyznamny (F-test), viz kap. 5.7 a 5.8.
Celou zélezitost ilustrujeme na piikladu.

RESENY PRIKLAD 6.1

V nésledujici tabulce jsou uvedeny mésicni vydaje, mésicni pii{jmy a majetek (v Kc¢)
u 10 ceskych rodin. Proved'te regresni analyzu meési¢nich vydaji rodin v zdvislosti na
mgésicnich ptfijmech a majetku. Vysvétlete dosazené vysledky pomoci jednorozmérné regrese.

Y vydaje [X1 prijmy |X2 majetek
8400 9600 100000
7800 12000 120000

10800 14400 150000
11400 16800 170000
13200 19200 200000
13800 21600 225000
14400 24000 246000
16800 26400 264000
18600 28800 292000
18000 31200 322000

ResSeni:

Data z Ta. 6.1 ulozime v excelovské tabulce. Znamym postupem v menu:

Data — Analyza dat... —» Regrese
ziskdme po vyplnéni ptislusnych policek tento vysledek:

VYSLEDEK

Regresni statistika

Nasobné R 0,981
Hodnota spolehlivosti R 0,962
Nastavena hodnota spole 0,951
Chyba stf. hodnoty 832,660
Pozorovani 10
ANOVA
Rozdil SS MS F yznamnost F
Regrese 2 1,23E+08 61581370 88,82062 1,06E-05
Rezidua 7 4853260 693322,9
Celkem 9 1,28E+08

Koeficientyba sti. hodi  tstat  Hodnota P Dolni 95% Horni 95%

Hranice 2943,676 832,579 3,536 0,010 974,940 4912,413
X1 prijmy 0,569 0,847 0,672 0,523 -1,433 2,571
X2 majetek -0,006 0,083 -0,071 0,946 -0,203 0,191
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V tomto vystupu se vyskytuji zdénlivé paradoxni vysledky. Z Tabulky ANOVA
vyplyva, Ze regresni model
y=12943,676 + 0,569x; — 0,006x; + £
je jako celek statisticky vyznamny (F-test), zatimco individudlni regresni koeficienty
u proménnych ,,pfijmy* resp. ,,majetek* jsou statisticky nevyznamné, nebot obé odpovidajici
p-hodnoty (signifikance) jsou vétsi nez 0,05 (0,672 resp. 0,946). Koeficient determinace
R? = 0,962 je vysoky — blizky k 1, coZ sv&d&i o vysoké piiléhavosti dat k modelu. Navic je
u regresniho koeficientu u proménné x, zdporné znaménko, coZ je evidentné¢ v rozporu
s intuici, kterd fika: ¢im je vétSi majetek, tim je vySsi spotieba rodiny. Tento zddnlivy rozpor
je zpusoben kolinearitou regresorti, o cemz sveéd¢i jejich korelacni matice
R 1,000 0,999
0,999 1,000 |’
kterou lze snadno zjistit tak, Ze vypocitite r,=r,, =0999012 pomoci excelovské funkce
=CORREL(B4:B13;C4:C13), za ptedpokladu, ze data pro x; jsou uloZena v oblasti B4:B13,
data pro x; jsou uloZena v oblasti C4:C13. Vysvétlujici proménné x; a x, jsou kolinedrnd,
nebot’ koeficient korelace r, =r,, =0,999012 je blizky k 1.
Vypustime-li nyni jednu z vysvétlujicich proménnych, napt. x, — majetek, a provedeme-
li (jednoduchou) regresi x; na y, obdrzime s analogickym vyuzitim Excelu tento vysledek:

VYSLEDEK
Regresni statistika
Néasobné R 0,981
Hodnota spolehlivosti R 0,962
Nastavena hodnota spole 0,957
Chyba st. hodnoty 779,160
Pozorovani 10
ANOVA
Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 1 1,23E+08 1,23E+08 202,8679 5,75275E-07
Rezidua 8 4856727 607090,9
Celkem 9 1,28E+08

Koeficienty'ba sti. hodi  tstat  Hodnota P Dolni 95% Horni 95%
Hranice 2934,545 769,658 3,813 0,005 1159,710 4709,381
X1 prijmy 0,509 0,036 14,243 0,000 0,427 0,592

Vidite, Ze v novém regresnim modelu je regresni koeficient statisticky vyznamny, nebot’
odpovidajici p-hodnota (signifikance) je mensi nez 0,05 (0,000...), coZ je ve shod¢ s tabulkou
ANOVA.

Podobné, vypustime-li nyni vysvétlujici proménnou x; — piijem, a provedeme-li
(jednoduchou) regresi x, na y, obdrzime s analogickym vyuZitim Excelu vysledek
z nésledujiciho vystupu. Opét vidite, Ze v novém regresnim modelu je regresni koeficient
statisticky vyznamny, nebot odpovidajici p-hodnota (signifikance) je mens$i nez 0,05
(0,000...), coz je ve shodé s tabulkou ANOVA. Navic je znaménko u regresniho koeficientu
0,050 kladné, coz je v souhlasu s intuici, Ze totiz velikost spotieby je pfimo imérnd velikosti
majetku.
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VYSLEDEK

Regresni statistika
Nasobné R 0,979614
Hodnota spolehlivosti R 0,959644
Nastavena hodnota spol¢ 0,954599

Chyba stf. hodnoty 803,6024
Pozorovani 10
ANOVA

Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 1 1,23E+08 1,23E+08 190,2357 7,37266E-07
Rezidua 8 5166214 645776,8
Celkem 9 1,28E+08

Koeficienty'ba sti. hodi  t stat  Hodnota P Dolni 95% Horni 95%
Hranice 2880,627 798,404 3,608 0,007 1039,503 4721,750
X2 majetek 0,050 0,004 13,793 0,000 0,042 0,058

6.2 CO JE HETEROSKEDASTICITA?

Dalsi diilezitou vlastnosti klasického linedrniho regresniho modelu je homoskedasticita.
Jde o vlastnost (5.15), kterd spociva v tom, Ze rozptyl poruchy & v popula¢nim linearnim
regresnim modelu je konstantni, tj. v modelu

v, =B+ Bx, +Box,+.ABx, +&,i=12,..n (5.1
plati podminka
Var(e)= o1, (5.15)

kde symbol I oznacuje jednotkovou matici.
Podminku (5.15) je mozné ekvivalentné vyjadrit také takto
E@g)=0, i=12,.n (6.3)
kde E je zndmy operator stfedni hodnoty.
Pokud podminka (5.15) neni splnéna, potom hovotime o heteroskedasticité. Piikladem
heteroskedasticity v piipadé jednorozmérného linedrniho regresniho modelu je na Obr. 6.1. Je
ziejmé, zZe rozptyl hodnoty y se zvétSuje s rostouci hodnotou x.

Data a regresni primka

Obr. 6.2. Pripad heteroskedasticity v regresnim modelu
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Heteroskedasticita miize byt zpiisobena riznymi pfi¢inami. Castou pfi¢inou
heteroskedasticity je fakt, Ze pii postupném sbéru dat se technika sbéru postupné zlepSuje
a chyba se proto zmenSuje. Naopak se chyba zvétSuje s ptitomnosti odlehlych hodnot. DalSim
zdrojem heteroskedasticity je nespravna specifikace modelu, napt. tim, Ze jsou opominuty
dalezité vysvétlujici proménné regresniho modelu. Piitomnost heteroskedasticity v regresnim
modelu je silné nezddouci, a to zejména z téchto divodii:

e Pritomnost heteroskedasticity zptsobuje neplatnost odhadii rozptyli regresnich
koeficientli a tudiz také odhadu jejich intervalli spolehlivosti a testti hypotéz o jejich
statistické vyznamnosti atd., viz kap. 5.6.

® Progndézy s vyuzitim regresniho modelu obsahujictho heteroskedasticitu jsou Casto
nespolehlivé a dokonce nerealistické.

6.2.1 JAK ZJISTOVAT HETEROSKEDASTICITU?

Jak pozndme, Ze v regresnim modelu, ktery jsme sestavili na zdklad€é né&jakych dat, je
pritomna heteroskedasticita? Podobné jako v pfipadé multikolinearity neexistuji pfesna
pravidla, jak detekovat pfitomnost heteroskedasticitu, pouze par heuristickych zasad.

Velmi cCasto pozndme piftomnost heteroskedasticity z vécné povahy problému.
Naptiklad je zndmo, Ze s rostoucim vékem zaméstnancu se zvétSuje rozptyl jejich platii. At je
typ zdvislosti platu na véku linedrni nebo ne, bude v modelu pfitomna heteroskedasticita.

Pokud vSak nemdme podobné piedbézné empirické informace o povaze problému,
predpokldddme, Ze heteroskedasticita neni ptfitomna, Ze tudiZ je rozptyl ndhodné slozky
modelu konstantni. Takové tvrzeni pak muizeme podrobit zkoumdni napt. grafické analyze
nebo statistickému testu rezidui e;. S obéma postupy se zde sezndmite.

Graficka analyza
Zobrazime si zavislost kvadratu rezidui ei2 na teoretické hodnot¢ Y;. Na Obr. 6.3 jsou
zobrazeny 4 dilezité pripady tvaru, které mohou nastat, kde

Y=by +b, fi(X;, X1 sees X ) Hoeat by [ (X Xy e Xy ) 6.4)
pfitom b; jsou odhady regresnich parametri ziskané MNC,
e, =y, —Y (6.5)

je reziduum, tj. odhad ndhodné slozky &.

2 2 2
el ei el
------ ‘ -----—-_-‘---____--_ I’I ’ ‘ I',’ l’
0“000‘3‘0 e . * /,:o’,
¢ 6 4 o * S . . e
__________________ s & ___ , *
> e TS . P
/ . R
EOR 4 L 2 e 0
g . * - . e
X * - .
,"’ "_*__—— . o’
i Sl . .
a) Y; b) Y; ¢ Y

Obr. 6.3. Zdvislost ¢} na Y,
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Na Obr. 6.3 a) hodnota ¢’ v zasadé nezdvisi na Y;, coZ naznacuje, Zze ndhodna slozka je

konstatntni a tudiZ heteroskedasticita neni pifitomna. Na druhou stranu Obr. 6.3 b) a c)
hodnota ¢’ v ziejmé z4visi na Y;, coZ naznacuje piitomnost heteroskedasticity. Konkrétni tvar

zéavislosti vam dobte potvrdi zobrazeni bodového diagramu zavislosti y; na vybrané datové
hodnoty j-t€ vysvétlujici proménné x;;.

Testy heteroskedasticity
Detekce heteroskedasticity s pomoci statistického testu hypotézy je obvykle zaloZena na

nulové hypotéze, ze rozptyly ndhodné slozky &’ jsou konstantni, pficemZ se analyzuji jejich
odhady, tj. rezidua e/. V literatufe miZete nalézt podrobné testy heteroskedasticity s ndzvy
jako Parkiv test, Glejsertuv test, Goldfeld-Quandtiv test aj., viz napt. Gujarati (2003). Tyto
statistické testy lze provadét pomoci specializovanych statistickych programt, napt. SPSS,
v Excelu specializované funkce na tyto testy bohuZel chybi. My si zde proto ukdZeme
tzv. Bartletiv test heteroskedasticity, ktery predstavuje zjednoduseny Goldfeld-Quandtiv test
a lze k jeho provedeni vyuzit funkce Excelu.

Bartletiv test
Test vychazi z rozdéleni dat podle velikosti (n€které) vysvétlujici promeénné — oznacime
ji X - do dvou ¢asti: x; < x ax; > x, pfitom jsou data uspofaddana podle X, X je medidn z x; .

* Testuje se hypotéza o rovnosti rozptyll rezidui v obou ¢astech (v Excelu: Analyza dat,
Dvouvybérovy F-test pro rozptyl,...)

* Pokud se hypotéza o rovnosti rozptylu rezidui v obou ¢astech zamitd, potom se hypotéza
o konstantnosti rozptylu ndhodné slozky neboli hypotéza o pfitomnosti heteroskedasticity,
pfijimd (a obracené).

Pouziti Bartletova testu si ukdZeme na piikladu. JeSté pfedtim se budeme zabyvat
otdzkou, jak odstranit zjiSténou heteraskedasticitu, tj. jak modifikovat ptivodni model tak, aby
heteraskedasticitu neobsahoval.

6.2.2 JAK ODSTRANOVAT HETEROSKEDASTICITU?

Vv s

Nejzndméj$i metodou k odstranéni heteroskedasticity je metoda vdZenych nejmensich
c¢tvercu MVNC. VMVNC predpokladdme urcity typ nekonstantniho chovani rozptylu
ndhodné slozky.

Predpoklad 1: Rozptyl ndhodné slozky je piimo umérny kvadratu vysvétlujici
proménné x, tj.

E(g)=0x" ,i=12,..n (6.6)
Transformovany regresni model ziskdme tak, Ze regresni rovnici
vi=B+px +e,i=1.2,..n, (6.7)
vydé€lime hodnotou x; , ¢imz obdrZime
, & 1 .
Y bhipgibiipgligis iz12.0 6.8)
X; : X

i i i i

kde pro novou ndhodnou chybu & plati po dosazeni z (6.6)
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2
B8 )=E5)=0%,i=12,.n (6.9)
X

l

, . 1 .
Provedenim transformace yi’=i, x’=—,i=12,..n (6.10)
Xi

i
i

obdrZime z (6.8) novy regresni model
.= B+ Box,+0,,i=1.2,...n (6.11)
coZ je novy linedrni regresni model podle (6.9) vSak bez heteroskedasticity.

Uvazovali jsme jednoduchy regresni model, avSak rozsifeni vySe uvedeného postupu na
vicerozmérny regresni model je snadné. Pfedpoklad 1 modifikujeme tak, Ze rozptyl ndhodné
slozky je pfimo imérny kvadritu vysvétlujici proménné x;, tj.

E(&) = o’x] i=12,..n (6.6)

iy’

Namisto modelu (6.7) uvazujeme model
V=B Bx,+Box,+..+E,i=12,.n (6.7%)

1
Pro novy vicerozmérny regresni model pouZijeme namisto transformace (6.10) nova
transformovand data

y{zi, xij':—,xik’zﬁ,k;tj,i: 1,2,...,n. (6.10%)

xij xij xij

Predpoklad 2: Rozptyl ndhodné slozky je pfimo imérny vysvétlujici proménné x, tj.

E(g) = o%x, , i=1.2,..n (6.12)
Transformovany regresni model ziskdme tak, Ze regresni rovnici
=B +Bx+¢€,i=12,.n, (6.13)
vydé€lime hodnotou ,/x; , ¢imZ obdrzime
DB yp v g L g g =12, (6.14)
NP AL AN~
kde pro novou ndhodnou chybu & plati po dosazeni z (6.12)
2
E)=E)=6%,i=12,..n. (6.15)
Xi
Provedenim transformace y,’= i x,= L x, = \/;1 ,i=1,2,...n. (6.16)

I
obdrzime z (6.16) novy regresni model
V.= Bx+Bx 0, i=1.2,..n, (6.17)
coZz je novy linedrni regresni model bez troviiové konstanty podle (6.15) vSak bez
heteroskedasticity. Roz$ifeni na vicerozmérny regresni model je moZné udélat analogicky
jako v pripadé¢ Predpokladu 1. Odstranéni heteroskedasticity si prakticky vyzkousSite

v nasledujicim feSeném pftikladu.

RESENY PRIKLAD 6.2

V nésledujici tabulce jsou uvedeny piijmy a spotiebni vydaje 30 rodin v tis. K¢&/rok.
Vytvoite linedrni regresni model zdvislosti vydajui na piijmech, graficky a statistickym testem

- 88 -



Jaroslav Ramik a Radmila Stoklasovd; STATISTICKE ZPRACOVANI DAT

zjistéte piitomnost heteroskedasticity. Z ptivodniho modelu pak heteroskedasticitu odstraiite
pomoci MVNC. Pouzijte pfitom Excel.

¢.rodiny| Vydaje| Prijmy | €.rodiny| Vydaje| Pfijmy
1 66 80 16 115 180
2 65 100 17 120 225
3 70 85 18 100 170
4 80 110 19 145 240
5 79 120 20 110 185
6 84 115 21 172 220
7 98 130 22 200 230
8 95 140 23 175 245
9 90 125 24 140 260
10 75 90 25 135 190
11 74 105 26 140 205
12 110 160 27 155 200
13 113 150 28 230 270
14 125 165 29 137 230
15 108 145 30 145 290

ReSeni:

V Excelu vytvoifime z danych udaji graf: XY bodovy a pomoci pravého tladitka
iniciujeme nabidku s volbou Pfidat spojnici trendu... V podnabidce MozZnosti zaklikneme
2 polozky: Zvolit rovnici regrese a Zvolit koeficient spolehlivosti (tj. koeficient
determinace). Obdrzime vysledek, z n€hoZ vyplyva linedrni regresni model:

¥y=929+0,64x + &
viz nésledujici graf.

ZAvislost spotiebnich wdajt na prijmech rodin
y=0,5008x + 16,752
R =0758
240
*
*
190
140
iy
40
’10-.U 100 10 p=08) 230 S 350

Déle vedle sloupce y; vytvoiime pomoci vzorce regresni rovnice sloupec teoretickych hodnot
Y;. Dalsi sloupec vytvoiime jako rozdil sloupct y; a Y;, coz bude sloupec rezidui. Posledni

sloupec bude druhd mocnina rezidui. Spoleéné pak vytvoiime XY bodovy graf mezi Y; a e’ .
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Vysledkem je nasledujici graf, ktery napovidd pfitomnost heteroskedasticity, nebot’ body
v grafu netvoii pas rovnobéZny s vodorovnou osou, jako na Obr. 6.3 a), ale spiSe kuzel, jako
na Obr. 6.3 b).

Zaislost € naY

3500,00

3000,00

2500,00 -

2000,00

1500,00 -

1000,00

500,00

0,00 =7 - : : :
50 70 90 110 130 15 170 190 210 230

Obr. 6.4. Priklad: KuZel zdvislosti ¢ na Y,

K exaktnimu prokazani heteroskedasticity pouzZijeme Bartletiiv test. Podle rostoucich hodnot
X — Pi{jm1 sefadime hodnoty rezidui a z nich vytvoiime dva stejn¢ velké soubory el a e2:

Ptijmy| el | Prjmy| e2
80| 1,99 170| -8,09
85| -10,83 180| -29,68
90| 3,03 185| -17,19
100 -1,74 190 -13,54
105/ -8,65| 200 -16,05
110/ -0,69] 205 25,28
115 4,45 220 47,37
120| -4,46] 225 13,51
125 -0,60] 230| -30,36
130 5,08/ 230| 6,00
140 -4,78] 240 2,14
145| -1,28| 245| 20,09
150 7,63] 260| 53,74
160 10,77 270| -15,63
165/ 5,58/ 290| -43,08

Budeme testovat, zda rozptyly obou soubort jsou stejné pomoci F-testu z Excelu:
V menu: Data — Analyza dat — Dvouvybérovy F-test pro rozptyl zadime umisténi
oblasti sloupcti el a e2, eventudlni popisky a oblast vystupu. ObdrZime vystup:
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Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Soubor 1 Soubor 2
Stf. hodnota 0,366225 -0,366225

Rozptyl 35,88461 792,7791
Pozorovani 15 15
Rozdil 14 14
F 0,045264
P(F<=f) (1) 3,89E-07
F krit (1) 0,402621

V tomto vystupu je dilezita P-hodnota: P(F<=f) (1) = 3,89 E-07 = 0,000000389 < 0,05.

Na hladiné o = 0,05 proto nulovou hypotézu H,: ,,Rozptyly obou uvazovanych soubort jsou
stejné* zamitdme. Uvazované soubory maji rizny rozptyl, coZ znamend, Ze rozptyl ndhodné
slozky regresniho modelu neni konstantni, neboli Ze heteroskedasticita je v modelu pfitomna.

Nakonec ukdZeme, jak ptfitomnou heteroskedasticitu odstranit. V Obr. 6.4 se body grafu
nachézeji v ,.linedrnim kuZzelu®, proto zvolime pro transformaci Pfedpoklad 2.
Transformace podle (6.16): y,’= i , X,= L,x,.”= \/;1 ,i=1,2,...,30.
N
obdrzime novy regresni model

v, =16,75x,4+ 0,59, x,”+¢,i=1,2,..., 30,
ktery je bez heteroskedasticity.

c.rodiny| vy’ X’ X"~ |Crodiny] y’ X’ X"
1| 7,379] 0,112 8,944 16/ 8,572 0,075| 13,416
2| 6,500| 0,100[ 10,000 17| 8,000{ 0,067| 15,000
3| 7,593| 0,108 9,220 18| 7,670[ 0,077| 13,038
4| 7,628| 0,095| 10,488 19| 9,360 0,065| 15,492
5| 7,212] 0,091] 10,954 20| 8,087| 0,074 13,601
6| 7,833] 0,093| 10,724 21| 11,596| 0,067| 14,832
7| 8,595| 0,088 11,402 22| 13,188| 0,066| 15,166
8| 8,029| 0,085| 11,832 23| 11,180| 0,064| 15,652
9| 8,050| 0,089| 11,180 24| 8,682| 0,062| 16,125
10| 7,906| 0,105] 9,487 25| 9,794| 0,073 13,784
11| 7,222| 0,098]| 10,247 26| 9,778| 0,070( 14,318
12| 8,696| 0,079| 12,649 27| 10,960| 0,071 14,142
13| 9,226| 0,082]| 12,247 28| 13,997| 0,061 16,432
14| 9,731] 0,078] 12,845 29| 9,034| 0,066( 15,166
15| 8,969| 0,083]| 12,042 30| 8,515| 0,059 17,029

6.3 CO JE AUTOKORELACE?

Autokorelace je korelace mezi pozorovanimi uspofddanymi v Case (data jsou Casové
fady) nebo v prostoru (data jsou priiezovd, tj. v jednom casovém okamziku/intervalu).
Rikdme, Ze v regresnim modelu neni piitomné autokorelace, jestlize nahodné veliginy jsou
vzéjemné nekorelované, symbolicky to 1ze vyjadfit takto

E(ge)=0, i#jij=12,.,n (6.18)
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Jestlize naopak existuje dvojice indexd i # j, pfiCemz plati E(g&) # 0, fekneme, Ze
v regresnim modelu je pritomna autokorelace.

Autokorelace se nejCastéji vyskytuje v regresnich modelech zaloZenych na datech ve
formé Gasovych fad. Potom indexy i, (resp. j) predstavuji asové okamziky ¢. Casovym faddm
a jejich analyze se budou vénovat ndsledujici kapitoly 8 az 12, kde bude podrobné&ji
pojednano také o autokorelaci.

Nasledujici obr. 6.5 dava piiklad dvou regresnich modelt dat, z nichZ jeden je spravné
specifikovan (nelinedrni regresni model — Cernd kiivka), druhy je nespravné specifikovdn
(linedrni regresni kiivka — Cervend piimka). Nespravnd specifikace modelu zpisobuje, zZe
rezidua jsou vzdjemné korelovdna, coZ se projevuje tak, Ze datové body lezi vidy ve vétsi
oblasti podél vodorovné osy na jedné strané regresni kiivky, zatimco v piipadé
nekorelovanych rezidui leZzi datové body rovnomé&rné po obou strandch regresni kiivky v celé
oblasti vodorovné osy (tj. nezdvisle proménné).

A

* *
3 L3 \hd L 3 L3 *
« ¥ - >
- *
o . . .
; N . P
Sp4tna o , Spravna
specifikace + , » specifikace
mogdelu modelu

v

Obr. 6.5. Autokorelace: Spatnd a sprdvnd specifikace modelu

6.4 SAMOSTATNE UKOLY

6.1 V nésledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty obratu, vydajli na védu a vyzkum (VaV)
a zisku za 18 priimyslovych odvétvi v USA v roce 1990. Vytvoite linearni regresni model
zéavislosti zisku na obratu a vydajich na VaV. Zjistéte, zda je v modelu pfitomna
multikolinearita a heteroskedasticita. PouZzijte postupy, které jste se naucili v této kapitole.

Obrat VaV Zisk

6375,3 62,5 185,1
11626,4 92,9 1569,5
14655, 1 178,3 276,8
21869,2 258,4 2828,1
26408,3 494,7 225,9
32405,6 1083,0 3751,9
35107,7 1620,6 2884,1
40295,4 421,7 4645,7
70761,6 509,2 5036,4
80552,8 6620,1| 13869,9
95294,0 3918,6 4487,8
101314,1 1595,3| 10278,9
116141,3 6107,5 8787,3
122315,7 4454 1| 16438,8
141649,9 3163,8 9761,4
175025,8] 13210,7| 19774,5
230614,5 1703,8| 22626,6
293543,0 9528,2| 18415,4
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. 6.5 RESENI UKOLU, VYSLEDKY

6.1 Y =791,54+0,069.x1+0,369.x2
x1...obrat; x2...vydaje na VaV; koeficient b2=0,369 nenf statisticky
vyznamny
Korela¢ni koeficient = 0,692 je statisticky vyznamny na hladin¢ vyznamnosti 0,01.
V modelu je pfitomna multikolinearita.
Zavislost zisku na obratu:
Y =862,85+0,08.x1
Koeficient 0,08 je statisticky vyznamny.

Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Soubor 1 Soubor 2
Stf. hodnota  -809,8808 809,8807591

Rozptyl 1219536 20761396,39
Pozorovani 9 9
Rozdil 8 8
F 0,058741
P(F<=f) (1) 0,000289
F krit (1) 0,290858

Nulovou hypotézu: rozptyly obou soubort jsou stejné, zamitdme, rozptyl ndhodné slozky neni
konstantni, neboli heteroskedasticita je v modelu pfitomna.

Zavislost zisku na obratu:
Y=381711+1,4.x2
Koeficient 1,4 je statisticky vyznamny.

Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Soubor 1 Soubor 2
Stf. hodnota -1348,771 1348,770762

Rozptyl 7292620 43919891,06
Pozorovani 9 9
Rozdil 8 8
F 0,166044
P(F<=f) (1) 0,010033
F krit (1) 0,290858

Nulovou hypotézu: rozptyly obou soubort jsou stejné, nezamitdme, rozptyl ndhodné slozky
je konstantni, neboli heteroskedasticita neni v modelu pfitomna. (hladina vyznamnosti 0,01)
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7 FIKTIVNI PROMENNE

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Jednim ze zplisobu jak kvantifikovat pfitomnost nebo nepifitomnost néjaké vlastnosti je
konstrukce novych proménnych, které toto vyjadiuji pomoci ¢isel 1 nebo 0, pfitom 1 indikuje
piitomnost a 0 nepifitomnost vlastnosti. Tyto proménné, které se nazyvaji fiktivni promeénné
(anglicky dummy variables), maji ¢asté pouziti pfi analyze ekonomickych problému zavislosti
mezi ekonomickymi veli¢inami. V této kapitole se naucite pouzit fiktivni vysvétlujici
proménné ve vicerozmérnych regresnich modelech. Fiktivni proménné lze zavést do
regresniho modelu stejné snadno, jako jakékoliv jiné kvantitativni proménné, které jsme napf.
pouzili v pfedchozi kapitole o vicendsobné regresni analyze. V této kapitole si ukdZeme, jak
vytvofit regresni model, ktery obsahuje vylu¢né fiktivni vysvétlujici proménné, jak tento
model souvisi s dffve pouZitou metodou ANOVA, a také jak vyuzit model, ktery je kombinaci
fiktivnich a obvyklych kvantitativnich vysvétlujicich proménnych. Déle ukazeme, jak lze
fiktivni proménné vyhodné pouZit pro sezénni data k identifikaci jednotlivych sezén a analyze
problému zdvislosti mezi ekonomickymi veli¢inami.

7.1 CO JSOU FIKTIVNI PROMENNE?

V regresni analyze je zdvisle proménnd (kritérium) ovlivilovdna casto nejen
kvantitativnimi proménnymi (regresory) jako napiiklad pifijem rodin, ceny vyrobki, ndklady
podnikt atd., ale také proménnymi, které maji kvalitativni povahu, jako jsou pohlavi
zdkaznikl, jejich ndrodnost, vzdélani, region apod. Tyto proménné obvykle ptedstavuji
pritomnost nebo naopak neptitomnost néjaké ,kvality” nebo vlastnosti, jako jsou v piipadé
pohlavi zakaznik muZ nebo Zena, v piipadé narodnosti Cech nebo Slovék, v piipadé vzdélani
zékladni (Z), stfedoSkolské (S) nebo vysokoskolské (V) apod. Jednim ze zplsobl jak
kvantifikovat takové vlastnosti je konstrukce novych proménnych, které vyjadiuji piitomnost
nebo nepfitomnost piisluSné vlastnosti pomoci ¢isel 1 nebo 0, pfitom 1 indikuje piitomnost
a 0 nepfitomnost vlastnosti. Tyto proménné se nazyvaji fiktivni proménné (anglicky ,,dummy
variables®).

Fiktivni proménné l1ze zavést do regresnitho modelu stejné snadno, jako jakékoliv jiné
kvantitativni proménné, které jsme napt. pouZzili v pfedchozi kapitole. Mizeme vsak vytvofit
regresni model, ktery obsahuje vylu¢né fiktivni vysvétlujici proménné. S nimi jste se vlastné
jiz setkali v 1. a 2. kapitole v rdimci ANOVA.

7.2 FIKTIVNI PROMENNE A ANOVA

Nejprve budeme vySetfovat situaci pouze s kvalitativni vysvétlujici proménnou, kterd
nabyva K hodnot (kategorii) Zy, Zi, Z»,...,Zx.1. Tuto kvalitativni proménnou nahradime K— 1
fiktivnimi vysvétlujicimi proménnymi: dj,..., dk.1, definovanymi takto:

d; = 1 pokud kvalitativni proménnd nabyva hodnoty 7,
= 0 jinak.
d, = 1 pokud kvalitativni proménnd nabyva hodnoty Z,,
= 0 jinak.
dk-1 = 1 pokud kvalitativni proménnd nabyva hodnoty Zg.i,
= 0 jinak.

- 94 -



Jaroslav Ramik a Radmila Stoklasovd; STATISTICKE ZPRACOVANI DAT

Budeme nadale uvaZovat regresni model:

y=Lo+ pid + podo +..+ Pradiy, + € (7.1)
s vysvétlovanou proménnou y predstavujici vysvétlovanou (zdvisle) proménnou a K — 1
fiktivnimi vysvétlujicimi proménnymi: dj,..., dx.1, € je ndhodna slozka.

Mohli jste si vSimnout, Ze k vyjaddieni K kategorii jsme pouzili K — 1 fiktivnich
proménnych. MoZnd vds napadla otdzka: Pro¢ jsme nepouZili téZ proménnou dy pro kategorii
Zy podobn¢ jako pro ostatni kategorie? Pokud kvalitativni proménnd nabyva hodnoty Z,,
potom podle definice vSechny zavedené fiktivni proménné: dj,..., dg.;, nabyvaji hodnoty 0,
a tudiz je v regresnim modelu (7.1) situace popsana rovnici

y=L[+ €. (7.2)
Prumérnd hodnota vysvétlované proménné y je vyjadiena regresni troviitovou konstantou f.

Poznamka. Kdybychom vsak postupovali tak, ze bychom pouzili proménnou d, pro kategorii
Zy, podobn¢ jako pro ostatni kategorie, pak by doSlo k situaci perfektni kolinearity mezi
vysvétlujicimi fiktivnimi proménnymi, coZ je neZadouci situace popsand v predchozi kapitole.
V tomto piipadé bychom mohli pouZzit regresni analyzu s modelem bez droviiové konstanty,
tj. regresni model
y=Lodo+ Pidi + Pody +..+ Pradga, + €. (7.3)

K tomuto regresnimu modelu se vratime jeSt€¢ v subkapitole 7.4, kterd se bude zabyvat
pouzitim fiktivnich proménnych u sezénnich dat.

Ke stanoveni odhadii regresnich koeficienti modelu (7.1), eventudln¢ model (7.3),
pouZijeme metodu nejmensich ctvercl, tedy vicerozmérnou regresni analyzu z kapitoly 5.
Stejné¢ tak mulZete kfeSeni vychozi situace pouzit jednofaktorovou ANOVA, piitom
nezdvislym faktorem bude uvaZovand kvalitativni proménnd s K kategoriemi. Vztah mezi
metodou ANOVA a metodou regresni analyzy vysvétlime na konkrétnim piikladu, ktery
budeme fesit s pomoci Excelu.

RESENY PRIKLAD 7.1

Analyzujte zdvislost vydaji rodin na letni dovolenou na vzdélani rodict (nejvyssi
vzdélan{ alespoii jednoho z rodict je zdkladni - ZS, stredoskolské - SS, vysokogkolské - VS).
Pouzijte metodu ANOVA a poté vicerozmérnou regresni analyzu. Srovnejte oba vysledky.
Data za 15 rodin jsou uvedena v nésledujici tabulce.

Pfitom Y; pfedstavuji vydaje rodiny na letni dovolenou,

dyi = 1 jestlize rodi¢e maji vzdélani SS, 0 jinak,

dr; = 1 jestlize rodi¢e maji vzdélani VS, 0 jinak.

y; - vydaje na dov. d;-SS | dy -VS
39 1 0
33 1 0
31 1 0
31 1 0
36 1 0
60 0 1
72 0 1
64 0 1
79 0 1
62 0 1
18 0 0
19 0 0
17 0 0
15 0 0
20 0 0
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ReSeni:

Budeme uvaZovat regresni model
yi=po+ pidii + Pachi + &
s vysvétlovanou proménnou y; predstavujici vydaje rodiny na letni dovolenou a dvéma
fiktivnimi proménnymi: d,; - rodice maji vzdélani SS, dy;- rodice maji vzdelani VS. VSimnéte
si, ze k vyjadieni K = 3 kategorii (ZS, SS, VS) jsme pouzili 2 fiktivni proménné. K vypoétu
regresnich koeficientl pouZijeme Excelu. V hlavnim menu otevieme postupné polozky:
Data — Analyza dat... —» Regrese
Data ulozime ve worksheetu v poli s adresou al:c16 (viz niZe), zaddvaci okno vyplnime takto:

Vstup
Ok
Wstupni oblast ¥ $a%1:40%16 3
. Starna
wstupni oblast 1 $E$1:$CE16 Y

v Popisky [ Konstanta je nula NapoyEda

[~ Hladina spolehlivaosti |95 %

MoEnaosti vystupu

(¥ yystupni oblast: $E$1 %k,
™ Moy lisk: l—
™ Moy sesit

Rezidua

[ Rezidua [ @raf s rezidui

[ Standardni rezidua [ @raf reqresni primky

Normalni pravdEpodobnost
[ Graf pravdépodobnosti

Zadame OK.

Ve vystupu dostaneme jak vysledek metody ANOVA, tak i vysledek regresni analyzy.
V prvni tabulce vystupu: Regresni statistika nds zajima druhd hodnota — koeficient
determinace (Hodnota spolehlivosti R), tj. R* = 0,953.
Ve druhé tabulce ANOVA (viz niZe) jednotlivé polozky maji nasledujici vyznam:

Regrese = meziskupinovy soucet ¢tverctu

Rezidua = vnitroskupinovy soucet ¢tverct

Celkem = celkovy soucet ¢tverct

SS = Soucet étverct (Sum of Squares)

Rozdil = stupeni volnosti (DF — Degree of Freedom)

MS = Primér ¢tvercti (Mean Square)

F = testové kritérium = 122,234

Vyznamnost F = Signifikance (p-hodnota) = 0,00000001049 < 0,05 = &

Faktor vzdélani vyjadieny kategoriemi ZS, SS, VS je tudiZ statisticky vyznamny.

Pomér determinace P? = 0,953 se vypocte jako podil meziskupinového a celkového
soutu &tverci (vypodtéte, konfrontujte s kapitolou 1!). Vidite, ze R* = P tedy v piipadé
fiktivnich proménnych je koeficient determinace definovany v regresni analyze totoZny
s pomérem determinace z ANOVA. Odtud plyne, Ze také koeficient korelace je totoZny
s pomérem korelace z ANOVA. Priléhavost dat k regresni roviné je tedy totéZ, co tésnost
zavislosti, s niZ jste se setkali v metodé¢ ANOVA.
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vl

Posledni tabulka vystupu pfindsi hodnoty odhadi regresnich koeficientd:
Hranice = by = 17,8 ; SS=0,=16,2; VS =b,=49,6.

Ve sloupci Hodnota P (signifikance) jsou vSechna ¢isla mnohem mensi, neZ je bézna
hladina vyznamnosti & =0,05, tedy hodnoty regresnich koeficientl jsou statisticky vyznamné.
Pfitom hodnota by = 17,8 ptedstavuje primérné vydaje rodiny, kde rodie maji pouze
zékladni vzdélani, b, = 16,2 predstavuje pramérny narist vydaji na letni dovolenou pii
nartstu fiktivni proménné d,; z0 na 1, tedy primérné vydaje rodiny, kde rodi¢e maji
sttedoskolské vzdélani, jsou by + by = 34,0 tis. K. Hodnota regresniho koeficientu b, = 49,6
predstavuje primérny ndrtist vydaji na letni dovolenou pfi nartstu fiktivni proménné d»; z 0
na 1, tedy primérné vydaje rodiny, kde rodice maji vysokoSkolské vzdélani, jsou
by + by = 67,4 tis. K¢. Posledni dva sloupce tabulky uddvaji dolni a horni hranici 95%-niho
intervalu spolehlivosti pro piislusny regresni koeficient.

-~ D - i prom (Rezim kompatb ity & Microsoft Exce e e
-—d Doma Vlozeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni @ - o x
Q Upozornéni zabezpefeni Byly zakazany automatické aktualizace propojeni. MoZnosti...
Al - ( S | Yi- Vydaje na dov. ¥
A | B C D E E G H J K L 3
1 [¥i -Vydajenadov. | Dy; -S§ | py; -8 VYSLEDEK
2 39 1 0
3 33 1 0 Regresni stalistika
4 K} 1 0 MNasobné R 0.976325
5 AN 1 0 Hodnota spolehlivosti R 0.953211
3 36 1 0 Nastavena hodnota spolehlivosti R 0,945412
i 60 0 1 Chyba sti. hodnoty 5,115336
8 72 0 1 Pozorovani 15
9 64 0 1
10 79 0 1 ANOVA 3
i 62 0 1 Rozdil SS MS F Vyznamnost £
12 18 0 0 Regrese 2 396,933 3198467 1222344 1,04925E-08
13 19 0 0 Rezidua 12 314 2616667
14 17 0 0 Celkem 14 6710.933
15 15 0 0
16 20 0 0 Koeficientyba sif. hodi t stal Hodnota P Dolni 95%  Homi 95%
17 Hranice 17,8 2287648 7.780917 4,99E-068 1281564329 2278436
18 s5 16.2 3235223 5007383 0000306 9,151055143 2324894
19 v§ 49.6 3.235223 1533125 3.03E-09 4255105514 56.64894
20 P2= 0.953211
21 i
M4 M| prl “Pr2 ~Pr3 P4 | Prs ~Pr6 - Pr7 o ¥J Il | [
Piipraven | B[O/ O jpa00 s @—@ @ g

7.3 SPOLECNE FIKTIVNI A KVANTITATIVNI PROMENNE

Nyni budeme vySetfovat situaci, kterd se v ekonomické oblasti Casto vyskytuje:
soucasné se vyskytuji jak s fiktivni vysvétlujici proménné (nabyvaji pouze hodnot 0 a 1), tak
kvantitativni vysvétlujici proménné (mohou nabyvat libovolnych Cciselnych hodnot). Pro
jednoduchost se v ndsledujicim textu omezime na pifitomnost pouze jediné kvantitativni
proménné, piipad pfitomnosti vice kvantitativnich proménnych je analogicky. UvaZzujme tedy
regresni model

y=Lfo+ pid + podos +...+ Pradiy, + bgxk + € (7.4)
s vysvétlovanou proménnou y, K — 1 fiktivnimi vysvétlujicimi proménnymi: d,...,dk
a kvantitativni vysvétlujici promeénnou xg, pfitom &€ je ndhodnd slozka. Pro ilustraci budeme

NP

uvazovat nasledujici ptiklad, ktery je rozSitenim piikladu z pfedchozi subkapitoly.
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RESENY PRIKLAD 7.2

kvantitativni vysvétlujici proménnou x;. V hlavnim menu otevieme postupné polozky:

takto:

Vv

Analyzujte zdvislost vydaji rodin na letni dovolenou na vzdélani rodict (nejvyssi
vzdélani alespoti jednoho z rodiét je zakladni - ZS, stiedoskolské - SS, vysokogkolské - VS),
jakoz i na piijmech rodin. Data za 15 rodin jsou uvedena v nésledujici tabulce. Pfitom y;
predstavuji vydaje rodin na letni dovolenou, x; pfedstavuji ro¢ni piijem rodin (oboji v KC¢),
dale uvazujeme dvé¢ fiktivni proménné:
dyi = 1 jestlize rodi¢e maji vzdélani SS, 0 jinak,
dr; = 1 jestlize rodi¢e maji vzdélani VS, 0 jinak.

y; - vydaje na dov. di;-SS | dy -VS X, - piijmy
39 1 0 400
33 1 0 310
31 1 0 180
31 1 0 190
36 1 0 470
60 0 1 270
72 0 1 260
64 0 1 170
79 0 1 430
62 0 1 490
18 0 0 150
19 0 0 250
17 0 0 290
15 0 0 200
20 0 0 410

ResSeni:

Budeme uvaZovat regresni model

yi=Po+ Bidii + B + Pixi + &
s vysvétlovanou proménnou y; predstavujici vydaje rodiny na letni dovolenou, dvéma
fiktivnimi proménnymi: d; - rodi¢e maji vzdelani SS, d;- rodice maji vzdélani VS a jednou

Data — Analyza dat... —» Regrese
Data ulozime ve worksheetu v poli s adresou al:d16 (viz niZe), zadavaci okno vyplnime
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Regrese @

Yatup
p QK
Wstupni oblast ¥: fEas1:sadl6 . -
Skorno
wstupni oblast X tB$1:4D516 =%

v Popisky I Konstanta je nula %

I Hladina spolehlivosti |95 %o

MoZnosti vystupu

(% Wostupni oblast: $F$L Y
" Moy list: l—
™ Movy sesit

Rezidua

[~ Rezidua [~ Graf s rezidui

[ Standardni rezidua [ Graf regresni pfimky

tormalni pravdépodobnost
[ Graf pravdépodobnosti

Zadame OK.

V prvni tabulce vystupu: Regresni statistika nds zajima druhd hodnota — koeficient
determinace (Hodnota spolehlivosti R), tj. R* = 0,96. Pfiléhavost dat k regresni nadroving je
96%.

Druh4 tabulka ANOVA (viz niZe) vSak jiz nemd vyznam klasické metody ANOVA jako
v ptikladu 7.1. Déle se ji nebudeme zabyvat.

Posledni tabulka vystupu pfindsi hodnoty odhadi regresnich koeficientd:

Hranice = by = - 12,86 , d1i-SS = b; =- 0,68 , d2i-VS = b, = 4,472 , Xi-pfijmy = b; =
0,172, viz nasledujici tabulka:

VYSLEDEK
Regresni statistika

Nasobné R 0,9982662
Hodnota spolehlivosti R 0,99653541
Nastavena hodnota spolehlivosti R 0,99559053
Chyba st. hodnoty 1,4538542
Pozorovani 15
ANOVA

Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 3 6687,682721 2229,2 1054,6605 8,27968E-14
Rezidua 11 23,25061224 2,1137
Celkem 14 6710,933333

Koeficienty Chyba stf. hodnoty tstat Hodnota P Dolni 95% Horni 95%

Hranice -12,860 2,694 -4,774 0,001 -18,789 -6,931
dii-s$ -0,680 1,708 -0,398 0,698 -4,439 3,079
d2i- v§ 4,472 3,956 1,130 0,282 -4,236 13,179
Xi - pHjmy 0,172 0,015 11,728 0,000 0,140 0,205

Ve sloupci Hodnota P (signifikance) jsou u koeficienti by (0,698) a b, (0,282) hodnoty
signifikance vétsi, nez bézna hladina vyznamnosti & =0,05, tedy hodnoty téchto regresnich
koeficienti nejsou statisticky vyznamné (nulovou hypotézu, ze b; = 0 piijimdme) a nemaji
proto na vysvétlovanou proménnou (tj. vydaje na dovolenou) vliv. Ukazuje se, Ze mnohem
vyznamnéjsi vliv ma vysvétlujici proménnd x, u které je regresni koeficient bs (0,172)
statisticky vyznamny, stejné¢ jako koeficient by (—12,86). Pfitom hodnota by = —12,86
predstavuje teoretickou hodnotu vydajti na dovolenou v (nerealistickém) ptipad¢ nulovych
piijml rodiny. Ve srovnani s piikladem 7.1, kde jsme pouZili stejnd data ochuzend o tdaje
o ptfijmech rodin, jsme obdrzeli velmi odliSny vysledek. Tento vysledek vSak neni
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s pfedchozim v rozporu, jak by se mohlo zdit. K plivodnim datim jsme totiZ piidali data
nova, kterd jsme pouzili pro nasi analyzu, a pfitom se ukdazalo, Ze pak vydaje na dovolenou
nezdvisi na vzdélani rodin, nybrz zdvisi na pifijmech rodin, které jsou pro danou zavislost
mnohem vyznamné;jsi.

7.4 FIKTIVNI PROMENNE V SEZONNICH MODELECH

Mnoho ekonomickych tdajii se nachazi ve formé tzv. ¢asovych tad, kdy udaje jsou
usporadany podle sledované rostouci ¢asové posloupnosti. Mlize se napf. jednat o denni
(mé&sicni, ro¢ni) hodnoty trZzeb v jistém supermarketu. V téchto ¢asovych fadich se Casto
projevuji tzv. sezénni vlivy, které se pravidelné¢ opakuji v jistych obdobich, napt. v letni
(zimni) sezénu, o Vdnocich, Velikonocich apod. Béhem uvaZovanych sezén se chovéni
hodnot sledovaného znaku odliSuje od béZného chovani ve zbytku sledovaného obdobi,
zaznamendvame v chovani tzv. sezénni sloZku. Podrobnéji se budeme analyzou €asovych tad
zabyvat v nasledujicich kapitolach tohoto textu. Na tomto misté¢ uvedeme ptiklad situace, kdy
je mozné k analyze cCasové tady se sezOnnimi sloZkami vyhodné vyuZzit fiktivnich
proménnych, které identifikuji tyto sezoénni slozky a umoziuji tak odstranéni sezénnosti. To
pfispivd k lepSimu pochopeni chovéni sledovaného ukazatele. V ekonomické praxi jsou
dulezité Casové tfady, jako napf. mira nezaméstnanosti, spotiebitelsky cenovy index (CPI),
index primyslové vyroby aj., publikovany ve formé casovych fad ,,0€isténych* od sezénnosti.

Pro ilustraci techniky fiktivnich proménnych budeme uvazovat ptiklad mésicnich trzeb
prodeje lednicek v jistém supermarketu. Sezénami zde budou 4 ctvrtleti roku, proto budeme
uvazovat regresni model se 4 fiktivnimi proménnymi bez droviiové konstanty. Tento postup
jsme zvolili proto, abychom ukézali druhou moznost volby poctu fiktivnich vysvétlujicich
proménnych, viz subkapitolu 7.2 (a Poznamku tam uvedenou), kde jsme pouzili metodu, ktera
by vedla v tomto pifipad¢ ke 3 fiktivnim proménnym, avSak s uroviiovou konstantou. Zde tedy
uvadime druhy zpisob feSeni se 4 fiktivhimi proménnymi, avSak bez droviiové konstanty.
Budeme uvaZzovat nésledujici regresni model

y= ﬁo d() +,61d1 + ,Bzdz +,B3d3’ + £, (75)

kde y je vysvétlovana proménnd — meési¢ni prodej lednicek, d;, i = 0,1,2,3, jsou fiktivni
proménné pro prvni, druhé, treti a ¢tvrté Ctvrtleti roku. Data prodeji za 32 po sob¢ jdoucich
meésict (v tis. K¢) jsou uvedena v ndsledujici tabulce.

y -trzby |d0_|d1 [d2 |d3 |y -trZzby [dO |d1 |d2 |d3
1317 11 0] 0] O 943 1] Of Of O
1615 0] 1] 0] o 1175 0] 1] Ol O
1662 0l of 11 0 1269] 0] 0] 1 0
1295 0l of o] 1 973] 0] Oof Oof 1
1271 1] 0] 0] O 1102 1] 0] Of O
1555 0Ol 11 oL O 1344] 0] 1] Of O
1639 0] of 1] 0 1641 0] 0] 1 0
1238 0l of o] 1 1225| 0] Of Of 1
1277 11 0] 0] O 1429 1] 0] O] O
1258 0l 11 0] O 1699 0| 1] Of O
1417 0l of 11 0 1749] 0] 0] 1 0
1185 0l of o 1 1117] 0] Oof Oof 1
1196 1 0] Of O 1242 1] 0] O] O
1410 0Ol 1 O O 1684 0| 1| Of O
1417 0l of 11 0 1764 0] 0] 1 0
919 0l of Of 1 1328 0| Of Of 1
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Uvedeme teSeni pomoci Excelu. V hlavnim menu otevieme postupné polozky:

Data — Analyza dat... —» Regrese
Data uloZime ve worksheetu v poli s adresou al:e33 (viz niZe), zaddvaci okno vyplnime

takto:
Regrese 2]X
Yatup
Wstupni oblast ¥: fad1:40433 |
Skorno
Wstupni oblast x: B4 $ES33 B

v Popisky ¥ Konstanta je nula Népoveda

I Hladina spolehlivosti |95 %o

MoZnosti vystupu

(% Wostupni oblast: $H$L Y
" Moy list: l—
™ Movy sesit

Rezidua

[~ Rezidua [~ Graf s rezidui

[ Standardni rezidua [ Graf regresni pfimky

tormalni pravdépodobnost
[ Graf pravdépodobnosti

Vsimnéte si, Ze jsme zaklikli polozku Konstanta je nula. Tato volba umoZiuje feSeni
regresniho modelu bez troviiové konstanty. Po zadiani OK obdrzime feSeni uvedené
v nésledujici tabulce. Odhady regresnich koeficienti, které jsou vSechny statisticky vyznamné
(viz sloupec Hodnota P, jde o velmi mala ¢isla), ma regresni nadrovina rovnici
y =1222,13d, +1467,50d, + 1569,75d, +1160,00d5. (7.6)

Regresni koeficienty v (7.6) predstavuji primérné hodnoty prodejii v jednotlivych Etvrtletich.
Zvolime-li jako vychozi droven hodnoty prodeji v 1. ¢tvrtleti, potom sezonni faktor S; i-t€ho
ctvrtleti obdrzime jako rozdil mezi b; a by, tj. S; = b; — bp. 'V naSem piikladu je Sp = O,
S1=245,38, §,=247,63, S3=-62,13.

Dalsi pouziti fiktivnich proménnych si ukdZzeme v kapitole o sezénnich modelech
casovych tad.

VYSLEDEK
Regresni statistika
Nasobné R 0,729244
Hodnota spolehlivosti R 0,531797
Nastavena hodnota spolehlivosti R~ 0,445918
Chyba stf. hodnoty 169,6785
Pozorovani 32
ANOVA
Rozdil ' MS F yznamnost F

Regrese 4 228909 7,950768 0,000227
Rezidua 28  28790,8
Celkem 32

Koeficienty’ tstat  Hodnota P Dolni 95% Horni 95%
Hranice 0 #N/A #N/A #N/A #N/A
do 1222,13 20,372 2,5E-18 1099,24 1345,01
d1 1467,50 24,46224 1,94E-20 1344,615 1590,385
d2 1569,75 26,16668 3,18E-21 1446,865 1692,635
d3 1160,00 19,33642 9,81E-18 1037,115 1282,885
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Muzeme tedy shrnout: Jednim ze zplsobl, jak kvantifikovat piitomnost nebo
nepfitomnost néjaké vlastnosti, je konstrukce novych proménnych, které toto vyjadiuji
pomoci ¢isel 1 nebo 0, pfitom 1 indikuje pfitomnost a O nepfitomnost vlastnosti. Tyto
proménné se nazyvaji fiktivni proménné (anglicky dummy variables). Fiktivni proménné Ize
zavést do regresniho modelu stejné snadno, jako jakékoliv jiné kvantitativni proménné, které
jsme pouzili napt. v predchozi kapitole. V této kapitole jsme ukézali, jak vytvofit regresni
model, ktery obsahuje vyluéné fiktivni vysvétlujici proménné a také model, ktery je
kombinaci fiktivnich a obvyklych vysvétlujicich proménnych. Na konec jsme ukézali, jak 1ze
fiktivni proménné vyhodné pouZzit pro sezénni data k identifikaci jednotlivych sezon.

7.5 SAMOSTATNE UKOLY

7.1 V nasledujici tabulce jsou uvedeny roc¢ni dspory a piijmy rodin za obdobi od roku 1979 do
roku 1996. ProtoZze po roce 1989 doslo ke zméné ekonomického chovani rodin, pouZijte
fiktivni proménnou k vysvétleni zmény zavislosti ispor na piijmech, viz sloupec ,,obdobi*.

rok Uspory  |pfijmy obdobi
1979 57,7 831,8 0
1980 66,3 894 0
1981 61,4 981,6 0
1982 89 1101,7 0
1983 96,7 1210 0
1984 104,6 1313,4 0
1985 95,8 1451,4 0
1986 90,7 1607,5 0
1987 110,2 1812,4 0
1988 118,1 2034 0
1989 136,9[ 2258,5 0
1990 159,4[  2520,9 1
1991 153,9 2670,8 1
1992 130,6 2836,6 1
1993 164,1 3008,7 1
1994 125,4[ 3325,3 1
1995 121,7 3531 1
1996 104,2 3780 1

7.6 RESENi UKOLU, VYSLEDKY

7.1 yi= o+ Pidyi + Poxi+ &; yi...uspory; x;...ptjmy; dy; ... fiktivni proménnd
Y, =71,86 +0,015x; + 17,84 dy;

Hodnota P (signifikance) je u koeficientu b, (0,236) a u koeficientu b, (0,465) tedy nulovou
hypotézu o nulovosti koeficientdi nelze zamitnout a tyto proménné nemaji vliv na
vysvétlovanou proménnou.

Vynechdme-li fiktivni proménnou, dostdvame: Y; = 61,87 + 0,023 x; a hodnota
P u koeficientu b; je 0,0009 a nulovou hypotézu o nulovosti koeficientu zamitdme. To
znamend, Ze uspory nezavisi na obdobi, ale na pi{jmech rodin.
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8 ZAKLADY ANALYZY CASOVYCH RAD

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Diilezitym néastrojem ke zkoumani dynamiky ekonomickych procest je analyza ¢asovych fad.
Casovou fadou piitom rozumime vécné a prostorové srovnatelnd pozorovani uspoiddand
v ¢ase smérem od minulosti pfes piitomnost k budoucnosti. Obsahem této kapitoly je objasnit
typizaci ekonomickych Casovych fad, vysvétlit elementarni charakteristiky Casovych fad,
uvést zakladni modely ¢asovych fad a popsat jejich sloZky. Analyza Casovych fad je vedena
snahou po vysvétleni minulosti a pfedvidani budoucnosti, v ekonomické oblasti se jednd
o vyvojové trendy ukazatelli hospodarské Cinnosti. Analyza ¢asovych fad jako soubor metod
a postupll nabizi Sirokou Skdlu ndstrojii a technik. Ke klasickym analytickym postuptim
zaloZzenym na regresi z predchozich kapitol a syntetickym pfistupim zalozenym na
technikach vyrovnani Casovych fad, pfistupuje moderni, vypocetné ndrocnéjsi harmonicka
analyza a Box - Jenkinsova metodologie vyuzivajici soucasného mohutného rozvoje
vypocetni techniky.

8.1 TYPY EKONOMICKYCH CASOVYCH RAD

Dulezitym néstrojem ke zkoumdni dynamiky ekonomickych procesi je analyza
asovych fad. Casovou Fadou piitom rozumime vécné a prostorové srovnatelnd pozorovéni
usporddand v ¢ase smérem od minulosti pfes piitomnost k budoucnosti. Casové fady ¢lenime
nasledujicim zpisobem:
¢ podle charakteru casové fady na intervalové casové rady a okamZikové casové rady,

e podle periodicity, s jakou jsou sledovany, na krdtkodobé Casové tady (méné neZ ro¢ni
periodicita), strednédobé Casové tady (ro¢ni periodicita) a dlouhodobé Casové tady (delsi,
neZ ro¢ni periodicita),

¢ podle druhu sledovanych ukazateli (idajit) na ¢asové fady absolutnich ukazatel a Casové
fady odvozenych ukazateltl.

Intervalovou casovou rFadou se rozumi Casova fada intervalového ukazatele y,, t).

ukazatele, jehoz velikost (hodnota) zavisi na délce intervalu, za ktery je sledovan. Pro
ukazatele tohoto typu je mozné tvofit soucty, z jejich povahy vSak vyplyva, ze se vztahuji ke
stejn¢ dlouhym cCasovym intervallim, jinak by byly hodnoty vzdjemné nesrovnatelné. Neni
napf. spravné srovnavat vyrobu za leden a tnor, nebot’ tnor je z hlediska poctu pracovnich
dni kratSi. Abychom zajistili srovnatelnost, prepocitivime vSechna sledovand obdobi na
stejny Casovy interval. Tato operace se nazyva ociStovani Casovych fad od kalenddinich

@ dostaneme z hodnoty o¢i§tovaného ukazatele

variaci. Udaje ociSt€éné cCasové fady y,

y, takto:

k
O _y 8.1
yt yt kr ( )

kde k, je pramérny pocet dnii v pifsluném diléim obdobi, k, je skuteény pocet dndi
v pfisluSném dil¢im obdobi 7.

OkamZikovou casovou Fadou rozumime casovou fadu ukazateld, které se vztahuji
k urc¢itému okamziku, napt. poc¢atku nebo konci urc¢itého ¢asového intervalu (obdobi). Protoze
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soucet za nckolik za sebou jdoucich okamzikovych hodnot obvykle nema redlny smysl,
shrnuji se fady tohoto typu pomoci chronologického praméru.

Pro dané ekvidistantni (stejné vzdalené) Casové okamziky ¢, 1,...,t, , ke kterym piislusi
hodnoty okamzikovych ukazateli y;,y,...,y, je prosty chronologicky primér definovan jako
aritmeticky pramér z aritmetickych primérii vzdy dvou po sobé jdoucich hodnot, tedy:

Nty n Yt s I Yuo1 T Va
Vo =—2 2 —, (8.2)
n—1
Neni-li délka mezi jednotlivymi ¢asovymi okamziky stejnd, definujeme vdazZeny chronologicky
prumer, kde vahami jsou délky jednotlivych casovych intervalll di =ty - tx , k = 1,2,...,n —1:

leryza’1+ y2+y3d2+...+y"‘17+y"dn_l
y,=—2 2 . (8.3)
d+d,+..+d _,
Casovy rozdil mezi ¢asovymi okamZiky, tedy délka asového intervalu v okamZikové ¢asové
fadé, se nazyva periodicita ¢asové fady. Je-li periodicita ekonomickych casovych fad kratsi
nez jeden rok, hovoiime o krdtkodobych casovych raddch. NejCastéjsi periodicitou je mésicni
periodicita. Je-1i periodicita rocni, hovotime Casto o strednédobych casovych raddch, pti delsi
periodicité, napt. pétileté, hovotime o dlouhodobych casovych raddch.

Casovou Fadou absolutnich hodnot se obvykle rozumi ¢asovd fada pifmo zjiiténych
udaji (v naturdlnich jednotkach) ocisténd od kalenddinich variaci. Odvozené udaje a z nich
vytvofené cCasové tady ziskdme obvykle matematickymi operacemi z absolutnich tdaji.
VétSinu dulezitych ekonomickych casovych fad tvoii ¢asové fady ukazatel vyjadfenych
v penézni formé€. Vzhledem ke zméndm cenové hladiny, které jsou v trzni ekonomice
ptirozené, vSak v delsi Casové tadé Casto dostdvdme posloupnost tdajl, které nejsou vzdy
zcela souméfitelné. Proto dulezitym problémem v analyze Casovych tad je srovnatelnost
udajt, konkrétn¢ cenova srovnatelnost. Pii sestavovani del$i ¢asové fady je mozno v zdsadé
postupovat dvojim zpisobem: pouZit béZné ceny a vyjadiit v nich absolutni objem urcitého
ukazatele, resp. tempa riistu, nebo vychazet ze stdlych cen, tj. cen fixovanych k ur¢itému datu.
Pouzivani stilych cen v ekonomice vede ke zmirnéni negativnich tendenci v ucinnosti
zékladnich fonda vyplyvajicich z vlivu technického rozvoje na vyrobu, dile vede ke zredlnéni
vysledkti hospodéiského vyvoje vzhledem k mezindrodnimu srovnani.

Vyvoj zdkladnich ekonomickych ukazatelti v Ceské republice je moZné sledovat jednak
za jednotlivé roky ve statistickych rocenkdch, jednak podle jednotlivych mésici ve
statistickych prehledech a bulletinech vydavanych Ceskym statistickym tfadem. Pro potieby
vrcholového fizeni ve firmdch a podnicich slouzi pfedev§im udaje o vyvoji zdkladnich
ukazateli podle meésicti, nebot’ jde o informace suréitym vztahem k okamzité odezvé
v chovadni ekonomickych subjekt, at’ uz vyrobcl, nebo spotiebiteld. Jsou to zejména
informace o inflaci (index spotfebitelskych cen a indexy Zivotnich ndklad®), ddle informace
o penéznich piijmech a vydajich obyvatelstva, o celkovém prodeji v maloobchodg,

J

prumyslové, zeméd¢€lské a stavebni vyrobé a téZ idaje o nezaméestnanosti.

Bohatym zdrojem informaci a dat jsou webové stranky Ceského statistického tfadu
(CSU), www.czso.cz piipadné Statistického ufadu Evropské komise EUROSTAT:
http://epp.eurostat.ec.europa.eu .
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8.2 ELEMENTARNI CHARAKTERISTIKY CASOVYCH RAD

Mezi elementarni metody analyzy ¢asovych fad patii vizudlni analyza chovéani ukazatele
vyuzivajici grafi spolu s urovdnim elementdrnich statistickych charakteristik, ke kterym
patii absolutni diference razného tadu a koeficient riistu Casové fady.

Oznacime-li y; hodnoty urcitého ukazatele v Case ¢ = 1,2,...,n (napi. v jednotlivych
mgésicich), potom absolutni diferenci prvniho rddu rozumime rozdil:
AVy =y —y, ,t=23,...n. (8.4)
Obdobn¢ Ize definovat absolutni diference vyssich rddu - druhého, tietiho, atd.:
A? y, = A(”y, — AW V=Y, =2y, +y,,,t=34,...n,

AVy, =A%y, = APy =y, =3y, +3y, 5 =V, 1 =450 atd.
Dalsi pouzivanou elementarni charakteristikou je koeficient riistu, ktery udava, o kolik
procent vzrostla hodnota casové fady v daném cCasovém okamziku oproti obdobi
v predchozim Casovém okamziku:

k=2 t=23..n (8.5)

1
Yia1
Pti hodnoceni vyvoje za celou analyzovanou fadu zji§tujeme souhrnné charakteristiky —
prumérny absolutni prirustek:
~ 1 3 Yo — X1
A=——) AVy=""—— 8.6
i Ay=T (8.6)
a prumérny koeficient ristu:

k=ok,  k, :ji— 8.7)
1

Jak primérny absolutni pfiirtstek, tak primérny koeficient ristu zdvisi pouze na prvni
a posledni hodnoté casové tady. Primérny absolutni pfirtstek ukazuje, o kolik by se m¢l
ukazatel pravidelné¢ ménit (v absolutnich jednotkdch), aby se hodnota ukazatele zménila
z puvodni prvni hodnoty y; na posledni hodnotu y,. Naproti tomu priimérny koeficient rlistu
poskytuje informaci, o kolik procent by se méla hodnota ukazatele ménit, tj. jakd by méla byt
rychlost riistu (poklesu), aby se hodnota ukazatele zménila z ptivodni prvni hodnoty y; na
posledni hodnotu y,,.

8.3 MODELY EKONOMICKYCH CASOVYCH RAD

Modelovy pfistup k analyze Casovych tad bude vychdzet z pfedpokladu, Ze jedinym
faktorem dynamiky ukazatele v casové radé je cas. Ostatni faktory pusobici na hodnotu
ukazatele budeme vétSinou zanedbdvat. Model ¢asové fady tohoto typu muiZeme zapsat ve
formé:

y, = flt.€), (8.8)

kde y; je hodnota analyzovaného ukazatele v Case ¢, f je urCitd funkce (typ zavislosti), ¢ je
Casovd proménnd, & je hodnota ndhodné slozky. Modely Casovych fad zaloZené na vySe

uvedeném principu se nazyvaji jednorozmérné modely.

Kazd4 casovd tfada miiZze obsahovat 4 slozky, které vyjadiuji rizné druhy pohybu
analyzovaného ukazatele:
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trendovou slozku (trend) 77,
sezoénni slozku S,
cyklickou slozku C;,
nahodnou slozku &, .

Trendovd, sezénni a cyklickd sloZka tvoii spolecné systematickou (deterministickou)
slozku kterou zna¢ime Y, , tj. Y, =T, +S,+C,. Zpravidla se uvaZzuje, Ze sloZky Y; jsou
v aditivnim vztahu, takze model ¢asové fady mizeme zapsat ve tvaru:

v, =T,+8,+C, +¢,. (8.9)
V tom ptipad¢ mluvime o aditivnim modelu ¢asové fady. V ekonomickych Casovych tadach
se nejcastéji setkavame se dvéma specidlnimi piipady modelu (8.9). U stfednédobych model
(s ro¢ni periodicitou) se obvykle predpokldda S, =C, =0, pak model Casové fady (8.9) ma
tvar:

vy, =T +¢,. (8.10)
U kritkodobych modell ¢asovych tad (s Ctvrtletni nebo mési¢ni periodicitou) se piedpoklada,
Ze C, =0, atedy model (8.9) ma tvar:

v, =T +S,+¢,, (8.11)
mluvime pak o casové radé se sezonni sloZkou.

Vedle aditivniho modelu (8.9) je multiplikativni model zaloZzen na ptedpokladu, Ze

vzdjemny vztah jednotlivych sloZek obsaZenych v modelu je dian vzdjemnym nasobenim:

v,=T-S,-C, -¢,. (8.12)
Popis a kvantifikace jednotlivych sloZek modelu ¢asové fady patii k hlavnim tkolim analyzy
casovych fad.

RESENY PRIKLAD 8.1

V tabulce jsou uvedeny prumérné mésicni mzdy zameéstnancii ve statni spravé v letech
1989-1997. Pro tuto Casovou fadu vypocitejte:
a. absolutni piirastky a primérny absolutni piiristek,
b. koeficienty ristu a primérny koeficient rustu.

Roky 1989 | 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997

Mzda 2980 | 3110 | 4500 | 5650 | 7460 | 8930 [10670]12820|13250

Reseni:

a. Absolutni pfirtstky vypocitime podle vztahu (8.4):
A"y, =y, —y, =3110 — 2980 = 130, atd.
Vysledek ik, Ze primérnd mésicni mzda stoupla v letech 1989-1990 o 130 K¢&.
Vsechny absolutni ptirtistky jsou uvedeny v nasledujici tabulce.
Primérny absolutni pfirtstek je podle (8.6):
- y,—y _ 13250-2980

A = =1283,75.
n—1 8
b. Koeficienty rastu vypocitdme podle vztahu (4.5). Napt.:
k=220 s
>y, 2980

Prumérna mési¢ni mzda vzrostla v letech 1989-1990 o0 4,36%.
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Hodnoty ostatnich koeficientl riistu jsou uvedeny v ndsledujici tabulce.
Primérny koeficient riistu vypocitime podle (8.7):

k=2 =5 [1320 _ 505
v\ 2980

Vysledek ukazuje, Ze mzdy rostly ro¢né v praméru o 20,5%.

Roky |1989[1990] 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997
Mzda |2980(3110| 4500 | 5650 | 7460 | 8930 | 10670 | 12820 [13250
AVy | - | 130] 1390 | 1150 | 1810 | 1470 | 1740 | 2150 | 430

k . (1,041 145 | 1,26 | 1,32 | 1,20 | 1,19 | 1,20 | 1,03

E 8.4 SAMOSTATNE UKOLY

8.1 V tabulce jsou uvedeny pocty prodanych automobilll v autocentru A+A v letech 1990 az
1997. Pro tuto ¢asovou fadu vypocitejte:

a) absolutni piirastky a primérny absolutni pfirtistek

b) koeficienty riistu a praimérny koeficient ristu.

Rok 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997
Pocet 120 | 159 | 167 | 175 | 197 | 172 | 199 | 240
8.5 RESENI UKOLU, VYSLEDKY

8.1

Rok Pocet | Abs.pFiristky | Koeficienty riustu

1990 120 XXX XXX

1991 159 39 1,325

1992 167 8 1,050

1993 175 8 1,048

1994 197 22 1,126

1995 172 -25 0,873

1996 199 27 1,157

1997 240 41 1,206

Primérny absolutni piirtstek je podle (8.6): A=17,14.
Primérny koeficient ristu vypocitdme podle (8.7): k =1,104.
Pocet prodanych automobilt rostl roéné€ v priméru o 10,4%.
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9 ANALYZA TRENDU CASOVYCH RAD

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

V této kapitole se budete zabyvat trendovou slozkou casové fady, ktera predstavuje

vvvvvv

Vv s

z nejdileZitéjsich kol analyzy Casovych fad. Vychdzime ptitom z predpokladu, Ze jedinym
faktorem vyvoje dynamiky analyzovaného ukazatele je Cas. Trendova slozka totiz poskytuje
rozhodujici informaci pro prognézovani hodnot ¢asové fady do budoucna. K urceni trendové
sloZky pouzivame dva obecné piistupy: analyticky a synteticky. Analyticky piistup stanoveni
trendu vychdzi z pfedem zndmych typt trendovych funkci vyznacujicich se piitomnosti
parametrt, které je tfeba stanovit co nejlépe s ohledem na skutecné hodnoty ukazatele casové
fady. Z velkého mnoZstvi pouZzivanych trendovych funkci se zaméfime na nékolik z nich,
které maji vyznam predevsim v ekonomickych aplikacich. Jsou to: linearni trend, parabolicky
trend, exponencidlni trend, logisticky trend a Gompertzlv trend. Synteticky pfistup stanoveni
trendu spocivd ve vyrovnini odchylek daného ukazatele v Casové tad¢ tak, Ze ziskané
vyrovnané hodnoty vyjadfuji trendovy faktor obsazeny pouze v Casové fadé, nikoliv faktor
vlozeny z vnéjSku. Nemusite proto znit piredem typ trendové funkce, coz je piednost
syntetického pfistupu oproti pfistupu analytickému. Jeho nevyhodou je naopak obtiZng;si
vyuziti pro progndézovani hodnot Casové tfady. Z existujicich metod syntetického piistupu
uvedeme metody klouzavého priiméru a exponencidlni vyrovnani.

9.1 TRENDOVA SLOZKA CASOVYCH RAD

Jak jiz bylo v privodci studiem feceno, v této kapitole vychazime z ptedpokladu, Ze
jedinym faktorem vyvoje dynamiky analyzovaného ukazatele je Cas t. Jednoduchy zplsob
volby ¢asové proménné spociva v jejim zavedeni tak, Ze Casovd fada zacind v okamZiku 1, ke
kterému se vztahuje prvni Clen analyzované casové tady y;. Dal$i Casové okamziky
oznacujeme po fad¢ pfirozenymi Cisly 2,3,....n. Symbol n oznacuje posledni uvazovany
casovy okamzik a zaroven i pocet uvazovanych ¢asovych okamziki.

Jiny jednoduchy a vyhodny zpiisob oznaceni casové proménné spociva v zavedeni nové
casové promeénné ¢” ndsledujicim zptisobem:

t'=(t—-1), 9.1)

je-1i pocet ¢lenti Casové tady n lichy, pak 7 = nTH, nebo

t'=2(t—1), 9.2)
je-li pocet ¢lenil n sudy. Nova Casova proménna splnuje dulezity pozadavek:

> r=0. (9.3)

t=1

vvvvvv

popis trendu je jednim z nejdulezitéjSich dkolti analyzy casovych fad. Trendova slozka totiz
poskytuje rozhodujici informaci pro prognézovani hodnot ¢asové fady do budoucna. K uréeni
trendové slozky pouzivame dva obecné ptistupy: analyticky a synteticky.

Analyticky pristup stanoveni trendu vychazi z ptedem zndmych typt trendovych funkci
vyznacujicich se pfitomnosti parametrd, které je tieba stanovit co nejlépe s ohledem na
skute¢né hodnoty ukazatele Casové fady. Z velkého mnoZstvi pouZivanych trendovych funkci
se zamé&iime na nckolik z nich, které maji vyznam piedevSim v ekonomickych aplikacich.
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Jsou to: linedrni trend, parabolicky trend, exponencidlni trend, logisticky trend a Gompertziv
trend. Vyhodou téchto trendovych funkci je to, Ze je lze snadno pouzit pro ucely
prognézovani. Nevyhodou je fakt, Ze typ trendové funkce musime stanovit piedem na zakladé
externich, mnohdy subjektivnich pfedpokladi a informaci. Nejuzivanéjsi metodou odhadu
nezndmych parametrii trendové funkce je metoda nejmensich ctvercii (MNC), s niz jsme se
setkali jiz v kapitole 3. Zde tuto metodu aplikujeme na specidlni typ jednoduché regrese pro
data ve formé ekonomické Casové tady, tedy piipad, kdy nezdvisle proménnou je €as a zavisle
proménnou tvoii sledovany ekonomicky ukazatel. Krom¢ metody nejmensich ¢tvercti pro
nelinearni trendové funkce uvedeme alternativni metodu vybranych bodii (MVB).

Synteticky pristup stanoveni trendu spo¢ivd ve vyrovnini odchylek daného ukazatele
v Casové fad¢ (tzv. vyrovnani) tak, zZe ziskané vyrovnané hodnoty vyjadiuji trendovy faktor
obsazeny pouze v Casové fadé, nikoliv faktor vloZeny z vnéjSku. Nemusime proto znit
predem typ trendové funkce, coZz je prednost syntetického pfistupu oproti piistupu
analytickému. Jeho nevyhodou je naopak obtiZnéjsi vyuZiti pro prognézovéani hodnot ¢asové
fady. Z existujicich metod syntetického piistupu uvedeme metody klouzavého primeéru
a exponencidlni vyrovndni.

9.2 LINEARNI TREND

Nejcastéji pouzivanou trendovou funkci je linedrni trendova funkce:
T, =5, + B, 9.4)
kde B,,[ jsou nezndmé parametry a ¢ = 1,2,...,n je ¢asovd proménnd. Odhady nezndmych
parametrt, které oznacujeme b,,b,, ziskdme metodou nejmensich ¢tverctl, kterd dava nejlepsi

nestranné odhady. V souladu s postupem z kapitoly 3 je zapotiebi vyfeSit 2 normdlni rovnice
(3.12), kde x; nahradime ¢ :

Z Y= b()n+b1zt ’ (9.5)
Dy, =by > t+b D 1. (9.6)

PouZijeme-li nyni Casové transformace (9.1), (9.2) a s vyuZitim vztahu (9.3) dostaneme
jednoduché feseni normalnich rovnic (9.5), (9.6):

DD V5

o = , = 5. 9.7)
n >.(r)

Parametr b, interpretujeme jako aritmeticky primér hodnot Casové fady, parametr b, uddvd,

jaky prirastek hodnoty 7; odpovida jednotkovému piirastku promeénné ¢.

9.3 PARABOLICKY TREND
Rozsitenim linearniho trendu o kvadraticky ¢len dostaneme parabolickou trendovou
funkci:
T,=p+ B+ Bt 9.8)
kde f,.B,.B, jsou nezndmé parametry a t = 1,2,..n je Casovd proménnd. Odhady
neznamych parametrii, které oznaCujeme b,b,,b,, ziskdme metodou nejmenSich ctvercu
feSenim soustavy 3 linedrnich rovnic o 3 nezndmych:
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>y, =bm+b Y1+ bZZ(t')z ,
Sty =b, > 5> () +b, (), (9.9)
> )2y, =by > () 5> () b, (1) .

Z podminky (9.3) dostaneme z rovnice (9.9) ihned feSeni:
l"
3 AN (9.10)
2.
Dosazenim (9.10) do zbyvajicich dvou normdlnich rovnic obdrZime jesté feSeni b,,b,:
Y - o1
(e A , s .
) (2 0Pf
l, 2 _ l, 2
bz:l”lzyt( )4 Zytzz( ) ) (912)
) (P

9.4 MOCNINNY TREND

Mocninnd trendovd funkce ma tvar:
T, =y, (9.13)
avSak namisto né€j uvazujeme model, jenz vznikne logaritmovéanim obou stran (9.13):
In7, =In B, + B, Int,
kde In je pfirozeny logaritmus o zdkladu e = 2,718... PouZijeme analogicky postup jako
v ptipad¢ jednoduché linedrni regrese v kapitole 2.2.6. JestliZze nyni pouzijeme substituce

T'=InT, " =Int, (9.14)

Bi=1np,, B=B, 9.15)
obdrZime ,,Carkovany* linearni trend:

/=B +Bit”, (9.16)

jehoz parametry f,[ (regresni koeficienty) odhadneme metodou nejmensich ctvercd
a obdrZzime tak jejich odhady b;,b; . Ze vztah (9.15) vypocteme zpétn€ odhady b, ,b, :
by =€ ,b =Db].

9.5 EXPONENCIALNI TREND

Exponencidlni trendovd funkce ma tvar:

T.=BB ©.17)
ktery substitucemi:

T'=InT, " =1, (9.18)

Lo=Ing,, B =Ing, (9.19)

lze rovnéZ transformovat na ,,¢drkovany* linedrni trend, jehoZ parametry £;,’ odhadneme
metodou nejmensich Ctvercll, a obdrzime tak odhady b;,b;. Ze vztahlQl (9.19) vypocteme
odhady b,,b, piivodniho nelinedrniho regresniho modelu (9.17):

b, = e by =é"

Pouziti exponencidlniho trendu bude demonstrovano na piikladu v zavéru této kapitoly.
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9.6 LOGISTICKY TREND

Logistickd trendovd funkce patii k nelinedrnim trendiim, které se vyznacuji horni
asymptotou, tj. hranici, k niZ se hodnoty ukazatele ptiblizuji pro neomezen¢ rostouci hodnoty
Casu, a jednim inflexnim bodem, v némz graf logistické funkce ptfechdzi z konvexniho do
konkdvniho tvaru. Pro tvar podobny pismenu S se takovym kifivkam fik4 S-k7ivky.
V ekonomické oblasti, specidln¢ v marketingu, se tato funkce pouziva pifi modelovani
poptavky po zbozi dlouhodobé spotieby, ale také pti modelovani vyvoje vyroby a prodeje
nekterych druhii vyrobkt.

Na rozdil od ptedchozich trendovych funkci, které byly definovdny jednoznacné,
logistickd funkce byvd vyjadfovdna v nékolika rlznych variantich, uvedeme zde
nejpouzivanéjsi tvar:

K
I=——->-, (9.20)
1+ﬂ0ﬁ1
kde f,,[,, kK jsou nezndmé parametry a t = 1,2,...,n je Casovd proménnd, pfitom se kvili
zachovani tvaru S-kfivky pfedpokladd, ze 0 < x; 0< ,,0< B, <1. Odhady neznidmych
parametrll, oznaCujeme je b,,b,, k, lze opét ziskat metodou nejmensich Ctverct, kterd dava
nejlepsi vysledky, i kdyZ vede na feSeni soustavy nelinedrnich rovnic vyZadujici pouziti

vvvvvv

neznamych parametrii, kterd sice nevede z teoretického pohledu k nejlepsim odhadim, avSak
jeji vyhoda spociva ve vypocetni nendro¢nosti umoznujici ,,runi vypocet. Tato metoda se
nazyva metoda vybranych bodu a spociva v tom, Ze z danych udaji ¢asové fady vybereme
3 charakteristické hodnoty - body, kterymi nechdme logistickou trendovou kfivku prochézet,
jinymi slovy, polozime empirické hodnoty rovny hodnotdim teoretickym. Jestlize

charakteristické hodnoty 7,,7, .7, odpovidaji casovym okamZzikim 1¢,,1,,7,, kde #, <z, <t;,
1 2 3 >

pak ze vztahu (4.33) obdrzime soustavu 3 rovnic o 3 nezndmych 4,5, &

T :L’Y; :L’Tl :L’ (9.21)
BER Y- AR B Y- N C YO VC
jejichZ feSenim ziskdme odhady nezndmych parametrii b ,b,, k. Vypocty v metod€ vybranych
bodit mizeme usnadnit, kdyZ charakteristické body zvolime ekvidistantn¢:
,=0,1,=A,1,=2A,
kde A je urcity Casovy interval. Za tohoto pfedpokladu je feSeni soustavy nasledujici:

k-T,

o = Trl )
7 (-7, )

1:(W] s (9.22)
0T, -T2(T, +T,)

e e (9.23)

TT —T?

Lot 1)

Z vyse uvedeného vztahu (9.23) lze pfimo vypocist parametr k, jeho dosazenim do vztahu
(9.22) vypocitame parametry b, ,b, . Jak se snadno zjisti, hodnota asymptoty logistické kiivky
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K

1+,

velkych hodnotéch Casu .

je , coZ predstavuje horni mez, k niZ se limitné€ pfibliZuje hodnota trendové funkce pfi

9.7 GOMPERTZUV TREND

Ve srovnani s piedchozi logistickou trendovou funkci je Gompertziiv trend jinym typem
S-kiivky:

T =xB", (9.24)
kde opét f,, 5, , kKjsou nezndmé parametry a ¢ = 1,2,...,n je ¢asovd proménnd, pfitom se kvuli
zachovani tvaru S-kfivky predpokladd, ze 0 < x; 0< 3,,0 < S, <1. Odhady b,,b,, téchto k

parametrit ziskdme opét metodou nelinearni regrese (metodou nejmensSich Ctvercl),
eventudlné metodou vybranych bodi, jako v pfedchozim odstavci. Asymptota Gompertzovy
kiivky je rovnobézna s osou t ve vzdélenosti k, pficemz inflexni bod kfivky neni na rozdil od
logistického trendu (9.20) umistén uprostied mezi ¢asovou osou a asymptotou.

9.8 VOLBA VHODNEHO MODELU TRENDU

Zavaznym problémem analyzy ¢asovych fad je problém stanoveni konkrétniho typu trendové
funkce. Zdkladem pro rozhodnuti o vhodném typu funkce by méla byt vécné-ekonomicka
kritéria, tedy trendova funkce by méla byt volena na zdklad¢ vécné analyzy zkoumaného
ekonomického jevu. Béhem vécného rozboru l1ze obvykle posoudit, zda jde o funkci rostouci
(nebo klesajici), s trendem rastu nade vSechny meze, €i k ur€ité konecné hodnoté (asymptot¢).

Grafické zndzornéni Casové fady umozni v hrubych rysech odhalit zdkladni tendence ve
vyvoji analyzovaného ukazatele. Nebezpeci volby na zdkladé vizualniho vybéru spociva vSak
v jeho subjektivité. Rzni analytici mohou danou situaci posoudit riizn€ a zvolit rozdilné typy
trendové funkce. Nebezpeci tu plyne i z toho, Ze tvar grafu je do zna¢né miry zdvisly na volbé
pouzitého méfitka.

Ptiléhavost dat k trendové (regresni) kfivce jsme v kapitole 3 méfili koeficientem determinace
R?, viz (3.18):

R =5r_1_ 5

S,V S}'
Tento koeficient mizeme k porovnani vhodnosti rGznych modelti trendu pouZit i nyni.
V zésadé€ lze pifijmout hodnoceni, v némz nejvhodnéjsi model trendu dava nejvyssi hodnotu

(9.25)

koeficientu determinace R*. Vzhledem k tomu, Ze hodnota S, je déna, zdvisi velikost R? na

velikosti rezidudlniho soudtu &tvercii S, ; ¢im je jeho hodnota mensi, tim je hodnota R* vétsi

(blize k jedné). Takovd metoda hodnoceni trendu Casové fady vSak upfednostiiuje modely
s vétSim poctem parametri. ProtoZze se zejména u ekonomickych Casovych fad snaZime o
nalezeni jednoduchého tvaru trendu, je lepsi k hodnoceni vhodnosti modelu pouZit rezidudlni

rozptyl:

2=k 9.26)
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kde

Se=3(y,~ ¥,

i=1
je rezidudlni soucet Ctvercl, n je pocet datovych bodll a p je pocet parametrii v modelu.
Ztvaru (9.26) je zfejmé, Ze hodnota rezidudlniho rozptylu roste s rostoucim poctem
parametrd, coZ odpovidd vySe uvedenému pozadavku po co nejmensim poctu parametru
v trendové funkci. Vhodny model trendu bude tedy ,,kompromisem* mezi velikostmi hodnot

R* a p.

Volbu vhodné trendové funkce lze podpoftit také testy hypotéz. Z celé tady rlznych testl
uvedeme zndmy F-test, ktery slouzi pro rozhodovidni, zda md smysl ddvat ptednost
slozit€jsSimu modelu (s vétSim poctem parametri) pired jednodus$sim modelem (s menSim
poctem parametr). Testujeme nulovou hypotézu, Ze totiz pokud jde o priléhavost dat ke
zvolenym trendovym funkcim, neni mezi modely statisticky vyznamny rozdil. Tento test je

zalozen na statistice:

S;z) _ S;l)
F = pIS_(l)ADZ , (927)
R
n—p

vvvvv

k jednodus§imu modelu, tj. p, > p,, S\’ >S". Statistika (9.27) ma piiblizné Fisherovo
rozd€leni F's p,—p, a n—p, stupni volnosti. V pfipad€, Ze vypocitand hodnota statistiky

padne do kritického oboru, 1ze na zvolené hladin€ vyznamnosti & usuzovat, Ze model s vétSim
poctem parametrtl piindsi vyrazné zlepSeni oproti jednodussimu modelu.

9.9 KLOUZAVE PRUMERY

V poslednich dvou odstavcich této kapitoly vénované trendovym funkcim se budeme
zabyvat dvéma metodami syntetického zpisobu stanoveni trendu Casové tady. Jak jiz bylo
reCeno, synteticky pristup stanoveni trendu spoCivd ve vyhlazeni a vyrovndni odchylek
daného ukazatele v Casové fad¢ takovym zplsobem, Ze ziskané vyrovnané hodnoty vyjadiuji
trendovy faktor obsazeny pouze v ¢asové fad€, nikoliv vSak vné&jsi faktory. Nemusime proto
zndt ptedem typ trendové funkce, coZ je prednost syntetického pfistupu oproti ptistupu
analytickému, kde jsme typ trendové funkce museli stanovit pfedem. Jeho nevyhodou je

//////

syntetického piistupu uvedeme metody klouzavého priuméru a exponencidlni vyrovndni.

Podstata vyrovnani ¢asové fady pomoci klouzavych primérti spociva v tom, zZe posloupnost
hodnot Casové tfady nahradime novou fadou pruméri vypocitanych s kratSich dsekl Casové
fady, pfiCemz tyto kratsi useky postupné posouvame (klouZzeme) smérem od zacatku ke konci
Casové tady, a soucasn¢ vypocitavame dil¢i praméry - klouzavé prumeéry. Vznikd dilezity
problém, ktery je nutno predem feSit: jaky ma byt pocet Clent klouzavé Casti primeéru.
Klouzavou ¢asti priméru budeme tedy rozumét Casovy interval urcité délky, ktery se
posunuje po Casové ose vZdy o jednotku. Volba rozsahu klouzavé Casti zavisi na vécném
(ekonomickém) charakteru Casové fady a nelze ji obvykle stanovit na podklad¢ exaktnich
statistickych metod. V praxi jsou u ekonomickych neperiodickych casovych tad voleny
vétsSinou klouzavé ¢4sti mensi liché délky, napt. 3, 5 nebo 7 asovych jednotek, coZ souvisi se

vev s
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piifadit prostfednimu ¢asovému okamziku klouzavé €asti. U periodickych €asovych fad se
voli délka klouzavych ¢asti totoZnd s délkou periody (sezony, cyklu).

Uvazujme Casovou fadu y,,y,, y;,...y, - Prosté klouzavé pruméry ziskame tak, Ze tseky
Casové fady o délce m=2p+1, pticemZz m < n, p =2 1, celé ¢islo, vyrovndme linedrnim
trendem s vyuzitim metody nejmensich Ctvercii. Vysledkem je vzorec pro hodnoty vyrovnané
Casové fady ve formé aritmetického priméru:

_ 1 i e TV pa Tt Y, TV,
2p+14~=7" 2p+1
kde t=p+1,p+2,..,n—p. Pfitom p hodnot na zacitku a p hodnot na konci Casové tady

Y, , (9.28)

==pr

zUstdva nevyrovnano.

vvvvvv

prumery, ptipadné centrované klouzavé primery. Ty ziskame tak, Ze namisto linedrniho
trendu v kazdém useku pouZijeme polynomicky trend vyssiho fddu, tj. kvadratickou parabolu,
kubickou parabolu apod. Metodou nejmensich ¢tverct obdrZzime pomérné sloZité vzorce pro
klouzavych priméra se jimi zde nebudeme déle zabyvat. Zajemce odkazujeme na literaturu,
napft. Seger (1998).

9.10 EXPONENCIALNI VYROVNANI

Dalsi metodou vyhlazovdni casové fady, tedy syntetického stanoveni trendu, je
exponencidlni vyrovndni. Pfi ném se novd vyrovnand hodnota stanovi na zdkladé¢
exponencidlné vaZzeného priméru soucasné hodnoty a vSech piedchozich hodnot ¢asové fady.
Pfitom se pouziva systém koeficienti - vah, kdy novéjsi hodnota ma vzdy vétsi vahu
(tj. dulezitost), neZ hodnota starsi.

Necht y, zna¢i pozorovanou hodnotu v ¢asovém okamziku 7, w je vdha pfifazena

soucasné hodnoté, 0 < w < 1, 9, je vyrovnand hodnota v ¢ase . Metoda exponencidlniho
vyrovndni za¢ina tim, Ze prvni vyrovnanou hodnotu ¢asové fady 3y, (v Case 1) polozime rovnu
pozorované hodnot¢ y,, tedy:

=0
Nasledujici vyrovnané hodnoty definujeme rekurentnim vztahem:
y,=wy, +1=-w)y,_,,t=23,..n, (9.29)

ktery umoZziuje postupné vypocitat vSechny vyrovnané hodnoty dané Casové fady. Ze vztahu
(9.28) 1ze snadno odvodit vztah:

J,=wy +wl=w)y, +wl=w)’y, 5+t wl=w) 7y, + (1=w) Ty,
Z posledniho vztahu je vidét, Ze vyrovnand hodnota Casové fady v Case ¢ zdvisi na vSech

pfedchozich nevyrovnanych hodnotach s tim, Ze do celkového souctu vstupuji star$i hodnoty
s mensi vahou

w,_, =w(l— w)', (9.30)
kde i = 0,1,...,t=2. Vzhledem k tomu, Ze plati 0 < w < 1, je zfejmé, Ze se hodnota w,;
exponencidlné zmenSuje s rostoucim i, tj. rostoucim ,stifim* dat. Vdhu w nazyvdme
koeficient exponencidlniho zapomindni. Ze vztahu (9.30) vyplyva, ze ¢im vyssi je koeficient
zapominani, tim mens$i je hodnota (1-w), a tedy také (1-w)', coz znamend, 7e viha -
vyznam starSich dat klesd, star§i data se rychleji zapominaji. Je-li napt. w=0,9, tedy
koeficient zapomindni je 90%, potom za jednotku Casu se vliv hodnoty y, ; zmenSi na
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(1-w)y,_.=0,1ly,,, coz znamend, Ze se ,zapomene* 90% hodnoty. V praxi se pouZzivaji
obvykle vahy z intervalu 0,7 az 1,0. Pro vypocet exponencidlné¢ vyrovnanych hodnot ¢asové
fady je ovSem vyhodnéjsi rekurentni vztah (9.29).

Krom¢ vyse uvedené metody se v praxi vyuzivaji i slozit&jsi postupy exponencidlniho
vyrovnéni, které se zafazuji do skupiny metod, kterym se fika adaptivni metody. Zajemce
odkazujeme napt. na prace Seger (1998), Cipra (1986).

RESENY PRIKLAD 9.1

V nésledujici tabulce jsou uvedeny pocty prodanych automobilil v autocentru A+A
v letech 2000 az 2007. Pro tuto ¢asovou fadu vypocitejte:

Rok 2000 | 2001 | 2002 [2003| 2004 | 2005 | 2006 | 2007

Pocet 120 | 159 | 167 | 175 | 197 | 172 | 199 | 240

Trend v prodeji automobilli popiste linedrni trendovou funkci.

Jaky pocet prodanych automobill I1ze ocekavat v roce 2008 s 95% pravdépodobnosti?
(Stanovte bodovy odhad a 95%-ni interval spolehlivosti prognézy.)

c. Stanovte koeficient determinace a na jeho zdklad¢ urCete ptiléhavost dat k trendové
funkeci.

&P

ResSeni:

a. Podle vztahu (9.2) zavedeme novou ¢asovou proménnou ¢ (viz nasledujici tabulka).

Rok t i ¢2 yit’ F |- |0-3)

2000 | 7 120 | 49 | —840 | 133,818 | 190,937]3436,891
2000 | 5 159 25 | —795 | 146,620 | 153,264 385,141
2002 | 3 167 9 | —s501 | 159422 57.426| 135,141
2003 | -1 175 1 | —175 | 172224 | 7,706| 13,141
2004 1 197 1 197 | 185,026 | 143,377| 337,641
2005 3 172 9 516 | 197,828 | 667,086 43,801
2006 5 199 25 995 | 210,630 | 135,257| 415,141
2007 7 240 | 49 | 1680 | 223,432 | 274.499]3766,891
Soutet | 0 | 1429 | 168 | 1077 1629,5528533,875

Odhady by, by parametru f, B trendové funkce:
T, =+ pt'==-7-5-3,...

vypocitdme podle vztahi:

t/
b, = 2 =—1482 % _ 178,625 , b= 21 1077 _ 6,410.
n

D7 168

Odhadnuta trendova funkce ma tvar:
T =178,625+6,41¢, £ ==7,-5,-3, ...

b. Ocekavany prodej v roce 2008 vypocitime dosazenim ¢°, které odpovida roku 2008,
do rovnice trendu:

T =178,625 + 6,401-9 = 236,32.
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Intervalovou ptedpovéd’ obdrzime dosazenim potiebnych hodnot do vztahu (4.8). Ve
specidlnim piipad¢ Casové tady, kdy #; = x;, obdrZime po upravach nésledujici vztah pro
interval spolehlivosti predikce na i ¢asovych okamzikli dopiedu:

[Y(n+i) = t1.an(n=2) 5,4/ Q, (D) , Y(n+i) + t1.ap(n=2) 55~/0Q, () ],

kde y(n+i)=T=23632,
Han(n—2)=245,
SR

SR = )
n—p

2 )
Qn(i)=\/(1—R2)n(n —1)+12i =1

n*=H(n-2)

Z tabulky obdrzite Sg = 1629,552. Potom smérodatna chyba odhadu sg je

S = [1629,552 —1648.
8-2

K vypodtu Q,(i) je zapotiebi znit hodnotu koeficientu determinace R* , tj.
R? =1-5r 1 102952 40
S, 8533,875

y

Vypocet souctu S, je uveden v tabulce. Potom
Qn(i):\/(1—0,809)w —\/0,191~E =051.

(64—1)(8=2)
Dosazenim vyse vypocitanych hodnot do obecného vztahu obdrzite levou (L) a pravou (P)
mez intervalové predpovédi.

L =236,315-2,447-16,48-4/0,51 = 207,52.

P =1236,315 +2,447-16,48- /0,51 = 265,11.

Bodovy odhad prodeje v roce 2008 je 236 automobild. S 95% pravdépodobnosti by se mélo
v roce 2008 prodat mezi 208 a 265 automobily.

c. Koeficient determinace byl vypolten vb: R* = 0,809. Tato hodnota ¥kd, Ze
ptiléhavost dat k trendové funkci je ,,vysoka*.

RESENY PRIKLAD 9.2

V tabulce jsou uvedeny udaje o poctu vyrobenych myc¢ek nadobi v letech 2004-2012.
Trend ve vyrobé tohoto vyrobku popiSte exponencidlni trendovou funkci.
Vypocitejte bodovou progndzu vyroby na rok 2013, déle zjistéte koeficient determinace
a na jeho zdklad¢ zhodnot’te ,,ptiléhavost™ dat k trendové funkci.

&P

Rok 2004 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012

My¢ky nadobi 8 9 17 20 | 38 | 40 | 70 | 101 | 180
(tis. ks)

-116 -



Jaroslav Ramik a Radmila Stoklasovd; STATISTICKE ZPRACOVANI DAT

ReSeni:
Nejprve vypocitate odhady by, b parametrii exponencidlni trendové funkce
T, = B0 -
Logaritmovanim této rovnice obdrzite vztah
In7T =InS,+tIn f,.
Zavedenim substituce
T'=InT,, t =t,
By=mp,, fi=Inp
se puvodni rovnice exponencidlniho trendu transformuje na rovnici linedrniho trendu.
Zavedete novou ¢asovou proménnou ¢~ viz (9.1) a vypocitate koeficienty b;,b;

, ! 31,4886 L 0y
b, = 2 _ =3,4987, b = z 2 _BBD 387
n 9 D 60
Potom
by=e" = =3307, b =e" =" =147,
Rok [£ vy y' =Iny 7 |y’ T ov-T) (y-y?

2004 -4 8 20794 16 | -83178  7,0285 0,8425 2085,7489

2005 -3 9 2,1972 91-65917 10,3519 1,9904 1995,4089

2006 217 2,8332 4 1-56664 15,2466 2,8771 1344,6889

2007 -1 20 29957 11]-29957 22,4558 6,2330 1133,6689

2008 38 3,6376 0 0 33,0737 24,3049 245,5489

2009 40 3,6889 1] 3,6889 48,7122 74,1821 186,8689
4

0
1
2010 2 70 42485 8,4970 71,7452 2,1345 266,6689
2011 3 101 46151 9 (13,8453 105,6690 16,3831 2240,1289
4
0

2012 180 | 5,1930 16 | 20,7718 155,6333 654,3364 15959,2689
Soucdet 490 | 314886 60 | 23,2315 783,2839 25458,000]

Hledana trendova funkce ma tvar

7. =33,07-147" 1" =—4,-3-2,....
K bodovému odhadu vyuZijeme nalezenou trendovou funkci, kam dosadime ¢ = 5, coz je
hodnota, kterd odpovida netransformované ¢asové hodnot¢ ¢ = 2013.

Koeficient determinace vyzaduje zndt hodnotu celkového souctu S, a rezidudlniho
souctu Sy (viz posledni dva sloupce v tabulce).

Pro vypocet rezidualniho soudtu étverci je dale tieba znét odhady teoretické hodnoty 7.,
které obdrzime postupnym dosazovanim za ¢” do rovnice trendu, tedy napt. pro "= —4:

7=33,07-1,47 *=17,08.
Viechny hodnoty 7' i souét Sy, Sk najdete v tabulce. Pro koeficient determinace plati:

R? = 1_& — 1_M =0,969.
S 25458,0001

y

Hodnota 0,969 tik4, Ze ptiléhavost dat k trendové kiivce je vysoka.
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RESENY PRIKLAD 9.3

3 V tabulce jsou uvedeny tdaje o poctu vyrobkil urcitého typu (v tis. ks) v letech 1999 - 2009.
Naleznéte logistickou trendovou funkci, kterd charakterizuje trend dané cCasové ftady.

Prognézujte vyrobu pomoci bodového odhadu na rok 2012.

Cas 1999(2000|2001]2002{2003 {2004 |2006|2006{2007 {2008 2009
Zjisténé hodnoty | 5 6 9 |16 | 22 | 25 | 32 |34 | 41 | 44 | 45

ReSeni:
Hleddme odhady parametrt trendové funkce ve tvaru (9.20)

K
L=
1+ 45
Tyto odhady stanovite metodou vybranych bodl. Abyste mohli k vypoctu pouZzit vztahy
(9.21), (9.22), (9.23), zvolite opét novou ¢asovou proménnou ¢, viz ndsledujici tabulka. Ze
vSech tdaji v ¢asové tad¢ vyberete tfi Casové okamziky, napf. na pocCatku, uprostfed a na
konci €asové osy: ¢/ =0,t; =5,t; =10. V téchto okamZicich (jsou vyznaceny tu¢n€) poloZite
empirické hodnoty rovny hodnotdm teoretickym, tedy 7;; =5,T,; =25,T;, =45.

¢ 1999(2000/2001|2002{2003 {2004 |2006 2006|2007 2008 | 2009

t’ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10
Zjisténé hodnoty | 5 6 9 | 16 | 22 | 25 | 32 | 34 | 41 | 44 | 45

Potom ze vztaht (9.22), (9.23) postupné vypocitate:
L T ~THT,+T;) 2.5.25-45-25*(5+45)

> > 50,
T,T, —T} 5-45-25
1 1
k-T, - T.(k-T, )\~ - 5
- 0 _50-5 4 - (k=Ty )| _(5(50-25) _ o6,
T 5 T, (k=T,) 25(50-5)
Odhadovany logisticky trend ma tvar
A 50
© o 1+49.0,644"
50
45 —
5

40
35 /

30

25 / Zjisténé hodnoty
20 Trend

15 /

10

5 77/

0

T T T T T 1
1988 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Obr. 9.1. Logisticky trend

-118-



Jaroslav Ramik a Radmila Stoklasovd; STATISTICKE ZPRACOVANI DAT

Rok 2012 odpovida v transformované ¢asové ose hodnot¢ “ = 13. Dosazenim do rovnice
zjiSténé trendové funkce obdrzite

n 50
T2()()8 = m = 48,57 =49 N

tj. prognézovand vyroba daného vyrobku v roce 2012 je 49 tis. ks.

RESENY PRIKLAD 9.4
V nasledujici tabulce jsou uvedeny tudaje o spotiebé pitné vody v jednotlivych dnech tii

po sob¢ jdoucich tydn.

a. Stanovte odpovidajici interval klouzavého priméru a vyrovnejte tuto fadu prostymi
klouzavymi pramery.

b. Vyrovnejte Casovou fadu pomoci metody exponencidlniho vyrovnani, pouZijte koeficient
zapomindni w = 0,7.

Po [0,64] 0,75 ] 0,54
Ut |0,78] 0,63 | 0,61
St 1093082 0,7
Ct 0,66 0,63 | 0,56
Pi 10,99 1.3 [ 0,79
So |1,22][065][ 1,3

Ne 1,05( 1,3 | 1,24

ReSeni:
a. Zcharakteru dat vyplyvd, Ze pro analyzovanou Casovou fadu budou vhodné klouzavé
pruméry o délce m = 7 pozorovani, tj. v rdmci tydne. PouZijete proto prosté7-clenné
klouzavé priméry, které vypocitate podle vztahu (9.28):

_ _yty,t.+y, 0,64+0,78+0,93+0,66+0,99 +1,22+1,05
: 7 7
Tuto hodnotu piifadite prostfednimu casovému okamziku klouzavé casti, tj. ke Ctvrté
hodnoté¢ dané Casové tady.
Druhy klouzavy priimér vypocitite analogicky posunutim o jeden den a pfifadite jej
k paté hodnoté ptivodni ¢asové tady:
— Yyt y;+.ty, 0,78+0,93+0,66+0,99+1,22+1,05+0,75
P 7 - 7

=0,896.

=0911.

Ostatni klouzavé praméry vypocitate obdobné postupnym klouzdnim smérem ke konci
casové fady. Empirické hodnoty jakoz i klouzavé priméry ukazuje Obr. 9.2 .

b.  Exponencidlni vyrovnani se provede podle (9.29):
Vi = Vi
y,=wy, +(1=w)y,_,,t=23,..n, kde w =0,7.
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Proto:

0.4

0,2

0

—&— Spotieba vody

—#— Klouzavé primeéry

— 4 — Exponencidlni vyrovnan{

Po Ut St Ct Pi So Ne Po Ut St Ct Pi So Ne Po Ut St Ct Pi So Ne

Obr. 9.2. Klouzavé prumeéry a exponencidlni vyrovndni

y, =0,64,
v, =079+ (1-0,7)- 3, =0,7-0,78 + 0,3-0,64 = 0,738.
Dalsi hodnoty y, vypocitime rekurentné, viz nasledujici tabulka.

Den |Spoti‘eba vody|Klouzavé |Exponencialni
(m*0s.)  |priaméry vyrovnani
Po 0,64 0,640
Ut 0,78 0,738
St 0,93 0,872
Ct 0,66 0,896 0,724
P4 0,99 0,911 0,910
So 1,22 0,890 1,127
Ne 1,05 0,874 1,073
Po 0,75 0,870 0,847
Ut 0,63 0,914 0,695
St 0,82 0,833 0,783
Ct 0,63 0,869 0,676
P4 1,30 0,839 1,113
So 0,65 0,836 0,789
Ne 1,30 0,819 1,147
Po 0,54 0,809 0,722
Ut 0,61 0,736 0,644
St 0,70 0,829 0,683
Ct 0,56 0,820 0,597
P4 0,79 0,867 0,732
So 1,30 1,130
Ne 1,24 1,207

Je zfejmé, Ze koeficient zapomindni w = 0,7 jeSté nevyhlazuje ptivodni data dostatecné,
k vétsimu vyhlazeni by byla zapotiebi mensi hodnota koeficientu zapominani.

Zopakujme si ziskané poznatky této kapitoly: Jedinym faktorem vyvoje dynamiky
analyzovaného ukazatele byl zde ¢as. Trendové sloZka predstavuje nejdilezitéj$i komponentu
analyzované Casové fady, a proto popis trendu je jednim z nejdiilezitéjSich kol analyzy
casovych fad. K ur€eni trendové slozky jsme pouZili dva obecné piistupy: analyticky
a synteticky. Analyticky piistup stanoveni trendu vychéazi z ptedem zndmych typt trendovych
funkci vyznacujicich se pfitomnosti parametri, které je tfeba stanovit co nejlépe s ohledem na
skute¢né hodnoty ukazatele ¢asové fady. Z velkého mnozZstvi pouzivanych trendovych funkci
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jsme se zaméfili na nékolik, které maji vyznam predev§im v ekonomickych aplikacich. Byly
to: linedrni trend, parabolicky trend, exponencidlni trend, logisticky trend a Gompertziv
trend. Synteticky piistup stanoveni trendu spocivd ve vyrovndni odchylek daného ukazatele
v Casové tadé tak, Ze ziskané vyrovnané hodnoty vyjadiuji trendovy faktor obsaZzeny pouze
v asové fadé, nikoliv faktor vloZzeny z vnéjSku. Nemuseli jste proto znat predem typ trendové
funkce, coz je prednost syntetického ptistupu oproti ptistupu analytickému. Jeho nevyhodou
syntetického pfistupu jsme uvedli metodu klouzavého priméru a jednoduché exponencidlni
vyrovndni.

E 9.11 SAMOSTATNE UKOLY

9.1 V tabulce jsou uvedeny ddaje o poctu vyrobenych kuchynskych roboti v letech
2001 az 2011.

Rok 2001 2002{2003 {2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011
Kuchyniské 5 4 8 16 | 35 | 32 | 40 | 56 | 100 | 120 | 195
roboty (tis. ks)

a. Trend ve vyrobé tohoto vyrobku popiSte exponencidlni trendovou funkci.
b. Jaké mnoZstvi vyrobenych kuchynskych robotli Ize o¢ekavat v roce 20147
¢. Znaménkovym testem ov¢ite na hladiné vyznamnosti &= 0,05 ndhodnost rezidui.

9.2 Nasledujici casova tfada pfedstavuje pocet vyrobenych pneumatik Barum v letech
2001 az 2012.

Rok 20012002 2003|2004 | 2005|2006 {2007 | 2008 | 2009 {2010 2011 | 2012
Pneumatiky | 0.8 | 1,6 | 1,5 | 24 | 5 |3,88|4,47|3,88|6,89|7,69|5,83]8,25
(mil.ks)

a. Naleznéte linedrni trend Casové fady.
b. Jaké mnoZstvi vyrobenych pneumatik lze ocekdvat vroce 2013? Stanovte bodovy
i intervalovy odhad na hladin¢ vyznamnosti &= 0,05.

9.12 RESENI UKOLU, VYSLEDKY

9.1 a) T =2955147t=-5-4,-3,....

b) vroce 2014, tzn. t=8; T =64431.
¢) S=235; testové kritérium U = 0; obor piijeti A = (-1,96; 1,96); pfijimame
nulovou hypotézu o ndhodném usporadéni rezidui

92 a) T =435+032¢, t=—11-9,-7,...
b) v roce 2013, tzn. t = 13; T = 8,5 mil.ks ; 95%-ni intervalovy odhad (5,97; 11,05)
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10ANALYZA SEZONNI SLOZKY A NAHODNE SLOZKY

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Pii analyze ekonomickych €asovych tfad se setkdvdme témét vzdy s existenci sezonnich
vlivli, reprezentovanych v modelu Casové fady sezénni slozkou. Sezénnimi vlivy rozumime
soubor pficin, které se pravidelné opakuji v disledku kolob&hu ptirody. Dusledkem plsobeni
sezonnich vlivli na analyzovanou casovou fadu jsou pravidelné vykyvy nahoru a dolu vici
ur¢itému normdalnimu vyvoji. Pokud se u ¢asovych fad vyskytuji podobné vlivy v delSim
c¢asovém horizontu, hovoiime o cyklické sloZce Casové tady, v kratsim €asovém horizontu,
hovotfime o sezdnni sloZce ¢asové fady. Souhrnné se sezénni a cyklické slozky oznacuji jako
periodické slozky ¢asové fady. Ukolem modelovéni periodické slozky ¢asové fady je nalézt
jeji vhodné vyjadieni, které by umozZnilo periodickou (nejcastéji sezonni) slozku nejen vhodné
identifikovat, ale 1 ndsledné pouzit k predikci chovini Casové tady v budoucnu. V této
kapitole se budete zabyvat ¢asovymi fadami, jejichZ hodnoty se periodicky opakuji: jedna se
o sezonni Casové fady. Nejprve si objasnite vyznam sezonni slozky Casové tady, poté se
vénujete metodé harmonické analyzy, kterd k modelovdni Casové fady vyuzivd zndmé
matematické periodické funkce sinus a kosinus. Poté se naucite aplikovat jednoduché metody
konstantni sezonnosti se schodovitym a linedrnim trendem a rovnéZ metodu proporciondlni
sezonnosti. V zavéru se budete vénovat analyze ndhodné slozky. Zminéné metody si
ozfejmite na konkrétnich ptikladech feSenych s vyuzitim Excelu.

10.1 PERIODICKA SLOZKA CASOVYCH RAD

Pti analyze Casovych tad s periodicitou krat$i nez jeden rok se setkavame téméi vzdy
s existenci sezdénnich vlivl, reprezentovanych v modelu ¢asové fady sezénni slozkou.
Sezonnimi vlivy rozumime soubor piiCin, které se pravidelné¢ opakuji v dusledku kolob&hu
ptirody. Dusledkem pusobeni sezénnich vlivli na analyzovanou ¢asovou fadu jsou pravidelné
vykyvy nahoru a dolti vici ur¢itému normdlnimu vyvoji. Pokud se u ¢asovych tad vyskytuji
podobné vlivy v delS$im casovém horizontu, hovoiime o cyklické sloZce casové Ttady.
Souhrnné se sezénni a cyklické slozky oznacuji jako periodické slozky Casové tady, takze
model ¢asové fady (8.9) miizeme vyjadiit ve tvaru

=T+ P+ &, t=1.2,.n, (10.1)

kde P, je periodické slozka P =S, +C,, S, - sezénni slozka, C, - cyklické slozka. Ukolem
popisu periodické slozky casové fady je nalézt jeji vhodné modelové vyjadieni, které by
umoZznilo periodickou (nejCastéji sezonni) slozku nejen vhodné identifikovat, ale i ndsledné
pouzit k predikci chovani ¢asové fady v budoucnu.

10.2 HARMONICKA ANALYZA

Pro vyjadfeni periodické slozky casovych tfad se vyuZivaji rizné modely. Mezi nejcastéji
pouzivané modely sezénni slozky patii harmonickd analyza. Zdkladni ideou tohoto pfistupu je
vyjadrit periodickou slozku jako soucet ur€itého poctu ,,vIn“ zndmych periodickych goniometrickych
kiivek - funkci sinus a kosinus. Jde tedy o ndsledujici model periodické slozky ¢asové fady:

H
Pi=Y (a;sinwi+f,cosop), 1 =12,.n, (10.2)

=
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Vyraz (10.2) se nazyva trigonometricky polynom, pti€emZz jeho Cast v zdvorce za znakem
. o . . P , 27 L
sumace je harmonicky clen. Pfitom je pfirozené Cislo H < n/2, dile @, -8 se nazyva
n
frekvence, Cas t = 1,2,...,n. Harmonicky ¢len v (10.2) je moZné vyjadrit také takto:
a;sin@it+ f,coswit = A sin(wt+¢,), (10.3)
pri¢emz plati:
B.
@+ B =8, Pieng,
a;
kde A;se nazyva amplituda, @; je tzv. fazovy posuv.

Predpokladejme, Ze médme ddnu Casovou fadu y,, t = 1,2,..n, kde trend T, je jiz
stanoven napiiklad nékterym z postupit uvedenych v ptedchozi kapitole. V takovém piipadé
1ze identifikovanou trendovou sloZku od hodnot ¢asové fady odelist, ¢imZz dostaneme novy
model ¢asové fady, avSak s konstantnim trendem g . Model (10.1) pak ma tvar:

vi= U + P+ &, t=12,.n, (10.4)
kde periodicka slozka P; je ddna vztahem (10.2). Metodou nejmensich ¢tverct se vypocitaji
bodové odhady m, a;, b; regresnich koeficientd u, «;, 5, takto:

1 _

m="1%y =3, (10.5)
n=
2 & .

aj= =Y ysinwt, (10.6)
ni-
2 .

b; = —z Y, cos@it, j= 1,2,...H. (10.7)

t=1

Ptiléhavost modelu (10.2) k datiim je ddna koeficientem determinace:

R = Y (10.8)
var(y,)’ '
kde
var(P;) = %i(af +b?), (10.9)
j=1
var(y,) = %i(y, —3)%. (10.10)
t=1

Vyhledédvani periodicity v ¢asovych fadach l1ze realizovat nasledujicimi postupy:

e Subjektivni odhady zahrnuji vizudlni odhady z grafd, eventudln¢ z klouzavych pramért.
Tyto metody pres svoji jednoduchost a subjektivnost neztratily dosud vyznam, zvlasté
v situacich, kdy potiebujeme rychlé predbéZzné informace o chovani ¢asové rady.

vvvvvvvvvv

a postupy jako autokorelacni funkce, spektrdlni analyza a periodogram. Tyto ndstroje
slouzi k hlubSimu a obecnéjSimu zkouméni chovani Casovych tfad a jsou obvyklou
soucdsti pokrocilych statistickych softwarovych paket, jako SPSS, STATISTICA,
UNISTAT apod. Zde se budeme podrobné&ji vénovat periodogramu, ktery je relativné
nejjednodussi.
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Periodogram ptedstavuje souhrn vSech hodnot rozptyld jednotlivych harmonik periodické
slozky vyjadfenych pomoci amplitud A;, respektive s vyuZitim vztahu Aj2 = aj2+bj2 také
pomoci odhadi regresnich koeficientd. Podle velikosti jednotlivych rozptyla (pro jednotliva
j = 1,2,....H) a jejich prispeévki k vysvétleni celkového rozptylu rozhodneme, kterou
frekvenci (a tedy periodu neboli ,,délku viny*) vybereme. Schéma periodogramu je uvedeno
v nasledujici tabulce:

J Frekvence @} = 275/n (@) =1/2(a’ + b})
1 w 12(a” + byY)

2 @ 1/2(a” + b))

H Wy 12(ag” + b

)y var(y;)

Periodogram se Casto zobrazuje také graficky v podobé sloupcového grafu.

Pokud nékterd hodnota /(@) z periodogramu, eventudlné nckolik takovych hodnot, zna¢né
prevysSuje zbyvajici hodnoty, je intuitivné ziejmé, Ze odpovidajici frekvence identifikuji
vyznamné harmoniky periodické sloZky dané Casové fady. Exaktni metodou pro rozhodnuti
o existenci statisticky vyznamné periodické slozky v Casové tadé poskytuje Fisheriv test.
V ném se testuje nulovd hypotéza, Ze y,, t = 1,2,...n, je ¢asovd fada nezdvislych ndhodnych
veli¢in, majicich normdlni rozdéleni se stfedni hodnotou 0, proti alternativni hypotéze, ze
existuje periodicka slozka ve tvaru (10.2).

V testu se postupuje tak, Ze se nejprve sefadi sestupné hodnoty I(@)), tak, Ze nejvetsi z nich
ozna¢ime [;, nejmensi Iy, pak se tyto hodnoty ,,normuji, tj. poloZi se:

I,
Y, =1 (10.11)

J H :
p
i=1

Testova statistika W ma tvar:
WzmaXYj. (10.12)

Nulovd hypotéza se zamitd, kdyZz hodnota testové statistiky W piekroci kritickou
hodnotu ¢, (@), kterd je tabelovéna pro rizné hodnoty hladiny vyznamnosti &

10.3 MODEL KONSTANTNI SEZONNOSTI SE SCHODOVITYM TRENDEM

Pii popisu trendové slozky i1 periodické slozky v pfedchozi subkapitole jsme pouZzivali
posloupnost ¢asové proménné ¢t = 1,2,...n, nyni budeme toto oznaceni pouzivat pro oznaceni
casovych intervald (napf. rokil), které se ¢leni na dal$ich r dil¢ich ¢asovych obdobi, které
nazyvame sezony (napf. mésice nebo Ctvrtleti) a oznaCujeme j = 1,2,...,r (napft. v piipadé, zZe
sezony jsou mésice je r = 12, v piipad€ Ze sezOny piedstavuji kvartdly, plati r = 4). Model
(10.1) 1ze s pouzitim uvedené symboliky zapsat ve tvaru:

v, =T, +F,+¢&,t=12,...n j=12,.r (10.13)
U modelu konstantni sezonnosti se vychézi z ptedpokladu, Ze:
P; =y, prosezénu j v letech = 1,2,....n, (10.14)
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kde y; jsou nezndmé sezénni parametry, o nichZ dale ptedpokladame, Ze spliiuji rovnost:

>y, =0. (10.15)
j=1

Predpoklady (10.14) a (10.15) vychézeji z predstavy, ze v disledku pravidelného (ro¢niho)
kolob&hu sezénnich vlivi se v j-té€ sezon€ opakuji sezénni vikyvy y;, které se mezi 1€ty nelisi
- podminka (10.14). Déle se tyto vlivy béhem roku (r sezén) vykompenzuji, takze jejich rocni
soucet je nulovy - podminka (10.15).

Nejprve budeme predpokladat, Ze trendova slozka T,; nabyva ve vSech sezonach hodnotu roku

t hodnotu ¢, , takZe posloupnost t€chto hodnot v letech ¢ = 1,2,...,n pfedstavuje schodovity
trend. Model (10.13) pak bude mit tvar:
V=0 +y,+E,t=12,.n, j=12,.r (10.16)

Odhady a,,c; n + r parametrii tohoto modelu ziskime metodou nejmensich Ctverci:

1< _ 1 1 &
at=7j2=1:ytj=yr’ Cj:;;yu‘_;zzya' (10.17)

=1 j=1
Vsimnéte si v prvnim vzorci, Ze odhadem vysky schodu v roce ¢ je primér hodnot v roce ¢.
Z druhého vzorce pak vyplyvd, Ze hodnota sezénniho vlivu c¢j, tzv. j-tého sezénniho
koeficientu, je pfedstavovana primérnou hodnotou vypocitanou z j-tych sezén ve vSech letech
po odecteni celkového priméru ze vSech hodnot v celé Casové tad¢. Napiiklad sezénni
koeficient ¢; se vypocitd jako prumér ze vSech lednovych hodnot v Casové fadé¢ mési¢nich
udaju po odecteni celkového priméru ze vSech hodnot v celé Casové fad€. V tomto piikladu je
mésic leden uvazovén jako prvni sezéna z 12 mésic¢nich sezon.

Konkrétni pouziti modelu si ukdZeme na feSeném piikladu 10.1 v zavéru této kapitoly.

104 MODEL KONSTANTNI SEZONNOSTI S LINEARNIM TRENDEM

Pti popisu trendové slozky v pfedchozim odstavci jsme pouzivali posloupnost Casové
proménné ¢ = 1,2,...n, o trendové funkci jsme piedpoklddali, Ze je konstantni béhem vSech
sezén daného roku ¢, tj. TU. =¢, pro j = 1,2,...,r. Pfitom hodnota a, mohla byt v kazdém roce

jind a tvoftila vySku ,,schodu‘ v roce . Model ¢asové fady bude opét aditivni, tedy
yi=T+y,+&,t=12,..n, j=12,.r, (10.18)

kde stejn¢ jako v modelu (10.13) jsou p; neznamé sezénni parametry, o nichZz dile

pfedpokladame, Ze spliuji podminku 271' =0.

=

Nyni budeme pfedpokladat, Ze trendové slozka 7, ma linearni tvar, potom model (10.18)

bude mit tvar:
yi=a+p—-0)+y,+€;,t=12,..n, j=12,..r (10.19)

Odhady a,b,c; z (r +2) parametri tohoto modelu ziskdme metodou nejmensich ctverct,
feSeni ma komplikovany tvar, ktery zde neuvadime, zdjemce odkazujeme na Segera (1998).
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10.5 MODEL PROPORCIONALNI SEZONNOSTI

Nyni budeme pouZivat t = 1,2,...,n, k oznaceni Casovych intervalil (napt. rokil), které se
Cleni na dalSich r dil¢ich Casovych obdobi, které nazyvame sezony (napi. mésice nebo
ctvrtleti) a oznaCujeme j = 1,2,...,r (napt. v piipadé, Ze sezony jsou mésice je r = 12, v ptipadé
7e sezOny predstavuji kvartdly, plati r = 4). Regresni model Ize s pouzitim uvedené symboliky
zapsat ve tvaru:

V=T, + Pyt =120, j= 12,7 (10.20)

U modelu proporciondlni sezonnosti se vychdzi z predpokladu, Ze periodickd slozka je
proporciondlni (tj. pfimo umérnd) velikosti trendové slozky:
B;=C/T, pro sezbénu j v letech r = 1,2,....n, (10.21)

tedy po dosazeni (10.21) do (10.20) obdrzite
y; =(1+C; )T, +¢,;. (10.22)
Aplikaci MNC obdr#ime c; odhad koeficientd C; takto

iyijyi

l+c, =+ j=12,..r (10.23)

n b
=2
2
i=1

Dosazenim do (10.22) obdrZzite kone¢nou podobu modelu proporciondlni sezénnosti

Zyijyi
V= T,+¢,t=12,....n, j=12,..r. (10.24)
>
i=1
e . 1 - . . . 7 o v v . z g v/ W o v v
Pritom Yy, :—z y; Je aritmeticky pramér y;; pfes j. V konkrétnim pfipadé miZeme uvaZovat,
j=1
7e trendova sloZzka ma linedrni tvar, tedy naptiklad
T,=a+p(t-1). (10.25)

Vzorec (10.24) 1ze snadno realizovat v Excelu.

10.6 ANALYZA NAHODNE SLOZKY

Naéhodnou slozku ¢, 1ze v modelu (10.20) vyjadfit v tvaru:
e=w-Y, t=12,..n (10.26)

kde Y; = T, + P, . Jedna se zde o vyjadieni blize nespecifikovanych ndhodnych vlivi. Zdrojem
této sloZky jsou obvykle nepodchycené drobné vzijemné nezdvislé ndhodné vlivy. Chceme-li
zajistit spolehlivé piredpovédi na zdkladé modelu Casové tady, potom je tieba mit zajiStény
nckteré predpoklady o ndhodné sloZce. Konkrétné je vyhodné, kdyz jsou splnény predpoklady
klasického linedrntho regresniho modelu, které jsme uvedli v kapitole 3.5. Byly to
predpoklady 1. az 3., které pro prehlednost zopakujeme, avSak pifi soucasném oznaceni, kdy
nezavisle proménnd x je nyni Cas ¢. Jednd se tedy o tyto pifedpoklady:

1. Hodnoty vysvétlujici proménné ¢ se voli pfedem, obvykle ¢ = 1,2,...,n.

2. Néihodné slozky & v modelu (10.20) maji normdlni rozdeéleni pravdépodobnosti se

sttedni hodnotou 0 a (nezndmym) rozptylem o
Konstantnost rozptylu nazyvdme homoskedasticita.
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3. Néhodné slozky jsou nekorelované, tj.
Cov(g, &)=0prokazdér =t t,t'=1,2,...,n.
(Cov znaci kovarianci)

Jak jiZz bylo teCeno v kapitole 3.5, v praxi jsou podminky klasického modelu cCasto
splnény. Nejsme-li si vSak jejich platnosti jisti, mtiZeme provést testy hypotéz jak o normalité
rozd¢leni ndhodné slozky (napt. Chi-kvadrat test dobré shody), tak i testy homoskedasticity
(Bartleytv test). Pii ovéfovani téchto predpokladi zjistujeme, zda jsou vSechny systematické
slozky z Casové tady eliminovény. Jakdkoliv nendhodnost u rezidui naznacuje nevhodnost
zvoleného modelu ¢asové tady.

Jednoduchym néstrojem, kterym Ize ovéfit ndhodnost rezidui, je znaménkovy test. Pii
tomto testu vycislime pocet piipadll, kdy rozdil sousednich rezidui e, —e,_, je kladny, jejich
pocet ozna¢ime S. Ptitom je:

e, =y —Y%

to

(10.27)

kde Y, =T + P je odhad teoretické hodnoty Casové fady, 7, je odhad trendu (s regresnimi
koeficienty ziskanymi napf. metodou nejmensSich ctvercil), P, je odhad periodické slozky,
napi. (10.23), kde parametry a;,f; jsou rovnéz odhadnuty metodou nejmensich Ctverci.

Néhodné slozky & , které jsou dany (10.26), jsou tedy ndhodné veli¢iny, zatimco rezidua e, ,
(10.27), jsou realizacemi - odhady téchto ndhodnych veli¢in. Je-li posloupnost rezidui e;

-1
ndhodn¢ usporddana, potom pro stiedni hodnotu S plati: E(S)=nT. Testujeme proto

-1 . . -1 .
nulovou hypotézu: H: E(S) = nT , proti alternativni hypotéze H, : E(S) # nT . Pouzijeme
testové kritérium:

J12 (S - ;(n - 1)]

U =
Jn+1

, (10.28)

které ma jiz pro n>13 piiblizné normované normalni rozdé€leni. Pro stanoveni kritickych
hodnot tedy pouZijeme kvantily normovaného normalniho rozdé€leni u,_,,, .

Vlastnost Casovych tad, kterd Casto zpusobuje poruseni predpokladt 1. az 3. je
autoregrese nahodnych slozek, viz téz kapitola 6.5, kterd znamend, Ze mezi ndhodnymi
slozkami plati nasledujici vztah:

E, =pPE_ tu, (10.29)

kde 0< p<1 je autokorelacni koeficient a u, splituje pfedpoklady 1. az 3. Nulovou hypotézu:
H,:p=0 (coZ je totéz, jako & =u,) testujeme proti alternativni hypotéze H, : p #0pomoci
testového kritéria:

n

Z (et —€ )2

D==———. (10.30)
2.
=1
Funkce D, nazyvana Durbin-Watsonova statistika, byva tabelovdna pro razné hladiny

vyznamnosti ¢, viz napf. Gujarati (2003). Test zaloZeny na této statistice nazyvime
Durbin-Watsoniiv test autokorelace.
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V této kapitole jste se zabyvali asovymi fadami, jejichZ hodnoty se periodicky opakuji,
tzv. sezonnimi ¢asovymi fadami. Nejprve jste si objasnili vyznam sezonni sloZky ¢asové tady,
poté jste se vénovali metod¢ harmonické analyzy, kterd k modelovani Casové fady vyuziva
zndmé matematické periodické funkce sinus a kosinus. Poté jste se naucili aplikovat
jednoduché metody konstantni sezénnosti se schodovitym a linedrnim trendem arovnéz
metodu proporciondlni sezénnosti. Zminéné metody si ozfejmime na konkrétnich ptikladech
feSenych s vyuZzitim Excelu.

RESENY PRIKLAD 10.1

Casovd fada y, uddvd podet mési¢né ubytovanych v Penzionu Madonna za obdobi let
2006 a 2007 - celkem 24 hodnot. Harmonickou analyzou modelujte sezénni sloZku této
casové fady. Zvolte j = 2.

11
178

23
184

12
401

24
335

10
253

22
222

332

13
301

223

14
213

267

15
247

319

16
433

455

17
399

507

18
466

492

19
505

500

20
455

350

21
314

Reseni:
Pomoci vztaht (10.1) - (10.7) stanovime regresni koeficienty m, a,, b,. VSechny potifebné

vypocty jsou uvedeny v ndsledujici tabulce. V této tabulce jsou také uvedeny teoretické
hodnoty Y, arezidua e,.

t e | . 2t 27t 27t 27t Y, e
sin—— cos—— |y;sin—— | y,cos——
n n n n
1| 332 0,50 0,87 166,00 287,52| 236,32 95,68
2| 223 0,87 0,50 193,12 111,50]  269,28| -46,28
3] 267 1,00 0,00 267,00 0,00]  323,33]| -56,33
4/ 319 0,87 -0,50 276,26 -159,50 383,97| -64,97
5| 455 0,50 -0,87 227,50 -394,04 434,97 20,03
6| 507 0,00 -1,00 0,00 -507,00 462,65| 44,35
7] 492 -0,50 -0,87|  -246,00 -426,08| 459,60 32,40
8| 500 -0,87 -0,50] -433,01 -250,00]  426,64| 73,36
9] 350 -1,00 0,00 -350,00 0,00 372,59| -22,59
10| 253 -0,87 0,50/ -219,10 126,50 311,94| -58,94
11 178 -0,50 0,87 -89,00 154,15 260,95| -82,95
12| 401 0,00 1,00 0,00 401,00 233,27 167,73
13| 301 0,50 0,87 150,50 260,67 236,32 64,68
14| 213 0,87 0,50 184,46 106,50 269,28| -56,28
15| 247 1,00 0,00 247,00 0,00 323,33| -76,33
16| 433 0,87 -0,50 374,99 -216,50 383,97| 49,03
17 399 0,50 -0,87 199,50 -345,54|  434,97| -35,97
18] 466 0,00 -1,00 0,00 -466,000 462,65 3,35
19] 505 -0,50 -0,87|  -252,50 -437,34]  459,60| 45,40
20| 455 -0,87 -0,50] -394,04 -227,50 426,64 28,36
21| 314 -1,00 0,00 -314,00 0,00 372,59| -58,59
22| 222 -0,87 0,50 -192,26 111,00 311,94| -89,94
23| 184 -0,50 0,87 -92,00 159,35 260,95| -76,95
24| 335 0,00 1,00 0,00 335,00 233,27/ 101,73
Soudty| 8351 0,00 0,00 -295,57 -1376,32 8351 0,00
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Potom plati:

1 1 & 8351

m==%y =—3%'y =221 _347.05
> 24;%

0, =23 ysinw= 23 y,sin 20 = LSy n 2F2 22957 _ 465

2 T I S S LT T Ty LTy 12 07
2 2 & it 1 & 2wt —137632

b, =— cosmt=— COS—— = — cos = ~— =-114,69.

2 nzly g 24;” n o 1247y 12

Teoretické hodnoty obdrZzime dosazenim m, a;, b, do modelu (10.2), napt.:

272t 272t

Y =m+a, sinwjt +b, cosw t = 347,95-24,63sin 1 —114,69cos 2

=347,95-24,63-0,5-114,69-0,87=23632.

Na Obr. 10.1. je zndzornéna harmonickd analyza proj =2, j=4. Regresni parametry m, aa,
b4 vypocitite analogicky.

600,00
500,00 + £)e
*
400,00 + ’ /
* /! \ *
300,00  // AZ/ &
*
\ A, N
200,00 + J J —Yi2
—Yt4
100,00 +
+—nt
0,00 L e e s e e s e L s e s s e s s B B
N AR e R P R o DR R R

Obr. 10.1. Harmonickd analyza

RESENY PRIKLAD 10.1
Data v tabulce piedstavuji objem piepravy po vodnich tocich CR v jednotlivych

ctvrtletich péti po sobé€ jdoucich let.
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tlj Ctvrtleti
Roky 1 2 3 4 Soucet | Prumér

1 120 | 138 |132 114 504 | 126,00
2 118 | 138 [150 119 525 | 131,25
3 149 | 161 (155 145 610 | 152,50
4 150 | 173 |181 159 663 | 165,75
5 178 | 195 [198 183 754 | 188,50

Soucet | 715 | 805 |816 720 | 3056

Pramér | 143 | 161 |1632| 144 152,80

a. Naleznéte pro tuto ¢asovou fadu model konstantni sezénnosti se schodovitym trendem.
b. Na hladiné vyznamnosti &= 0,05 ovéite ndhodnost rezidui.

ReSeni:

a. Ukolem je nalézt odhady parametrt o, 7 modelu
Vi =0ty +&,.t=12..n, j=12,..r,

kde ¢ je trendova slozka
% je sezonni slozka.

Odhady a,,c; n + r parametri tohoto modelu vypocitime ze vztaht (10.28):

1S 18 1dY
a,z;;y,jzy,, Cj:;;yrj —;ZZM

=1 j=1
Vsechny potiebné soucty a pruméry jsou uvedeny v tabulce, jejich dosazenim do danych
vztahl obdrZite :

trendova slozka: a; =126, a,=131,25, a3=152,5, as=165,75, as= 188,53,
sezénni slozka: ¢; =143 -152,8=-9.8, ¢, =161-152,8 =8,2,
c3=163,2-152,8=104,c4 = 144-152,8 = -8,8.

Vysledky ukazuji, Ze pusobeni sezénnich vlivii klesl v prvnim ctvrtleti objem piepravy
09,8 tun a ve Ctvrtém ctvrtleti o 8,8 tuny. Tento pokles je vykompenzovan rustem prepravy
ve zbylych dvou ctvrtletich o 8,2 a 10,4 tun, tj. ve Ctvrtletich pro fi¢ni pfepravu klimaticky
piiznivéjsich. Z vyvoje rocnich primért a, je ziejmé, Ze se pramérny rocni objem piepravy
neustdle zvySoval.

b. Nejdiive vypogitite odhady teoretickych hodnot ¥ dané Gasové fady tak, Ze
odhadnete trendovou i sezénni sloZku. Napf.:

Y., =a,+c, =126+(-98)=1162

Y, =a +c, =126+82=1342

Vsechny hodnoty l?, ;jJsou uvedeny v nasledujici tabulce.

1 2 3 4
116,20] 134,2 [136,4| 117,2
121,45 139,5 |141,7]122,5
142,70] 160,7 [162,9| 143,7
155,95 174,0 |176,2| 157,0
178,70] 196,7 [198,9] 179,7

NS S
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250 4
200

150 _ _
100 - ———— Casovi fada

501 ——#—— Model

O’Ql Q2 03‘04‘01‘Q2‘Q3‘Q4‘Ql‘QZ‘Q3‘Q4‘QI‘QZ‘Q3‘Q4‘QI‘Q2 Q3 | Q4

Rokl Rok2 ‘ Rok3 ‘ Rok4 Rok3 ‘

Obr. 10.2. Model konstantni sezonnosti se schodovitym trendem.

Dale podle (10.28) vypocitdme hodnoty rezidui. Napf-.:
e, =y,~-Y,=120-1162=38, ¢ ,=y,,-Y,=138-134,2=38.

Hodnoty vSech rezidui jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

1 2 3 4
3,80 | 3,80|-4,40]-3,20
-3,45 |-1,45] 8,35|-3,45
6,30 | 0,30 |-7,90| 1,30
-5,95 |-0,95| 4,85] 2,05
-0,70 |-1,70[-0,90]| 3,30

NS 4

K testu ndhodnosti rezidui pouZijeme znaménkovy test. Je proto tfeba urcit pocet piipadu S,
kdy je rozdil sousednich rezidui e, — e;_ | kladny. Napt.:

€1p—¢€1,1= 3,8 - 3,8 = 0,
eiz—ep=—44-38=-82

V nésledujici tabulce jsou ptipady, kdy e; — e, > 0, oznaeny ,,+%, ostatni ,,—*.

tj 1 2 3 4
1 - - +
2 - + + —
3 + - - +
4 — + + _
5 - - + +

Z tabulky vidime, Ze S = 9. Hodnotu testového kritéria vypocitame podle (10.28):

\/12(5—1(;4—1)) \/12(9—1(20—1)j

2 2

U = = =-0,378.
Jn+1 V20 +1

V tabulce normovaného normdlniho rozdé€leni nalezneme u; _o , j.: ug 975 = 1,96.
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ProtoZe hodnota testového kritéria —0,378 lezi v oboru pfijeti A = (—1,96;1,96), 1ze na
zvolené hladiné vyznamnosti pfijmout nulovou hypotézu, tj. hypotézu o ndhodném
usporadani rezidui.

E 10.7 SAMOSTATNE UKOLY

10.1 V nasledujici tabulce jsou uvedeny meésicni trzby jedné obchodni organizace za
poslednich 60 mésicti od ledna 2007 aZ do prosince 2011.

a. Naleznéte model konstantni sezonnosti se schodovym trendem.

b. Pro rok 2012 uvaZzujte s ristem 5% (tj. vyska schodu). Prognézujte trzby na rok 2012.

1 2 3 4 5 6 7 8 9] 10 11 12
6489| 5971| 6272( 6944| 7217| 7448| 7259| 7602| 7651( 8064| 7952 8498
13| 14/ 15| 16| 17| 18] 19| 20| 21| 22 23 24
6930| 6391| 6979 7315| 7798| 7861| 7994| 7798| 8022( 8155| 8694 8764
25 26| 27 28 29| 30f 31| 32| 33] 34 35 36
7560] 7182| 7077| 7847| 8603| 8659| 8827| 8855| 8337| 8379 8834| 9709
370 38| 39| 40| 41| 42| 43| 44| 45| 46 47 48
7833] 7406| 7791| 8190| 8869( 8988| 8736| 9254| 9240| 9380 9422| 9954
49| 50| 51| 52| 53] 54 55 56| 57/ 58 59 60
8442 7987| 8673| 8925| 9534| 9534| 9331| 9877 9695| 9730 10192| 10661

10.2 Pouzijte data z feSeného piikladu 10.1. Naleznéte pro tuto ¢asovou fadu model
konstantni sezdénnosti s linearnim trendem.
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. 10.8 RESENI UKOLU, VYSLEDKY

10.1 a) al =7280,6; a2 =7630,6; a3 = 8322,4; a4 = 8755,3; a5 =9381,7; a6 =9850,8
cl =-823,3; c2 =-1286,7; ¢3=-915,7; c4=-429,9; c5=130,1; c6=223,9;
c¢7= 1553;¢c8=403,1; c9=314,9; c10=467,5;cll =744,7;, cl12=1243,1

b)

leden 2012 9027,51
unor 2012 8564,11
brezen 2012 8935,11
duben 2012 942091
kvéten 2012 | 9980,91
Cerven 2012 10074,7
c¢ervenec 2012 | 10006,1
srpen 2012 10253,9
zari 2012 10165,7
fijen 2012 10318,3
listopad 2012 | 10595,5
prosinec 2012 | 11093,9

10.2 Y, =6782,2 +49,536.t + ¢;

cl =-569,8; c2=-1082,7; c3=-761,3; c4=-325; c5=185,4; c6=229,7;
c7=111,6; c8=309,8; c9=172,1; c10=275,2;cl1 =502,8; c12=951,7

leden 2012 9234,1
unor 2012 8770,7
brezen 2012 9141,7
duben 2012 9627,5
kvéten 2012 10187,5
Cerven 2012 10281,3
cervenec 2012 10212,7
srpen 2012 10460,5
zari 2012 10372,3
f{jen 2012 10524.9
listopad 2012 10802,1
prosinec 2012 11300,5
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11STOCHASTICKE PROCESY

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

V této kapitole se nejprve zaméfite na obecnéjSi pojeti Casové fady s pomoci pojmu
stochasticky (ndhodny) proces. V klasickém pojeti je Casovd fada posloupnost ¢iselnych
veli¢in v Case, v rozSifeném pojeti je to posloupnost ndhodnych veliin v Case. Specidlni
dualezitou tfidu tvofi tzv. staciondrni procesy, zbyvajici procesy jsou nestaciondrni. Vyjimecné
misto mezi staciondrnimi procesy zaujimd bily Sum, mezi nestaciondrnimi je to ndhodna
prochdzka. Témi se budete v této kapitole podrobnéji zabyvat. S rozSifenim pojmu Casové
fady vznikd 1 rozSifeni klasického deterministického trendu na tzv. stochasticky trend.
V zavéru kapitoly se budete zabyvat problémem, jak rozhodnout, zda dand Casovd fada je
nebo nenf staciondrni. K feSenf ilustrac¢nich piikladii budete pouZivat nejen Excel, nybrz také
specidlni statisticky SW: SPSS (Statistical Package for Social Sciences).

11.1 STOCHASTICKY (NAHODNY) PROCES

V kapitole 8 jste se o Casové tadé¢ dozvédéli, Ze Casovou fadou rozumime vécné
a prostorové¢ srovnatelnd pozorovani uspofddand v ¢ase smérem od minulosti pfes pifitomnost
k budoucnosti. Tato definice ¢asové fady jako posloupnost ¢isel {y;}, kde ¢ pfedstavuje Casovy
index, ndm doposud vystacila, avS§ak pro dalsi rozvoj metod analyzy Casovych fad se ukdzalo
vhodné definici Casové ftady rozsifit. V tomto rozsiteni je kazdd hodnota Casové ftady
pojimdna jako realizace néjaké ndhodné veli€iny. Jinak feCeno, v konkrétnim case ¢ je
hodnotou Casové fady ndhodnd veliina Y;, pfiCemz se realizovala konkrétni hodnota Casové
fady y,. Kdyby vSak bylo mozZné Cas vratit zpét do ¢, pak by se mohla realizovat jind hodnota,
feknéme z,. V Case t by bylo mozné realizovat rizné hodnoty s riznou pravdépodobnosti,
neboli s jistym rozdé€lenim pravdépodobnosti. Ndhodnd veli¢ina Y; pfestavuje jednak
mnozinu hodnot, které se mohou nabyvat, jednak rozdéleni pravdépodobnosti, s niz se
hodnoty mohou nabyvat. Stochasticky proces je pak posloupnost ndhodnych veli¢in { Y; },
kde ¢ predstavuje Casovy index. Ackoliv Casovy index muze byt intervalem redlnych Cisel
(tzv. spojity cas), v ekonomickych aplikacich vystacime zpravidla s tzv. diskrétnim casem,
konkrétné t =1,2,3,...

Stejné tak lze uvazovat, Ze dvé nebo vice sousednich hodnot ¢asové fady v Case spolu
bud’ nesouviseji — nejsou vzdjemn¢ korelovany, nebo naopak souviseji — jsou vzdajemné
korelovany. Budeme-li naddle hovofit o ¢asové fad€, budeme tim mit na mysli stochasticky
proces ve vySe zminéném smyslu.

Priklad 1. Uvazujte jednoduchy stochasticky proces ,hod kostkou v ¢ase*: pro
t=1,2,3,... je Y, ndhodnd veli¢ina nabyvajici hodnoty 1,2,3,4,5,6 se stejnou pravdépodobnosti
p = s. Vysledky hodii kostkou v jednotlivych casech jsou vzdjemné nezavislé —
nekorelované. Grafické zobrazeni takové ,,Casové fady*, tj. konkrétnich realizaci takovych
ndhodnych veli¢in, je na Obr. 11.1.
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Obr. 11.1 Stochasticky proces ,,Hod kostkou v case

V kazdém casovém intervalu se realizuje diskrétni ndhodnd veli¢ina Y, kterd md stfedni
hodnotu u = 2"/ = 3,5 arozptyl o” = "*/5=2,9167.

11.2 STACIONARNI A NESTACIONARNI PROCES

Typem stochastického procesu, ktery si ziskal velkou pozornost analytikii ¢asovych fad
je tzv. staciondrni stochasticky proces. Stru¢n€ a ponckud nepifesné feceno, stochasticky
proces (Casova tada) se nazyva staciondrni, jestlize stfedni hodnota a rozptyl ndhodnych
veli¢in jsou konstantni v ase a také hodnota kovariance mezi dvéma veli¢inami vzdalenymi
v Case zdvisi pouze na jejich vzdalenosti v ¢ase a nikoliv na konkrétnim Casovém okamziku,
v némzZ se kovariance zjiStuje. V odborné literatuie se takovyto typ stacionarity nazyva téz
slabd stacionarita, zde vystacime s jednoduchym stacionarita.

K presnéjsi definici stacionarity pouZijeme znamou symboliku ze statistiky. UvaZujte
stochasticky proces — ¢asovou fadu {Y;}, necht’ je stfedni hodnota konstantni, t;.

E(Y;) = u pro vSechna ¢, (11.1)
rozptyl je konstantni, tj.

Var(Y,) = E(Y, — ,u)2 = pro vSechna t, (11.2)
kovariance nezdvisi na case t, tj.

Cov(Y;,Yiut) = EL(Ys - )(Yine — )] = 4 pro viechna 1, (11.3)

kde Var znaci rozptyl (z angl. ,,Variance*), Cov oznaCuje kovarianci (,,Covariance“, E je
operator stfedni hodnoty (,,Expected value*). Potom se stochasticky proces {Y;} nazyva
staciondrni.

V (11.3) se jednd o kovarianci mezi dvéma hodnotami Y, které jsou od sebe vzdaleny
o k Casovych jednotek — tzv. posuv (angl. lag). Jestlize posuv k = 0, obdrzime o, kterd se
v tom piipadé€ rovna rozptylu, tj. yo = o”. Jestlize je posuv k = 1, obdrzime kovarianci y;, kterd
je v tom piipad¢ kovarianci sousednich hodnot. DtleZitou roli hraje tzv. autokorelacni funkce
(ACEF) stochastického procesu, kterd je definovdna jako normovand kovarian¢ni funkce, tedy

Pk = o pro k=1,2,...

)
(11.4)
V ptipadé€ staciondrniho procesu ma ACF nasledujici vlastnosti:
(@ po=1,
(b) - 1<pr<lprok=1.2,...
(¢) pr = puaprok=1.2,...,tj. autokorelacni funkce je symetrickd kolem k = 0.
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Grafickym zndzornénim autokorelaéni funkce je korelogram, jehoz ptiklady jsou na
Obr. 11.2. a 11.3. Vzhledem k uvedenym vlastnostem staci, aby korelogram zobrazoval
hodnoty korelace pro posuvy (angl. ,lag®) k> 0.

SO

OOO0O0O00000 OOOOOOOOO

oSS

FOONOUTRWNFORFNW.AUIONIOOO

Obr. 31.2 Korelogram — ACF

MA1

1.0

Confidence Limits

b -1,0 -Coefficient
1 3 5 7 9 11 13 15
2 4 6 8 10 12 14 16

Lag Number

Obr. 11.3 Korelogram — ACF (vystup z programu SPSS)

Proc jsou staciondrni stochastické procesy dulezité? Je to proto, Ze kdyz je Casova fada
nestaciondrni, muZeme jeji chovani analyzovat pouze v ¢asovém intervalu, kde mame
k dispozici data. Pro analyzu mimo tento ¢asovy interval, napf. pro prognézovani, nemé dana
Casovd tada prakticky vyznam. Jak pozndme, Ze Casovd fada je staciondrni? K tomuto
problému se vriatime na konci této kapitoly, kdy se seznamite se statistickym testem, kterym
lze stacionaritu zjiStovat (tj. testovat). Na tomto mist¢ uvedeme piiklad nestacionarni
Casové tady.

Priklad 2. Uvazujte stochasticky proces ,,hod kostkou zavisly na ¢ase: pro ¢ =1,2,3,...
je Y; ndhodna veli¢ina nabyvajici hodnoty 1-#, 2+, 3-1, 4-t, 5-¢, 6t se stejnou pravdépodobnosti
p = e, pritom ¢ je Casovy okamzik. Vysledky hodl kostkou v jednotlivych casech jsou
vzdjemné nezdvislé — nekorelované. Grafické zobrazeni takové ,,Casové fady®, tj. konkrétnich
realizaci takovych ndhodnych velicin, je na Obr. 11.4.
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Obr. 11.4 Stochasticky proces ,,Hod kostkou zdavisly na case “

Pidklad 3. UvaZujte stochasticky proces ,,Ctvrtletni HDP Ceské republiky®. Data
v nasledujici tabulce byla prevzata z eského statistického ufadu, viz www.czso.cz . Je
zifejmé, Ze se jednd o stochasticky proces — ¢asovou fadu v Sir§im pojeti, kdy kone¢nd hodnota
za kazdé Ctvrtleti je realizaci ndhodné veliiny (s nezndmym rozdélenim pravdépodobnosti),
kterd muze nabyvat riiznych hodnot z ¢iselného intervalu v zdvislosti na konkrétnich
ekonomickych podminkidch zdvislych na mnoha faktorech. Grafické zndzornéni je na
obr. 11.5.

Q 1.95 11.95 .95 |IV.95 |I.96 11.96 .96 |IvV.96 |I.97 11.97 .97 |IV.97
HDP_Q | 332995| 366618| 376688] 390221| 382859| 423953| 432152| 444324| 415593] 455790 461902] 477809
Q 1.98 11.98 .98 |IvV.98 ]1.99 11.99 .99 |IvV.99 |]l.00 11.00 1.00_}IV.00
HDP_Q | 457925| 512225 512408 513925 481895| 532968| 529465| 536469| 504479| 558691 557780] 568219
Q 1.01 11.01 .01 JIvV.01 ]l.02 11.02 .02 JIv.02 ]1.03 11.03 .03 ]IV.03
HDP_Q | 540124 598842 599262] 613986] 576665| 630141] 621004| 636622| 598385| 660401| 650791] 667533
Q 1.04 11.04 .04 |IV.04 ]I.05 11.05 .05 |IV.05 |l.06 11.06 .06 |IV.06
HDP_Q |650448| 715163| 712103] 737048] 696387| 759740| 753836| 777759| 745496| 817867 821754| 846459
Q 1.07 11.07 11.07

HDP_Q | 820689 900606{ 900022

Tab. 11.1 Crvrletni HDP CR 1995 - 2007

Kvartalni HDP CR
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Obr. 11.5 Stochasticky proces ,, Ctvrtletni HDP Ceské republiky “
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11.3 BiLY SUM A NAHODNA PROCHAZKA

V této Casti se budeme vénovat dvéma specidlnim typiim stochastického procesu. Prvni
znich je nejjednodussi stochasticky proces nazyvany bily sum. Setkali jste se snim jiz
v kapitolach o regresni analyze v souvislosti s klasickym jednoduchym linedrnim regresnim
modelem, kde jsme jej nazyvali ndhodnd porucha. O té jsme predpokladali, Ze spliiuje jisté
podminky:

* ma nulovou stfedni hodnotu,
¢ ma konstantni rozptyl o,

e veli¢iny poruchy jsou vzdjemné& nekorelované, tj. Cov(Y;,Y.) =0 pro vS. ta k # 0.

Posledni podminka vlastné tikd, Ze autokorela¢ni funkce je identicky nulova (pro k > 0).
Tyto podminky =zaroven zarucuji, Ze posloupnost poruch tvoii specidlni staciondrni
stochasticky proces, konkrétn¢ podminky (11.1) — (11.3), ktery nazyvame bily sum
(angl. white noise). MZeme tedy fici, Ze dand data vyhovuji jistému klasickému regresnimu
modelu, jestliZze se od néj odliSuji o bily Sum. Jest¢ jinak, miZeme fici, Ze jisty regresni model
je vhodnym modelem pro dand data, jestlize je jeho odchylka od dat bilym Sumem,
v opacném piipad¢ neni vhodnym modelem. Totéz plati o modelech Casovych fad, které jsou
specidlnimi jednoduchymi regresnimi modely, kde nezavislou proménnou je ¢as. Bily Sum je
tedy vyjimecnym staciondrnim stochastickym procesem (¢asovou fadou v Sir§Sim pojeti), ktery
hraje vyznamnou roli pii analyze a modelovani ¢asovych fad.

Na druhou stranu podobnou roli u nestaciondrnich stochastickych procesti sehrava
tzv. ndhodnd prochdzka (angl. random walk). Jeji ndzev je odvozen od piedstavy, kterd
spo¢iva v tom, Ze dalsi krok vznikd pfi¢tenim ndhodné zvolené veliiny (bilého Sumu) ke
kroku pfedchozimu. Rik4 se, Ze ceny akcii nebo kurzy mén se #idi nidhodnou prochazkou —
jsou nestaciondrni. RozliSujeme dva typu ndhodné prochizky: (1) ndhodna prochizka bez
posuvu a (2) ndhodnd prochazka s posuvem.

UvaZujme nyni bily $um u, s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem o°. Casov4 fada {Y,}
dana predpisem

Yr=Yr1 + Up, (11.5)

je podle nasi definice ndhodna prochazka. Podle modelu (11.5) se hodnota ¢asové fady v Case
t rovnd hodnoté v ¢ase (#-1) plus ndhodnd chyba. Podle ptfiznivct hypotézy eficientniho
kapitdlového trhu jsou ceny akcii v zdsad¢ ndhodné, chovaji se podle modelu (11.5), a neni
proto diivodii pro spekulaci o jejich ceniach: kdybychom totiz uméli predikovat zitfej$i cenu
akcie na zdklad¢ ceny dnesni, byli bychom vSichni milionéfi. Rovnici (11.5) mizeme rozepsat
takto:

Yi=Yo+ u,

Yo=Y +u=Yy+ us + up,

Y5=Y,+us=Yo+ u + uy + us

Yt=Yt.1 +u[=Y0+Zul'.

Aplikujete-1i operétor stfedni hodnoty E, obdrzite diky vlastnostem stiedni hodnoty

E(Y) = E(Yo + Xu;) = Y. (Vite proc?) (11.6)
Podobné 1ze odvodit, Ze v tomto ptipadé (nyni diky vlastnostem rozptylu Var) plati
Var(Y,)) = to". (11.7)

Jak vyplyvé z pfedchozich vztaht, stfedni hodnota ¢asové fady je rovna Yo, coZ je konstanta
(obvykle je rovna nule, tj. Yy = 0), avSak rozptyl se ptimo imérn¢ zvétSuje s rostoucim ¢, neni
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tedy konstantni, a proto ¢asova fada neni stacionarni. MuzZete déle vztah (11.5) zapsat také
takto

Y- Y. =AY, =u, (11.8)
kde AY; znaci prvni diferenci casové fady (viz kap. 8). Vztah (11.8) ndm tedy dava dulezitou
informaci: pfestoZe Casova fada — ndhodna prochazka {Y;} je nestacionarni Casova fada, jeji
prvni diference AY; je staciondrni, nebot’ je to vlastné bily Sum u,.

Modifikujme nyni vztah (11.5) nasledovné:

Y,=0 + Y1+ u, (11.9)
kde O je tzv. parametr posuvu neboli drift. Podobné jako v piipadé, kdy bylo
0= 0, aplikujeme operator stfedni hodnoty E a obdrzime (diky vlastnostem stiedni hodnoty)

E(Y) =Yo+to (11.10)
a analogicky lze odvodit, Ze stejné jako v piedchozim ptipad¢ plati

Var(Y;) = 1.
V tomto piipadé, na rozdil od pfipadu bez driftu (tj. & = 0), je nejen rozptyl, ale téZ stiedni
hodnota rostouci nebo klesajici v zdvislosti na tom, zda je & kladné nebo zdporné Eislo.
Nahodné prochdzka s posuvem je proto rovné€Z nestaciondrni Casova fada. V zavéru této
subkapitoly uvedeme piiklad ndhodné prochazky bez driftu a s driftem.

RESENY PRIKLAD 11.1

Pomoci funkce NAHCiSLO() v Excelu simulujte bil§ Sum u, pro ¢t = 1,2,..,30
s rozptylem ¢ = 1. Pfitom funkce NAHCISLO() generuje spojitou nahodnou veliginu se
stejnomeérnym rozdélenim a s hodnotami v intervalu [0,1]. S generovanymi hodnotami bilého
Sumu pak vytvoite ndhodnou prochdzku

a. bez driftu,

b. s driftem J=2.
Simulace ¢asovych fad zobrazte graficky.

ReSeni:

Nejprve si uvédomte, e funkce NAHCISLO() v Excelu simuluje nahodnou veli¢inu X
se stejnomernym rozdélenim pravdépodobnosti a s hodnotami v intervalu [0,1], pfitom stfedni
hodnota E(X) = 0,5 a rozptyl Var(X) = '/1,. Abyste obdrzeli pozadovany bily Sum se stfedni
hodnotou E(X) = 0 a rozptylem Var(X) = 1, hodnoty generované funkci NAHCISLO()
transformovat na hodnoty bilého Sumu, tj. musite od kazdé simulované hodnoty nejprve

odedist stiedni hodnotu 0,5 a poté vysledek nasobit V2= 3,464 (aby byl vysledny rozptyl
roven poZzadované hodnot¢ 1). Pro spojitou ndhodnou veliinu X se stejnomérnym rozdélenim
pravdépodobnosti, kterd nabyva hodnoty v intervalu [a,b] totiZ plati, viz [Statika A]:

E(X) = (b-a)/2 a Var(X) = (b-a)/12.
V nésledujici tabulce z Excelu je ve. sloupci A hodnota ¢asového indexu ¢, ve sloupci B jsou
generovany hodnoty funkce NAHCISLO(), ve sloupci C je hodnota z2. sloupce
transformovéana na hodnotu bilého Sumu u, pomoci vzorce

=odmocnina(12)*(B3-0,5), atd.
Ve sloupci D se ulozi kumulované hodnoty bilého Sumu u, a vypocitd se hodnota ndhodné
prochdzky Y; pomoci vzorce

=D2+C3, atd., pfitom Y;=0 a dale
v je bunice C2 uloZena hodnota u;. V dalSich buitkich C4, C5,... jsou ndsledné uloZeny
postupné kumulované soucty hodnot bilého Sumu. V bunce D2, DS3,... jsou uloZeny aktudlni
hodnoty bilého Sumu.
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Ve sloupci E se kumulaci hodnot bilého Sumu u, a driftu 6 = 2 vypocitd hodnota ndhodné
prochazky Y. a to tak, Ze v buiice E3 je uloZen vzorec
=2+E2+C3, atd.,
pfitom je v bunice E2 uloZena hodnota u;+2.
Priibéhy Casovych fad jsou zobrazeny spojnicovymi grafy.

B © D E
NAHCISLO [ Y, Y2
0,02388619] -1,649307| -1,649307] 0,350693| | 60
0,09182492[ -1,41396] -3,063267] 0,936733
0,49199476(-0,027731[-3,090998] 2,909002
0,99972311[ 1,731092[ -1,359906] 6,640094
0,16421835[ -1,163182[ -2,523088] 7,476912
0,08807177[-1,426961] -3,950049| 8,049951
0,79755234] 1,030752[-2,919297] 11,0807
0,97280984[ 1,637861]-1,281436] 14,71856| | 40
0,1767674] -1,119711] -2,401147| 15,59885
11] 10 | 0,24392359] -0,887075] -3,288221] 16,71178
12| 11 ] 0,78491179] 0,986963] -2,301258] 19,69874
13| 12 ] 0,83005406] 1,143341]-1,157917| 22,84208
14] 131 0,17227059] -1,135288] -2,293205] 23,70679
15| 14 | 0,08082969] -1,452049] -3,745254| 24,25475
16| 15 [ 0,03972789] -1,594429] -5,339683[ 24,66032] | 20 |
17| 16 | 0,37897088] -0,419257] -5,75894| 26,24106
18] 17 [ 0,08436329] -1,439808] -7,198748| 26,80125
19] 18 ] 0,74316992] 0,842365] -6,356383| 29,64362
20] 19| 0,8830687| 1,326989] -5,029394| 32,97061
21| 20 ] 0,82902386| 1,139772] -3,889622| 36,11038
22] 21 ] 0,05462249] -1,542833] -5,432455] 36,56755

23| 22 | 0,65885022| 0,550273| -4,882181] 39,11782] | o WWW“W
24| 23 | 0,77936355] 0,967744]-3,914438| 42,08556 1 3?‘!5&;7’@.11 13215 17 19_21 23 2527729
25] 24 | 0,3407385]-0,551698] -4,466136] 43,53386 W%
26| 25 [ 0,60415156] 0,360792] -4,105344] 4589466
27| 26 | 0,58379199] 0,290264] -3,81508] 48,18492] | '°
28] 27 | 0,63250072| 0,458996] -3,356084] 50,64392
29 28 [ 0,00089919] -1,728936] -5,08502| 50,91498

30] 29 | 0,04228401] -1,585575| -6,670595| 51,32941] | .20
31] 30 | 0,48263301] -0,060161] -6,730756| 53,26924

—o—ut
—— Yt
Yt+2

50

00| [ D] =
<o) (o] EN] (o3} [6,] BN [4V] 1\N] B N (B3

30 1

Tab.11.2 Hodnoty ndhodné prochdzky Obr. 11.6 Ndhodnd prochdzka bez driftu a s driftem 5= 2

114 DETERMINISTICKY A STOCHASTICKY TREND

Rozdil mezi staciondrnim a nestacionarnim procesem — ¢asovou fadou spociva zejména
v tom, Ze piislusny trend Casové tfady (viz kap. 9) je bud’ deterministicky nebo stochasticky.
Zhruba feCeno, je-li trend casové tady pln¢ predvidatelny a neménny, fikdme, Ze je
deterministicky, neni-li predvidatelny, fekneme, Ze je stochasticky. Pro ucely formélniho
zpiesnéni této definice uvazujte nasledujici model Casové fady
Yi=6+5t+ Y+ u, (11.11)
kde u, je bily Sum, t je Casovy index. Rozebereme nasledujici moznosti:

Nahodna prochazka: Ve vztahu (11.11) uvazujte f; = 0, /, = 0, S = 1, potom
obdrzite
Yi=Y. +u,
coz je ndhodnd prochdzka bez driftu (11.5), kterd je nestacionarni casovou fadou, jejiz prvni
diference je podle (11.8) staciondrni, nebot prvni diference je bily Sum. Proto se takova
Casova fada nazyva diferencné staciondrni.

Nahodna prochazka s driftem: Ve vztahu (11.11) uvazujte g, #0, /=0, [ =1,

potom obdrZite
Y, = ,31 + Y1 + u,
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coz je ndhodnd prochazka s driftem (11.9), ktera je nestacionarni ¢asovou fadou. Pro prvni
diferenci je pak

AY, = B+ uy, (11.12)
coz predstavuje stochasticky trend, ktery je bud’ pozitivni (£; > 0), nebo je negativni (5 < 0).
Prvni diference je podle (11.12) téZ staciondrni, i kdyZ to obecné€ neni bily Sum.

Deterministicky trend: Ve vztahu (11.11) uvazujte B # 0, p» # 0, S5 = 0, potom

obdrzite

Yi=B+5t+u, (11.13)
coZ je nestaciondrni ¢asova fada, kterou nazyvame trendové staciondrni. Casova fada (11.13)
je nestaciondrni proto, Ze jeji stfedni hodnota neni konstantni v ¢ase, nebot’ z (11.13) vyplyva

EY) =5+ B, (11.14)
a déle po dosazeni z (11.13) a (11.14) obdrzite

Var(Y)) = E(Y, - EY))' = Eu)’ = o”.

Nahodna prochiazka s driftem a deterministickym trendem: Ve vztahu (11.11)
uvazujte S #0, /=0, [5=1, potom obdrzite

Yt:ﬂ1+&t+Y1_1+ Uy, (11.15)
coz po diferenciaci dava
AY, = fi + Bt + u,, (11.16)

a to je nestaciondrni ¢asova fada.

Piiklad 4. UvaZzujte stochasticky proces
Y, =0,5t + u,,
kde u, je bily Sum, ktery pii simulaci pro ¢ = 1,2,...,100 generuje casovou fadu
s deterministickym trendem, viz Obr. 11.7 (fialov4 kiivka), a stochasticky proces
Y, =0,5+Y. + u,,
ktery pfi simulaci generuje Casovou fadu stochastickym trendem, viz Obr. 11.7 (zlutd kiivka).

—ut
—Yt

Y405
60 - —— Lineami (Y1)

10

VA = o AN AANNASSNA A MNoaars
\VA v\/v’vv V \'2 A% \ AV,

-10

Obr. 11.7. Casovd fada s deterministickym a stochastickym trendem
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Jak je zfejmé, v piipad¢ deterministického trendu tvoii odchylky od linedrniho trendu
Y, = 0,5t pouze bily Sum, zatimco v piipadé stochastického trendu ovliviiuje bily Sum
dlouhodoby prubéh ¢asové fady.

11.5  JAK POZNAME, ZE CR JE STACIONARNI?

Moznd si kladete otdzku, jak poznat staciondrni, resp. nestacionarni Gasovou fadu (CR)?
Pfirozeny ndvod ndam ddavaji vlastnosti (11.1) — (11.3). Pokud alespon jedna z téchto
3 podminek neni u ¢asové fady spln€na, potom je dand Casové fada nestaciondrni. Zejména
splnéni prvnich dvou podminek: konstantni stiedni hodnoty CR v ¢ase a konstantni rozptyl
CR v ¢ase, lze ¢asto odhadnout jednoduse grafickou metodou, tj. posouzenim spojnicového
grafu, viz Ptiklady 1 a 2. V nékterych piipadech vSak miZe byt toto posouzeni obtiZné,
zejména neméame-li k dispozici dostate¢né dlouhy ¢asovy tsek CR a tehdy miize pomoci tieti
podminka: analyza autokorelacni funkce, resp. korelogramu. VSimnéme si nejprve, jak

Vv,

vypad4 korelogram nejjednodussich CR: bilého $umu a ndhodné prochazky.

Z definice bilého Sumu v subkapitole 11.3 piimo plyne, Ze korelaéni funkce pr je
nulova pro k # 0. Z toho plyne, Ze v korelogramu, tj. sloupcovém grafu, ktery zobrazuje
hodnoty autokorelaci pro posuvy k = 1,2,... pomoci vysky sloupcli, maji vSechny sloupce
nulovou vysku. V konkrétni CR je tieba tento fakt ovéfit statistickym testem hodnoty
vybérového autokorelacniho koeficientu, ktery z dané casové fady vypocteme podle vztah

po=2 prok=1.2,.., (11.17)
Yo
kde

Y-Y)Y. -Y

%ZZ(, ), >’resp. a118)

l’l:k

. =Yy

jp==t (11.19)
n—1

je vybérovy autokovariancni koeficient ¥adu k, resp. vybérovy rozptyl CR. Hodnoty vybérové
autokorelacni funkce budou zcela jisté nenulové, statistickym testem zjistime, zda jsou tyto
hodnoty statisticky vyznamné, tj. zda nulovou hypotézu: g, = 0 zamitneme, ¢i nikoliv. Pokud
nulovou hypotézu nezamitnete pro viechna k = 1, 2,.., pak je ptuvodni CR bily $um.
V opaéném pifpadé CR neni bily $um (miZe viak byt presto stacionarni CR, jak uvidime
v nésledujici kapitole).

RESENY PRIKLAD 11.2

V naésledujici tabulce je uvedena €asova fada Y, pro ¢ = 1,2,...,30. Sestrojte korelogram
a na jeho zdkladé rozhodnéte, zda se jednd o bily Sum. Pouzijte program SPSS.

1 2 3 4 D) 6 7 8 O 10 11 12 13 14 15
-0,437] -0,360| 1,014] 0,210| -1,723] 1,509| 1,152{ 0,858| -1,157| 1,462| 1,701| 1,557] 0,089]-0,752| 1,506

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
-0,145] -1,604| 1,576] -1,511] -0,362|-0,255| 1,239 0,469| 0,376] 0,534|-1,240| 0,364| 0,599] 1,289| -0,723

il B I B

Tab. 11.3. Hodnoty casové rady
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ReSeni:
Data z tabulky Tab. 11.3. zapiSeme v SPSS (v.15) do jediného sloupce editoru Data

View. V zdhlavi ji nazveme Yt. V hlavnim menu vybereme postupné polozky:

Analyze — Time Series—Autocorelations...
Proménnou Yt vlozime do Variables, v Options... nastavime
Maximum number of Lags: 15, Continue a potvrdime OK.
Obdrzime nasledujici vystup, ktery je poZadovanym korelogramem.

Yt

W Coefficient
l—— Upper Confidence Limit
I— Lower C Limit

Lag |Coeff
0,247
0,263
0,117
-0,105
-0,004
-0,216
-0,166
-0,076
-0,012
10{ 0,073
11] 0,12
12| 0,023
T T T T T T T T T T T T T T T 13 _0’088
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 14 _0!145

Lag Number 15| -0,13

0,5

&
< 0,01

-0,51

[<e] [eo] N1 (20 (21 BN [<5] hS) E2

Poloha ¢ar, které stanovuji horni a dolni konfiden¢ni meze (Upper/Lower Confidence Limit)
vymezuje pds, vnémz vSechny hodnoty autokorelaéni funkce ACF jsou statisticky
nevyznamné (tedy s 95%-ni pravdépodobnosti nulové).

Nyni se podivime na korelogram nihodné prochizky (NP), tedy nestacionarni CR.
Pomérné snadno se dd dokdzat, Ze pro autokorela¢ni funkci plati vztah (Arlt, 1999)

0, = /1_? (11.20)

Jiz ze vztahu (11.20) je ztejmé, Ze autokorelacni funkce zavisi nejen na posuvu k, nybrz také
na konkrétnim ¢asovém indexu z. NP tedy nespliiuje také 3. podminku stacionarity, tj. (11.3).
Navic je vidét, Ze pro t—+oo konverguje pr k hodnoté 1, tj. pr—1. Z (11.20) je vidét, Ze u NP
je pro k = 1,2,... hodnota autokorelacni funkce blizkd 1 a s rostoucim k tato hodnota pomalu
klesa.

RESENY PRIKLAD 11.3

V Tab. 11.3. jsou hodnoty ¢asové fady, o niz jste v Reseném piikladu 11-2 rozhodli, Ze se
jednd o bily Sum. Vytvoite z této CR ndhodnou prochdzku a s pomoci programu SPSS
zobrazte jeji korelogram.

Reseni:

Z bilého Sumu vytvoiime ndhodnou prochiazku postupnou kumulaci jeho hodnot. Data
si takto ptipravime v Excelu do nasledujici tabulky
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t 1 2 3 4 o) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Y, |-0,437]-0,797]0,217] 0,426|-1,296| 0,213] 1,365| 2,224] 1,067] 2,529] 4,230| 5,786] 5,875| 5,123| 6,629
t 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Y, | 6,483| 4,880]6,456| 4,945| 4,583] 4,328| 5,567| 6,036| 6,412 6,946| 5,706| 6,070| 6,669| 7,958| 7,235

Tab. 11.4. Priprava dat v Excelu

Data z tabulky zapiSeme v SPSS (v.15) do jediného sloupce editoru Data View.
V zahlavi ji nazveme NPt. V hlavnim menu vybereme postupné polozky:

Analyze — Time Series—Autocorelations...
Proménnou NP1 vloZzime do Variables, v Options... nastavime

Maximum number of Lags: 15, Continue a potvrdime OK.
ObdrZzime nésledujici vystup, ktery je poZadovanym korelogmem.

NPt

[ Coefficient
—— Upper Confidence Limit
[— Lower Confidence Limit

0,5
3]

0,0
<

0,5

T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Lag Number
Z korelogramu je vidét, Ze dochazi k pozvolnému poklesu hodnot autokorelacni funkce ACF,
coz potvrzuje fakt, Ze se jednd o ¢asovou fadu, kterd je ndhodnou prochazkou.

Shriime tedy poznatky z této kapitoly: Nejprve jsme se zaméfili na obecnéjsi pojeti
Casové fady s pomoci pojmu stochasticky (ndhodny) proces. V klasickém pojeti je Casova
fada posloupnost ¢iselnych veliin v Case, v rozsiteném pojeti je to posloupnost ndhodnych
veli¢in v Case. Specidlni dulezitou tfidu tvofi staciondrni procesy, zbyvajici procesy jsou
nestaciondrni. Vyjime¢né misto mezi staciondrnimi procesy zaujimd bily Sum, mezi
nestacionarnimi je to ndhodna prochdzka. Obéma jsme se v této kapitole podrobnéji zabyvali.
S rozsitenim pojmu Casové fady vznikd také rozsiteni klasického deterministického trendu na
stochasticky trend. V zavéru kapitoly jsme se zabyvali problémem, jak rozhodnout, zda dand
Casova tada je nebo neni staciondrni. K feSeni ilustracnich ptikladl jsme vyuzili nejen Excel,
ale také specidlnf statisticky SW: SPSS.

11.6 SAMOSTATNE UKOLY

11.1 V nasledujici tabulce je uvedenav §asové fada U, pro t = 1,2,...,30.

a. Sestrojte a zobrazte korelogram CR a na jeho zdklad¢ potvrd’te, Ze se jednd o bily
Sum.

b. Vytvoite z této CR kumulaci hodnot nihodnou prochizku a s pomoci programu
SPSS zobrazte jeji korelogram.
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! 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
U, |1,657]0,835]-0,516]-1,656]-1,702| -1,260] -0,037] 0,423| -1,634| -1,508] 0,511} 0,547] 0,353]-0,331{-0,716
t 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
U, |1,416)0,545|-0,997] 0,990| 0,931| 0,188 -0,641|-0,295| -1,483| -0,380] -0,279| 1,301] -0,065| 0,813 -0,845

11.7 RESENI UKOLU, VYSLEDKY

11.1 a. Jak je vidét z korelogramu, prvni hodnota autokorelacni funkce vybocuje z 95%-
niho intervalu, v némZ jsou hodnoty statisticky nevyznamné. Zadanda CR je proto bilym
Sumem ,,s niZ8i spolehlivosti*.

b. Zbilého Sumu se

ndasledujici tabulky:

1,09
0,57

5]
0,0
<

Ut

T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Lag Number

B Coefficient
[—— Upper Confidence Limit
—— Lower Confidence Limit

vytvoii NP postupnou kumulaci jeho

hodnot v Excelu do

1

2

3

4 5 6 7 8 9

10

11

12

13

14 15

1,657

2,492

1,976

0,321]-1,381] -2,641| -2,678] -2,256 -3,889

-5,397

-4,886

-4,339

-3,986

-4,317| -5,033

16

17

18

19 20 21 22 23 24

25

26

27

28

29 30

t
\4
t
%

1

-3,377

-2,831

-3,828

-2,838| -1,908] -1,719] -2,361| -2,656| -4,140

-4,520

-4,798

-3,498

-3,562

-2,750( -3,594

Korelogram potvrzuje, i kdyZ ne piili§ presvédéivé, ze CR V, z kumulovanych hodnot U, ma
charakter ndhodné prochazky.

™
Q
<

Vit

0,57

0,0

0,54

T T T T T T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Lag Number
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12 MODELY TYPU ARIMA A PROGNOZOVANI
CASOVYCH RAD

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Tato kapitola bezprostiedné navazuje na kapitolu pfedchozi a to zejména v tom, Ze
o vysSetfovanych cCasovych fadidch (v SirSim smyslu) budeme piredpoklddat, Ze jsou bud’
staciondrni, nebo je lze na stacionarni CR prevést (n&kolikerym) diferencovanim. Nejprve se
budete zabyvat asovymi fadami typu ARIMA. Box-Jenkinsova metodologie, kterd se modely
analyzy casovych fad typu ARIMA zabyvd, klade diiraz nikoliv na konstrukci jedno-
rovnicového nebo vicerovnicového modelu, jak je tomu napf. v regresni analyze, nybrZ na
analyzu vlastnich stochastickych vlastnosti ekonomickych CR. Postupné se seznamite
s vlastnostmi autoregresivnich procesit AR, procest pohyblivych priméri MA, integracnich
procest I, jakoz i procesti vzniklych jejich kombinaci: ARIMA. Dile 1ze tyto procesy rozsifit
téZ na sezénni procesy. Ukolem pak je pro konkrétni proces — Easovou fadu nalézt vhodny
konkrétni proces (model) typu ARIMA a nalezeny model pouZit pro ucely prognézy
(predikce, extrapolace) hodnot dané Gasové fady. Cely postup tvorby prognézy CR autofi
metody ARIMA formulovali ve 4 krocich, které nazyvame Box-Jenkinsova metodologie
prognézovani CR. Jednotlivé kroky jsou (1) Identifikace modelu, (2) Odhad modelu,
(3) Verifikace modelu a (4) Prognéza pomoci modelu. Jednotlivé kroky Box-Jenkinsovy
metodologie budou ilustrovany na piikladu ¢asové fady &tvrtletniho HDP Ceské republiky
s pomoci statistického programu SPSS. K feSeni ilustracnich piikladi budete pouZivat nejen
Excel, nybrz také specidlni statisticky SW: SPSS (Statistical Package for Social Sciences).

121  Uvop

Tuto kapitolu lze obtizn¢ studovat izolovanég, nebot’ bezprostiedné navazuje na kapitolu
piedchozi, se kterou je uzce propojena jak tematicky, tak pouzitymi piiklady. Ke zvladnuti
latky kapitoly je podstatnou meérou vyuZzit statisticky program SPSS, ktery je dostupny ve
vSech PC ucebnich na SU OPF. SPSS je typem SW, ktery je do znacné miry intuitivni a
uzivatelsky pratelsky. ReSeni piikladi uvedenych v této kapitole, jez SPSS verzi 11.5
vyuZzivaji, jsou podrobné¢ komentovana postupnym prochdzenim vloZenych menu, napf. takto:

Analyze — Time Series — Autocorrelations...,

coZ znamend, Ze nejprve zvolite polozku hlavniho menu Analyze, potom Time Series,
kone¢n¢ Autocorrelations... Jednotlivé prvky, které jsou soucastmi SPSS, jsou odliSeny
jinym fontem pisma (Arial), zatimco ostatni text je psdn fontem Times New Roman. Piesto
pied studiem této kapitoly naléhavé doporucujeme sezndmit se podrobnéji s hlavnimi
funkcemi a zplisobem ovladani programu SPSS, at’ jiz star$i verze 11.5, nebo nejnovéjsi verze
20, kterd je jiz také na nckterych pocitaCovych ucebnich k dispozici. K tomu tdcelu muze
velmi dobie poslouzit polozka Tutorial, kterou naleznete pod poloZkou hlavniho menu Help.
Na tomto mist¢ zminime pouze jedinou informaci avSak prvoradé dulezitosti: Pienos
Ciselnych dat mezi worksheetem v Excelu a Data View v SPSS funguje naprosto
bezproblémové, a to na obé€ strany tak, jak jste zvykli z MS Office: pomoci kombinace kldves
Ctrl+C (kopirovat do schranky), Ctrl+V (vlozit ze schranky).

Prognézovéani (pfedviddni, predpovidani) je duleZitou soucdsti ekonomickych
(ekonometrickych) analyz, da se fici, Ze z urcitého pohledu nejdilezitéjsi. Jak progndzovat
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budouci hodnoty ekonomickych velicin, jako jsou HDP, inflace, kurzy mén, ceny akcii, mira
nezameéstnanosti a dalSich? Jednu klasikou metodu jiz znéte: linedrni, (resp. nelinearni)
regresni analyza, s nizZ jste se seznamili jiz v kapitolach 3 a 4. V této kapitole se dozvite
onové metod¢, kterd se stala v poslednich letech velmi populdrni: tzv. modely
autoregresivnich a integrovanych procest a klouzavych priméri - ARIMA (z angl. Auto
Regresive Integrated Moving Average), kterd je zndma také pod ndzvem Box-Jenkinsova
metodologie (podle autorti metody G.P.E. Boxe a G.M. Jenkinse ze 70. let 20. stoleti).

Téma ekonomického prognézovani je velmi Siroké a existuje k nému mnoZstvi
specializovanych knih a dalSich publikaci. My zde chceme podat pouze strucny vhled do
problematiky. Nastésti k problematice prognézovani ekonomickych CR existuje nejen vhodna
literatura, jeji prehled lze nalézt napt. u Arlta (1999), u Gujaratho (2003) aj., ale téZ ptislusny
specializovany SW v podobé programovych baliki jakymi jsou SPSS (v soucasnosti je
k dispozici na vSech PC ufebniach SU OPF), STATISTICA, SAS a dalsi. V této kapitole
budeme vyuzivat konkrétn¢ program SPSS, ktery obsahuje modul Time Series, umoziujici
modelovani pomoci metody ARIMA.

Tato kapitola bezprostiedné navazuje na kapitolu pfedchozi a to zejména v tom, Ze
o niZe vySetfovanych ¢asovych fadach (v §irSim smyslu) budeme ptedpoklddat, Ze jsou bud’
staciondrni, nebo je lze na staciondrni CR prevést (nékolikerym) diferencovanim. Pfitom zde
vyuzijeme pojmy zavedené v pfedchozi kapitole a pfidame jeSt€ pojmy dalsi, které se nam
budou pro prognézovani CR hodit.

Jak jsme jiz difve zminili, k analyze CR existuje fada riiznych metod a piistupti. Kromé
jiz zminéné (1) jednoduché regresni analyzy a (2) metody ARIMA, které jsou pfedmétem
tohoto textu, je zapotiebi jeSté¢ jmenovat (3) metody exponencidlniho vyrovndni (Holtova-
Wintersova metoda a jejich varianty), (4) metody simultdnnich rovnic a (5) vektorové
autoregresivni metody VAR, (6) metody ARCH a GARCH a dalsi. S nimi se zdjemci mohou
bliZe sezndmit napt. v Seger (1998).

12.2 MODELOVANI CASOVYCH RAD POMOCI ARIMA

Podle svych autorti zndma jako Box-Jenkinsova metodologie, avSak technicky nazyvana
ARIMA metodologie klade diraz nikoliv na konstrukci jednorovnicového nebo
vicerovnicového modelu, jak je tomu napf. v regresni analyze, nybrZ na analyzu vlastnich
stochastickych vlastnosti ekonomickych CR podle filosofie ,,at’ data hovoii sama za sebe*.
Vregresnich modelech je zdvisle proménnda Y vysvétlovdna nékolika vysvétlujicimi
proménnymi — regresory, zatimco v ARIMA metodich je zdvisle proménnd Y v Case
t vysvétlovana hodnotami téze Y v minulych casovych okamZzicich a zaroven chybovymi
¢leny v soucasnych anebo minulych okamzicich. Na rozdil od regresnich modeli a modeli
simultdnnich rovnic, které jsou zaloZeny na ekonomické teorii, nejsou modely ARIMA na
teorii piimo zdvislé. Teoretické zavislosti jsou u nich vyjadfeny zprostfedkované skrze
sledované hodnoty v minulych Casovych okamZicich.

Piiklad 1. Uvazujte stochasticky proces Y; ,,Ctvrtletm HDP Ceské republiky* z kapitoly
11, viz www.czso.cz. Z CR vypoéitdme novou CR indexu rstu /; podle vztahu

I, = =5,6....,30. (12.1)

-4
Hodnoty indexu riistu ¢tvrtletniho HDP jsou uvedeny v niZe uvedené tabulce.

Je zfejmé, Ze se jednd o stochasticky proces — ¢asovou fadu v SirSim pojeti, kdy konecna
hodnota za kazdé Cctvrtleti je realizaci ndhodné veliiny (s nezndmym rozdé€lenim
pravdépodobnosti), kterd mize nabyvat riznych hodnot z ¢iselného intervalu v zavislosti na
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konkrétnich ekonomickych podminkéch zdvislych na mnoha faktorech. Grafické znazornéni
jena Obr. 12.1.

Q 1.95 11.95 .95 [IV.95 [1.96 11.96 .96 [IV.96 11.97 11.97 .97 |IV.97
|_HDP_Q 1,150 1,156] 1,147] 1,139] 1,085] 1,075 1,069 1,075
Q 1.98 11.98 .98 [IvV.98 [1.99 11.99 .99 [IV.99 11.00 11.00 11.00__|IV.00

| HDP_Q 1,102 1,124 1,109] 1,076] 1,052] 1,040] 1,033] 1,044 1,047{ 1,048] 1,053] 1,059
Q 1.01 11.01 .01 |IV.01 |l.02 11.02 .02 |IV.02 |I1.03 11.03 11.03 _ [IV.03

|_ HDP_Q 1,071 1,072] 1,074] 1,081] 1,068] 1,052] 1,036/ 1,037 1,038 1,048] 1,048] 1,049
Q 1.04 11.04 .04 [IV.04 [l.05 1.05 .05 [IV.05 .06 11.06 .06 |IV.06
|_HDP_Q 1,087 1,083] 1,094] 1,104] 1,071] 1,062] 1,059 1,055 1,071f 1,077] 1,090| 1,088
Q 1.07 11.07 11.07

|_HDP_Q 1,101f 1,101f 1,095

Tab. 12.1 Index riistu I, ctvrtletmiho HDP CR

Ctwrtletni HDP CR: index ristu
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Obr. 12.1 Casovd Fada indexu riistu 1, étvrtletniho HDP CR

12.3 AUTOREGRESIVNI PROCES (AR)

Uvazujte CR indexu ristu I, z Tab. 12.1., ktery budeme pro konzistenci skap. 11

oznacovat Y;. Budeme piedpokladat, Ze Y, se chovd podle vztahu
Y= = oY1 — 1) + u, (12.2)

kde u je stredni hodnota Y; a u, je bily Sum, ¢, je konstanta. V tom piipad¢ fikame, Zze CR Y; je
autoregresivni proces 1. rddu, neboli AR(1). Podle modelu (12.2) je prognéza Y—u v Case ¢ je
pifimo Umérnd Y- v Case (¢ — 1) prostfednictvim koeficientu iméry ¢, plus/minus ndhodné
chyba (bily Sum). Pokud pro konstantu v modelu (12.2) plati —1 < ¢ < 1, pak se da ukdzat, Ze
proces AR(1) je staciondrni. Ddle si vSimnéte, Ze specidln€ pii ¢ = 0 je z (12.2) proces AR(1)
bily Sum a pii ¢ = 1 je z (12.2) proces AR(1) ndhodné prochazka. Také pro ¢ =2 1 nebo
¢ < -1 je proces AR(1) nestacionarni (Arlt, 1999).

Podobn¢ autoregresivni proces 2. radu, neboli AR(2) ma tvar
Y-t = (Y1 — ) +@(Yia — 1) + ur. (12.3)

Analogicky autoregresivni proces p-tého rddu, neboli AR(p) ma tvar
Yi—-=0(Y1 — ) + (Yo — 1) +..4+@(Yep — 1) + uy. (12.4)

Otéazka stacionarity procesi AR(p) pro p > 1 je sloZzitéjsi problém, kterym se zde
zabyvat nebudeme. Eventudlni zdjemce odkazujeme na literaturu, napf. knihu Arlt (1999).
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Vsimnéte si, Ze kromé hodnot Y v riznych Casovych okamZicich se ve vySe uvedenych
modelech nevyskytuji jiné regresory. V tomto smyslu fikdme, Ze ,,data hovoii sama za sebe*.

124 PROCES KLOUZAVYCH PRUMERU (MA)

Vyse uvedeny AR proces neni jediny, kterym Ize generovat hodnoty Y. Nyni budeme

pfedpokladat, Ze Y; se chova podle vztahu
(Y1) =u— G, (12.5)

kde 4 je stfedni hodnota Y; a u, je bily $um. V tom piipadé fikdme, ze CR Y, je proces
klouzavych primeri 1. 7ddu, neboli MA(1). Podle modelu (12.5) je prognéza Y—u v Case ¢ je
pfimo umérnd ndhodné chybé v case (—1) prostiednictvim koeficientu uméry —6, plus/minus
ndhodnd chyba (bily Sum).

Podobn¢ proces klouzavych priimérii 2. Fddu, neboli MA(2) ma tvar

(Y= 1) = u— Gu1 — Guyo, (12.6)
Analogicky proces klouzavych prumerii g-tého rddu, neboli MA(g) ma tvar
(Y[ —ﬂ) = U;— 611/1[_1 — 9214,_2 e — eql/l[_q. (12.7)

Jednoduse feCeno, proces klouzavych priméri je linedrni kombinaci minulych ndhodnych
chyb bilého Sumu. Na rozdil od AR procesii jsou procesy MA(g) pro vSechna g > 1
stacionarni nezavisle na hodnotach koeficienta &.

12.5 AUTOREGRESIVNI PROCES KLOUZAVYCH PRUMERU (ARMA)

Casovd fada, kterd mé charakteristiky jak AR tak MA procest, je ARMA proces.
Konkrétné ARMA proces 1. fadu, tj. ARMA(1,1) mé tvar
Y= 5+¢1Yt.1 + u; — Blut_l, (128)
kde ¢ je konstantni ¢len. Analogicky miZete uvazovat procesy ARMA(p,q), které maji
p autoregresivnich a ¢ klouzavych ¢lenti. Vzhledem ke stacionarité procesu MA(g) je
podminka stacionarity procesu ARMA(p,q) totoZna s podminkou stacionarity procesu AR(p).
Jinak feceno, proces ARMA(p,q) je staciondrni, pravé kdyz je stacionarni proces AR(p).

12.6 AUTOREGRESIVNI A INTEGROVANY PROCES KLOUZAVYCH
PRUMERU (ARIMA)

Casové procesy, které jste doposud poznali, byly vesmés za uréitych podminek
staciondrni. Dobie viak vite, Ze mnohé ekonomické ¢asové fady jsou nestacionarni. Rikdme,
Ze Casova fada Y,, tj. stochasticky proces Y, je integrovany I. Fddu, neboli je to I(1) proces,
jestlize 1. diference této ¢asové fady je staciondrni. Jinak feeno, CR Y, je integrovand 1. fadu,
jestlize AY, = Y, — Y, je stacionarni CR. Analogicky Ize zavést pojem integrované ¢asové fady
d-tého tadu, jestlize d-ta diference této CR je staciondrni, neboli AdYt = Ad'lY, - Ad'lYt_l je
staciondrni, pfitom A' = A. Staciondrni proces se této symbolice oznaduje jako 1(0) proces.

Proto kdyZ nejprve proces d-krat diferencujeme a poté obdrzime ARMA(p,g) proces,
nazyva se puvodni proces ARIMA(p,d,q). V tomto symbolickém vyjadifeni znamenaji napf.
ARIMA(p,0,g9 a ARMA(p,q) stejny proces, stejné¢ tak ARIMA(0,0,g) = MA(g),
ARIMA(p,0,0) = AR(p), ARMA(p,0) = AR(p), apod.
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12.7 SEZONNI PROCESY ARIMA

UvaZujte nyni stochasticky proces Y, o némz je zndmo, Ze je sezonni se sezénni slozkou
a r sezénami, viz kapitolu 9, které budeme modelovat jako AR proces. Konkrétné si mlzete
vzit na$i ¢asovou fadu &tvrtletniho HDP CR z Piikladu 1, kde pocet sezén (tj. étvrtlet) je
r = 4. Budeme proto predpokladat, Ze Y; se chova podle vztahu

Y, =&Y, +u, (12.9)

kde u; je bily $um, @ je konstanta. V tom piipadé fikdme, ze CR Y, je sezénni autoregresivni
proces 1. 7ddu, neboli SAR(1) sr sezénami. Podobné¢ mizeme uvazovat dal$i sezénni
ARIMA procesy, fikime jim SARIMA procesy. Podrobnéji se touto problematikou zabyvat
nebudeme, viz napt. Arlt (1999).

12.8 BOX-JENKINSOVA METODOLOGIE PROGNOZOVANI CR

Piedstavte si, e méte analyzovat n&jakou ¢asovou fadu, jako tieba &tvrtletni HDP CR
z prikladu 3, Tab. 11.2 v kapitole 11. Jak zjistite, o ktery typ procesu se jedna? Jde o realizaci
AR procesu, nebo snad MA procesu, ¢i jejich kombinaci ARMA? MuzZe byt konkrétni Casova
fada realizaci vice rlznych typu procesu, napi. jak AR(1), tak souCasné¢ MA(1)? V této
souvislosti hleddme model casové rady a hned je tfeba fici, Ze konkrétni Casova fada miiZe mit
nékolik ,,spravnych* modelii. Zda je model ,,spravny* ovéfime postupem zvanym verifikace
modelu, viz Krok 3 v nésledujicim postupu. Predtim vSak musite v Kroku 1 identifikovat,
o jaky typ procesu se ve vasem piipad¢ jednd, zda je to proces AR, MA, ARI apod., a také
stanovit fad prislusného procesu, napt. AR(2), kde tad p = 2, nebo ARI(2,1), kde se jednd
o integrovany proces I(1) fddu d=1 v kombinaci autoregresivnim procesem AR(2) fadu p = 2,.
Abyste mohli ,,spravné‘‘ progndzovat hodnoty Casové fady v budoucnosti (Krok 4), musite mit
k dispozici ,,spravny“ model CR, ktery nasledné pouZijete pro vypoéet prognézy. Cely postup
tvorby prognézy CR autofi metody ARIMA formulovali ve 4 krocich, které nazyvdme Box-
Jenkinsova metodologie prognézovani CR. Jednotlivé kroky si ted’ p¥iblizime i s ohledem na
pouZiti statistického programu SPSS.

Krokl. Identifikace modelu: Stanoveni typu modelu (AR, MA, I, ARMA, ARIMA,
sezénnosti  apod.) a tada, tj. Cisel p, d, ¢ v modelu ARIMA(p,d,q). V sezénnich
modelech SARIMA  se stanovi jesté dalsi parametry sp, sd, sq (viz Analyze — Time
Series — ARIMA v SPSS). Vyuziva se ptitom tvari ACF a PACF (viz dalsi
subkapitola).

Krok 2. Odhad modelu: Odhad parametri modelu - vypocet koeficientti modelu ¢, a 6,
(v SPSS je pouZita metoda maximdlni vérohodnosti, coz je obdoba metody
nejmensich ¢tverci — MNC). Diferencovani modelu (d-krit) vede ke stacionarizaci
CR.

Krok 3. Verifikace modelu: Vypocet Rezidua — rozdilu mezi modelovymi hodnotami
a prislusnymi hodnotami z dat. (V SPSS jsou to hodnoty proménné ERR). Model je
spravny, pokud reziduum je bily Sum, jinak je tfeba pfejit na Krok 1 — k nové
identifikaci a prehodnoceni modelu. Tento krok do znacné miry zdavisi na
zkusenostech analytika — nejde o piisné exaktni postup (napt. hodnoceni tvart ACF
a PACEF, resp. statistické vyznamnosti hodnot ACF a PACF na hladiné spolehlivosti
95%).
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Krok 4. Prognézovani: Vypocet modelem prognézovanych hodnot v zadaném
casovém horizontu progndzy a intervalll spolehlivosti prognézy. (V SPSS jsou to
hodnoty proménné FIT, 95%UCL a 95%LCL).

Aplikaci jednotlivych krokl s vyuZitim SPSS si ukdZeme na konkrétnim piikladu v zavéru
této kapitoly. Jesté predtim se sezndmite s dalSimi ndstroji a metodami, které se vyuZzivaji
v prvnim kroku pfi identifikaci modelu CR.

12.9 PROGNOZOVANI POMOCi ARIMA MODELU

Vyznamnym ndstrojem ke stanoveni typu modelu (AR, MA, I, ARMA, ARIMA) je
autokorelacni funkce py, k = 1,2,..., (ACF) a korelogram, resp. vybérova autokorelacni funkce
P, k=12,.., avybérovy korelogram, s kterymi jste se sezndmili v subkapitoldch 11.2.
a 11.5. Korelace mezi 2 ndhodnymi veli¢inami je Casto zpiisobena tim, Ze ob¢ tyto veli¢iny
jsou korelovany s velicinou tieti. velkd ¢ast korelace mezi veli¢inami Y; a Y,; miiZe byt
autokorelace zachycuje korelaci mezi veli€inami Y, a Y, o€iSt€nou o vliv veliin mezi nimi.
Parcidlni autokorelacni koeficient pi, k = 0,1,2,..., (2 indexy kk) je analogii k pojmu parcidlni
regresni koeficient. Uvazujte k-ndsobnou linedrni regresi Y; s regresory Y1, Y;.2,,,,, Yii:

Y, = Pr1 Y+ Pr2 Yt-2+---+,0kk Yii+ e (1210)
Regresni koeficient py je ve (12.10) pravé parcidlni autokorelacni koeficient. Vztahu (12.10)
se také vyuziva k vypoltu vybérového parcidlniho autokorelacniho koeficientu p,, , viz Arlt
(1999).

Dulezitou roli hraje tzv. parcidlni autokorelacni funkce (PACF) stochastického procesu
pre pro k=0,1,2,... PACF ma nasledujici vlastnosti:

poo=1,
-1<pu<lprok=1.2,...
Prk = p-k-k pro k=1,2,..., tj. PACF je symetrickd kolem k = 0.

Grafickym znazornénim PACF je parcidlni korelogram. Vzhledem k uvedenym vlastnostem
staCi, aby parcidlni korelogram zobrazoval hodnoty pro posuvy k > 0. Vypocet PACF byva
dnes samoziejmou soucasti statistickych softwarovych programi, napt. SPSS.

12.10 IDENTIFIKACE PROCESU ARIMA POMOCIi ACF A PACF

Pti identifikaci typu procesu ARIMA a jeho tadlt vyuZzivame charakteristickych tvara
ACF a PACF. Ruzné typy procest ARIMA maji charakteristické tvary korelograml
a parcidlnich korelogramti. V SPSS vyuZivime nabidku: Analyze — Time Series —
Autocorrelations...

Jednotlivé typy procesti maji ndsledujici charakteristiky:

a. Proces AR(p): Prvnich p hodnot PACF je ,velkych®, dalsi = 0 a ,rychly*“ pokles
(v absolutnich hodnotach) ACF.
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Ptiklad korelogramti AR(1):

AR1
AR1
W Coefficient
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b. Proces MA(qg): Prvnich g hodnot ACF je ,velkych®, dalsi = 0 a ,rychly*“ pokles
(v absolutnich hodnotach) PACF.

Ptiklad korelogrami MA(1):
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¢. Proces I(d): ,,Pomaly* pokles ACF, prvnich d hodnot PACF je ,,velkych*, dalsi = 0.

Ptiklad korelogramt I(1): ,,Nahodna prochazka“

" [yl
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Lag Number Lag Number

d. Proces ARMA(p,q): Prvnich ¢ hodnot ACF je ,,velkych®, dalsi = 0 a prvnich p hodnot
PACEF je ,,velkych®, dalsi=0.
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Ptiklad korelogramtit ARMA(1,1):
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RESENY PRIKLAD 12.1

UvaZujte jesté naposledy ¢asovou fadu ,,Ctvrtletni HDP Ceské republiky* z Ptikladu 3
v kap. 11, viz www.czso.cz . Hodnoty Casové tfady jsou uvedeny v ndsledujici tabulce
Tab. 12.2 a zobrazeny v grafu na Obr. 12.2:

Q 1.95 11.95 .95 |IV.95 |1.96 11.96 .96 [IV.96 |1.97 11.97 .97 |IvV.97
HDP_Q [ 332995] 366618| 376688 390221] 382859| 423953 432152| 444324| 415593| 455790] 461902 477809
Q 1.98 11.98 .98 |IV.98 11.99 11.99 .99 |[IV.99 [l.00 11.00 11.00__|IV.00
HDP_Q [ 457925] 512225]| 512408| 513925] 481895| 532968 529465| 536469 504479] 558691] 557780| 568219
Q 1.01 11.01 .01 JIV.01 ]l.02 11.02 .02 fIvV.02 |1.03 11.03 .03 |IV.03
HDP_Q | 540124 598842] 599262| 613986] 576665| 630141| 621004] 636622]| 598385| 660401| 650791 667533
Q 1.04 11.04 .04 |IV.04 |1.05 11.05 .05 [IV.05 [1.06 11.06 .06 |IV.06
HDP_Q | 650448| 715163| 712103] 737048] 696387 759740 753836 777759| 745496| 817867| 821754 | 846459
Q 1.07 11.07 111.07

HDP_Q | 820689| 900606] 900022

Tab. 12.2 HDP CR v letech 1995 — 2007

Kvartalni HDP CR
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Obr. 12.2 HDP CR CR v letech 1995 — 2007: grafické zndzornéni

Naleznéte vhodny ARIMA model této Casové fady a pomoci n€j prognédzujte Ctvrtletni
hodnoty HDP az do konce roku 2009.
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Reseni:

K feSeni vyuZijeme Box-Jenkinsovu metodologii prognézovani CR formulovanou ve
4 krocich popsanych v subkapitole 12.3. Pouzijeme k tomu statisticky program SPSS. Zde
v Data View do proménné nazvané HDP_Q uloZime 51 hodnot kvartalntho HDP. V menu:

Data — Define Data —Years, Quaters
vytvoiime hodnoty ¢asové osy (pocinaje rok — Ctvrtleti):

Year: 1995

Quarter: 1

Krok 1: Identifikace modelu procesu ARIMA.
Z prostého pohledu na spojnicovy graf na Obr. 12.2. lze usoudit, Ze se jednd
o nestaciondrni casovou fadu, zdroven vykazuje sezénni slozku se 4 sezénami. Tento
piedpoklad potvrdime analyzou korelogramit ACF a PACF. V menu:
Analyze — Time Series — Autocorrelations...
vloZime proménnou HDP_Q a ve vystupu Output obdrzime korelogramy:

HDP_Q
HDP_Q

B Coefficient
|—— Upper Confidence Limit
|—— Lower Confidence Limit

0,54

Cl

9
Partial ACF

°

T

T T T T T T T T T T T T T T 1T T T T T T T T T T T T T T T T
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Lag Number Lag Number
V korelogramu hodnoty ACF pomalu klesaji, v PACF je ,,velkd* prvni hodnota, ostatni jsou
statisticky nevyznamné, tedy nulové, nebot’ se nachédzeji v pasu 95% spolehlivosti. Z toho
vyvozujeme, Ze se jednd o nestacionaritu 1. fadu, tj. typu I(1). Stacionarizujeme proto CR
jednim diferencovanim a zobrazime korelogramy této CR: V menu:

Analyze — Time Series — Autocorrelations...,
déle zvolime Seasonally difference: 1 , obdrzime korelogramy:

HDP_Q HDP_Q

W Coefiicient
|— Upper Confidence Limit
|—— Lower Confidence Limit

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Lag Number Lag Number

Z tvari kolerogramli je zfejmé, Ze stacionarizovany proces je typu AR(1), srovnejte
s ptikladem v subkapitole 12.4.1. Celkovym vysledkem kroku identifikace je, Ze naSe ¢asova
fada je ARI(1,1) proces se sezoénni slozkou (se 4 sezénami) fadu 1.
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Krok 2: Odhad parametrti modelu - vypocet koeficientli modelu provedeme v programu
SPSS v menu:
Analyze — Time Series — ARIMA. ..,
vlozime proménnou Dependent: HDP_Q, Independent: QUARTER_, déle zvolime:
Autoregressive: p =1, Seasonal sp = 1
Difference: d =1, Seasonal sd = 1
Moving Average: g =0, Seasonalsq=0
Potvrdime OK a v Output obdrzime vypocitané parametry:

Parameter Estimates

Estimates Std Error t Approx Sig
Non-Seasonal Lags AR1 0,168 0,136 1,235 0,223
Seasonal Lags Seasonal AR1 0,947 0,044 21,726 0,000
Regression Coefficients QUARTER, period 4 12614,393 6130,4 2,058 0,045
Constant 14435,108 13570,9 1,064 0,293

Melard's algorithm was used for estimation.

Dile zobrazime v jednom grafu hodnoty CR (modr4 kiivka) a hodnoty modelu CR (zelend
kfivka). Pouzijeme k tomu menu:
Analyze — Time Series — Sequence Charts...,
vlozime proménné: Variables: HDP_Q, Fit for HDP_Q,
Time Axis Labels: QUARTER_,
potvrdime OK. Ve vystupu Output obdrzime graf:

—— HDP_Q
Fit for HDP_Q from

1 000 000 .
ARIMA, MOD_41, CON

800 000

600 000—

400 000—

T T T T T T T T T T T T T T T T T
Q1 Q4 Q3 Q2 Q1 Q4 Q3 Q2 Qi Q4 Q3 Q2 QI Q4 Q3 Q2 Qi
1995 1995 1996 1997 1998 1998 1999 2000 2001 2001 2002 2003 2004 2004 2005 2006 2007

Date

V Data View se vytvotilo 5 novych proménnych: FIT, ERR, LCL, UCL, SEP.

Krok 3: Verifikace modelu — spociva v ovéfeni piedpokladu, Ze reziduum tj. odchylka
modelu od dat, je bily Sum. V SPSS jsou to hodnoty proménné ERR. Model je spravny,
pokud reziduum je bily Sum. V menu:

Analyze — Time Series — Autocorrelations...
vloZzime proménnou ERR , potvrdime OK a ve vystupu Output obdrZzime korelogramy:
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Error for HDP_Q from ARIMA, MOD_41, CON
fror i » OB Error for HDP_Q from ARIMA, MOD_41, CON

CF
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g
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\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
1 4

Lag Number Lag Number

Vyse uvedené korelogramy potvrzuji, Ze ACF i PACF jsou nulové, proto Reziduum ERR je
bily Sum (i kdyZ u obou korelogramil v jednom piipad¢ hodnota mirné ptesahuje pas 95%
spolehlivosti).

Krok 4: Prognézu vytvoiime v progndézovaném casovém obdobi 2007_IV az 2009_1V
pomoci verifikovaného modelu. V menu:
Analyze — Time Series — ARIMA. ..,
ponechame proménnou Dependent: HDP_Q, Independent: QUARTER_, a také hodnoty
fadi: p=1,d=1,¢g=0,sp =1, sd = 1, sqg = 0. Navic klikneme na tlatitko SAVE a ve
vloZzeném okné klikneme Predict trough a vyplnime konec prognézovaného intervalu:

Year: 2009
Quatrter: 4
Potvrdime CONTINUE a OK.

V Data View se vytvofilo 5 novych proménnych: FIT, ERR, LCL, UCL, SEP
s hodnotami také v ¢asovém intervalu predikce (kromé proménné ERR). Obdrzite mimo jiné
hodnoty predikce ctvrtletniho HDP CR:

Q HDP_Q

V.07 923892
1.08 898085
11.08 975193
[1.08 976058
V.08 1000094
1.09 974413
11.09 1048887
11.09 1051130
V.09 1075325

Nakonec zobrazime CR od roku 2005 do konce roku 2009 véetné 95% intervalu

spolehlivosti prognézy. V SPSS nejprve vybereme zobrazovany Casovy interval. V menu:

Data — Select Cases...
klikneme tlacitka Based on time or case range a Range, pak vybereme zobrazovany
interval (od - rok, ¢tvrtleti do - rok Ctvrtleti):

Year: 2005 Year: 2009

Quarter: 1 Quarter: 4
Poté v menu:

Analyze — Time Series — Sequence Charts...,
vloZime proménné
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Variables: HDP_Q, Fit for HDP_Q,
Time Axis Labels: QUARTER_,
potvrdime OK. Ve vystupu Output obdrzime po mirné editaci graf:

= HDP_Q
1200 000 Fit for HDP_Q from

. ARIMA, MOD_48, CON
95% LCL for HDP_Q
from ARIMA, MOD_48,
CON

- " 95% UCL for HDP_Q
1100 000 A from ARIMA, MOD_48,
CON

1 000 000

900 000

800 000

700 000

600 000

T T T T T T T T T T
Q12005 Q32005 Q12006 Q32006 Q12007 Q32007 Q12008 Q32008 Q12009 Q3 2009

Date

Vsechny zadané tikoly jsou timto vyieSeny.

Muizeme tedy shrnout: Tato zdvérecnd kapitola 12 bezprostiedné navizala na
piedchozi kapitolu 11. Nejprve jste se sezndmili s ¢asovymi fadami (procesy) typu ARIMA.
Box-Jenkinsova metodologie, kterd se touto problematikou zabyvé, klade duraz nikoliv na
konstrukci jednorovnicového nebo vicerovnicového modelu, jak tomu bylo napt. v regresni
analyze, nybrZ na analyzu vlastnich stochastickych vlastnosti ekonomickych CR. Postupné
jste se seznamili s vlastnostmi autoregresivnich procesit AR, procesii pohyblivych praméri
MA, integracnich procest I, jakoZ i procest vzniklych jejich kombinaci ARIMA. Déle byly
tyto procesy roziifeny téZ na sezénni procesy. Ukolem pak bylo pro konkrétni proces —
casovou fadu nalézt vhodny konkrétni proces (model) typu ARIMA a nalezeny model pouzit
pro ucely progndzy (predikce, extrapolace) hodnot dané Casové tady. Cely postup tvorby
prognézy CR autofi metody ARIMA formulovali ve 4 krocich, které nazyvime Box-
Jenkinsova metodologie prognézovani CR. Jednotlivé kroky jsou (1) Identifikace modelu,
(2) Odhad modelu, (3) Verifikace modelu a (4) Progn6éza pomoci modelu. Jednotlivé kroky
Box-Jenkinsovy metodologie byly ilustrovany na piikladu konkrétni Casové rady ctvrtletniho
HDP Ceské republiky s pomoci statistického programu SPSS.

12.11 SAMOSTATNE UKOLY

12.1 Uvazujte Casovou tadu ,Ctvrtletni HDP USA* v letech 1970 - 1991. Hodnoty
casové tady jsou uvedeny v ndsledujici tabulce. Najdéte vhodny ARIMA model této casové
fady a pomoci néj prognézujte Ctvrtletni hodnoty HDP aZ do konce roku 1994 (chybéjici
hodnoty v tabulce). Pouzijte pfitom 4 kroky Box-Jenkinsovy metodologie.
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Q.Rok [HDP_Q|Q.Rok|HDP_Q Q.Rok|HDP_Q|Q.Rok HDP_Q] Q.Rok|HDP_Q
.70 | 28728]1.75 3154 1.80 | 3830,8[1.85  4221,8[1.90 | 48808
170 | 2860,3[11.75 | 31904 11.80 | 3732,6[1.85 4254,8[11.90 | 4900,3
.70 | 2896,6[11.75 | 32499 .80 | 3733,5[1.85  4309]11.90 | 4903,3
IV.70 | 2873,7[IV.75 | 3292,5 Iv.80 | 3808,5|IV.85 4333,5|Iv.90 | 4855,1
171 | 2942.9| 1.76 | 3356,7 1.81 | 3860,5(1.86  4390,5|1.91 4824
.71 | 294740176 | 33692 11.81 | 3844.4|1.86  4387,7]11.91 | 48407
11171 2066 (111,76 | 3381 181 | 3864,5[1.86 4412,6| 1191 | 4862,7
IV.71 | 2980,8|IV.76 | 3416,3 IV.81 | 3803,1|IV.86 4427,1|IV.91 | 4868
172 | 3037,3[1.77 | 3466,4 1.82 | 3756,1|1.87 4460 | 1.92
.72 | 3089,7]11.77 3525 11.82 | 3771,1[1.87  45153]11.92
.72 | 3125,8|11.77 | 3574,4 11.82 | 3754,4|11.87  4559,3|111.92
V.72 | 3175,5|Iv.77 | 35672 Iv.82 | 3759,6|IV.87 46255|1V.92
173 | 3253,3[1.78 | 3591,8 1.83 | 3783,5(1.88  46553[1.93
.73 | 3267,6/11.78 3707 11.83 | 3886,5(11.88  4704,8|11.93
.73 | 3264,3[11.78 | 37356 111.83 | 3944.4|111.88  4734,5|111.93
IvV.73 | 3289,1[Iv.78 | 3779,6 Iv.83 | 4012,1|Iv.88 4779,7]Iv.93
174 | 3259,4(1.79 | 3780,8 1.84 | 4089,5[1.89  4809,8(1.94
I.74 | 3267,6[11.79 | 3784,3 11.84 4144|1.89  4832,4|11.94
.74 | 3239,1[11.79 | 3807,5 11.84 | 4166,4|11.89  48456]111.94
V.74 | 3226,.4[Iv.79 | 3814,6 Iv.84 | 41942|Iv.89 4859,7]Iv.94
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12.12 RESENI UKOLU, VYSLEDKY

12.1 a) Identifikace modelu

HDP HDP
1,0 1,0
51 54
_ " _
-5 _Confidence Limits % -5 _Conf idence Limits
m g
2 .o Il Cosficient g 4ol [l Coefficient
13 5 7 9 11 13 15 13 5 7 9 11 13 15
2 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14 16
Lag Number Lag Number
Transforms: difference (1) Transforms: difference (1)
Vybirdme model ARIMA (1; 1; 0).
b) Odhad parametri modelu
FINAL PARAMETERS:
Number of residuals 87
Standard error 34,260641
Log likelihood -429,95729
AIC 863,91457
SBC 868,84639
Variables in the Model:
B SEB T-RATIO APPROX. PROB.
ARI1 ,317328 ,1028097 3,0865560 ,00273359
CONSTANT 22,652801 5,3519931 4,2325916 ,00005813

Koeficient AR1 = 0,32 je statisticky vyznamny na hladin€ vyznamnosti 0,05 (protoZe hodnota
0,0027 je mensi nez 0,05).
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¢) Verifikace modelu
Error for HDP from ARIMA, MOD ¢ Error for HDP from ARIMA, MOD _¢

Confidence Limits

Confidence Limits

ACF
Partial ACF

1,0 Il cosfficient 1,0 Il coetricient
13 5 7 9 11 13 15 13 5 7 9 11 13 15
2 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14 16

Lag Number Lag Number

Korelogramy potvrzuji, ze ACF i PACF jsou nulové, proto Reziduum ERR je bily Sum
(i kdyZ u obou korelogramil ve dvou piipadech hodnota mirné presahuje pas 95% spolehlivosti).

d) Prognéza do 4.¢tvrtleti 1994

Bodovy odhad Intervalovy odhad (95%)

Q1 1992 4885,1 4816,6 4953,6
Q2 1992 4906 4792,1 5019,9
Q3 1992 49282 4777,3 5079
Q4 1992 4950,6 4768,4 5132,8
Q1 1993 4973,2 4763,4 5182,9
Q2 1993 4995,8 4761,2 5230,5
Q31993 5018,5 4760,8 5276,2
Q4 1993 5041,1 4761,9 5320,3
Q1 1994 5063,8 4764,3 5363,3
Q2 1994 5086,5 4767,5 5405.,4
Q3 1994 5109,1 4771,5 5446,7
Q4 1994 5131,8 4776,2 5487,3

6000

5000 = \/'

4000 o

3000+«

HDP-skute¢éné
2000, _ _ _ @ e e ———————— Model

R R T R R e A T R,
RHRRFRERVLVR TR/
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ZAVER

Tento text piedstavuje studijni oporu pro studium vsSech akreditovanych studijnich
programt v navazujicim magisterském studiu na Slezské univerzité, Obchodné podnikatelské
fakult¢ v Karviné. Predmét Statistické zpracovani dat navazuje na pfedmét Statistika (diive
Kvantitativni metody B) obsahujici zakladni bakaldisky kurz statistiky na SU OPF, nebo na
obdobny ekvivalentni ptedmét zdkladi statistiky v bakaldiském stupni studia na jiné VS
ekonomického zaméfeni v CR. Tento text je inovaci predchozi studijni opory s ndzvem
Statistika pro navazujici magisterské studium, specializované pro studenty distan¢ni
a kombinované formy studia. Inovaci studijnich oborti na SU OPF v rdmci projektu OPVK
vznikl také predmét Statistické zpracovani dat. V tomto predmétu je kladen dlraz predevSim
na uplatnéni statistickych metod pfi zpracovdani ekonomickych dat v aplikovanych
ekonomickych disciplinach, jako jsou zejména marketing a management.

Samotny ucebni text, nebo jak se fikd v moderni terminologii: studijni opora -
umoziujici studentovi plnohodnotné a zdaroven samostatné studium - je rozélenén do
12 tematickych kapitol. Jednotlivé kapitoly odpovidaji obvyklym vyukovym tydnim jednoho
semestru a jsou pfiblizné stejné¢ obsahové rozsihlé a obtizné. Takovy rozsah uciva odpovida
klasické dvouhodinové pifednaSce v prezennim studiu na vysoké Skole ekonomického
zaméieni. V prezenénim studiu je ovSem na rozdil od kombinované formy studia pfednaska
doplnéna seminafem, kde se probrand latka aplikuje na konkrétni Ciselné piiklady, které se
resi az k pozadovanému vysledku pomoci pocitace.

Vysokoskolské studium v pfipadé predmétu Statistické zpracovdni dat vyZaduje
enormni usili studenta zaméfené na pravidelnost a vytrvalost ve studiu i samostudiu,
schopnost koncentrace na pfedmét, aktivni pfistup spocivajici na samostatném feSeni
piikladi. V tom vSem by tato studijni opora méla studentim kombinované formy studia
pomoci nahradit kvalitni prezen¢ni vyuku 1 tlohu ucebnic a skript. Pro lepsi zvladnuti latky
jsou vam v elektronické verzi kurzu Statistické zpracovani dat k dispozici jesté dopliikové
materidly v elektronické podob¢. Dalsimi podplirnymi zdroji ke studiu mohou byt klasické
ucebnice a skripta a dals$i doporucend literatura.
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