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UvVOoD

Tento text predstavuje studijni oporu pro studium vSech akreditovanych studijnich
programil v navazujicim magisterském studiu na Slezské univerzité, Obchodné podnikatelské
fakulte¢ v Karviné. Predmét Statistické zpracovdni dat navazuje na predmeét Statistika (difve
Kvantitativni metody B) obsahujici zdkladni bakalatsky kurz statistiky na SU OPF, nebo na
obdobny ekvivalentni predmét zdklad statistiky v bakaldiském stupni studia na jiné VS
ekonomického zaméfeni v CR. Tento text je inovaci pfedchozi studijni opory s ndzvem
Statistika pro navazujici magisterské studium, specializované pro studenty distancni
a kombinované formy studia. Inovaci studijnich obord na SU OPF v ramci projektu OPVK
vznikl také predmét Statistické zpracovani dat. V tomto pfedmétu je kladen daraz predevsim
na uplatnéni statistickych metod pifi zpracovdani ekonomickych dat v aplikovanych
ekonomickych disciplindch, jako jsou zejména marketing a management.

Samotny ucebni text, nebo jak se fikd v moderni terminologii: studijni opora -
umoziujici studentovi plnohodnotné a zdrovenl samostatné studium — je rozclenén do 12
tematickych kapitol. Jednotlivé kapitoly odpovidaji obvyklym vyukovym tydnim jednoho
semestru a jsou pfiblizn¢ stejn€ obsahové rozsidhlé a obtizné. Takovy rozsah uciva odpovida
klasické dvouhodinové piedndSce v prezennim studiu na vysoké Skole ekonomického
zameéfeni. V prezencnim studiu je ovSem na rozdil od kombinované formy studia prednédska
doplnéna semindfem, kde se probrand latka aplikuje na konkrétni Ciselné piiklady, které se
fesi az k poZzadovanému vysledku pomoci pocitace.

Vysokoskolské studium v pfipadé predmétu Statistické zpracovdni dat vyZaduje
enormni Usili studenta zaméfené na pravidelnost a vytrvalost ve studiu i samostudiu,
schopnost koncentrace na predmét, aktivni piistup spocivajici v samostatném fesSeni piikladu.
Vtom vSem by tato studijni opora mela studentim kombinované formy studia pomoci
nahradit kvalitni prezen¢ni vyuku i dlohu ucebnic a skript. Studijni opora je k tomu dcelu
vybavena urcitymi ndstroji, o jejichZ funkcich byste méli byt informovéani a mohli je tudiz
uceln€ vyuzivat ve svij prospéch. Pro lepsi zvladnuti latky jsou vam v elektronické verzi
kurzu Statistické zpracovani dat k dispozici jeSté doplitkové materidly v elektronické podobé.
Dalsimi podpirnymi zdroji ke studiu mohou byt klasické ucCebnice a skripta a dalsi
doporucena literatura.

Predpokladem pro udsp€sné zvladnuti tohoto predmétu Statistické zpracovani dat je
zvladnuti bakaldrského pfedmeétu Statistika na SU OPF nebo odpovidajiciho zédkladniho
bakalafského kurzu Pravdépodobnosti — Statistiky, a to podle typu bakaldfského studia na
nékteré VS v CR. Ne viechno, co jste se v zdkladnich kurzech statistiky nauéili, zde vyuZijete,
fada véci tam prezentovanych méla jiny tcel. Rozhodné se vam vSak vyplati nabyta schopnost
pfesného a logického uvazovani, nezbytnosti je téZ zvlddnuti matematické symboliky
a zakladnich partii teorie pravdépodobnosti a zaklada inferencni statistiky.

Nyni néco k obsahu predmétu Statistické zpracovéni dat. PfesnéjSi ndzev predmétu by
zn€l: Vybrané statistické metody zpracovani dat pro ekonomy, nebo jesté jinak: Vybrané
statistické metody zpracovani dat a jejich pouZiti v marketingu a managementu. To jsou totiZ
vyznamné oblasti uplatnéni statistickych metod, snimiZz se absolventi Obchodné
podnikatelské fakulty SU Casto v praxi setkdvaji. Obsahem kapitol 1 a 2 je analyza rozptylu -
ANOVA, kapitoly 3 az 6 jsou vénovany regresni analyze - jednoduché i vicerozmeérné,
zbyvajici kapitoly 7 az 12 se vénuji analyze ekonomickych casovych fad, ty jsou
v ekonomickych disciplindich mimofddné vyznamné. Béhem studia budete vyuZivat k feSeni
uloh zndmého programu Excel, s nimZ jste pracovali jiZ v pfedmé&tu Statistika.

Odmeéna, kterd vés na konci studia naSeho pfedmétu ocekdva, stoji za to: je to pocit, Ze
jste prekonali néco vyznamného, Ze jste se pienesli pfes prekdzku, za niZ se nachdzi svét



profesiondl®i, ktefi rozumé&ji odbornym metoddm a postupim, jeZ jsou obycejnym
smrtelnikim nepiistupné. Ziskany nadhled vdm umoZni snadngji pochopit a osvojit si
praktické zdsady analyzy informaci, jimiZ jsme vSichni dnes zahlceni a v nichZ je nim urceno
Zit.






Jaroslav Ramik a Radmila Stoklasovd; STATISTICKE ZPRACOVANI DAT

1 ANALYZA ROZPTYLU (ANOVA) - JEDEN FAKTOR

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Jednofaktorovd metoda ANOVA, kterou prokazujeme zavislost hodnot znakii Y na faktoru X,
pro néZ jsou k dispozici ptislusné data, spociva v tom, Ze celkovou variabilitu méfenou souctem
¢tvercti odchylek od celkového priméru rozdélime na variabilitu uvniti jednotlivych vybéra a
na variabilitu mezi jednotlivymi vybéry. Cilem, k némuz sméfujeme, je bud’ piijmout nulovou
hypotézu o vzdjemné nezdvislosti ¥ na X, nebo ji zamitnout (na zvolené hladin€ vyznamnosti).
Jedna se tedy o b&Zny statisticky postup nazyvany testovani statistickych hypotéz, zndmy ze
zakladniho kurzu statistiky. V pfipadé prijeti nulové hypotézy vyvozujeme nezdvislost hodnot Y
na X, v opaném piipadé konstatujeme, Ze ¥ na X zdvisi. V této kapitole se naucite, jak tento test
statistické hypotézy konkrétne€ provést: jak vypocitat hodnotu testového kritéria a prisluSnou
kritickou hodnotu a jak vyvodit z t€chto hodnot pfisluSny zaveér tykajici se eventudlni zavislosti
nebo nezavislosti hodnot znaku Y na faktoru X.

Analyza rozptylu umozZiiuje ovéfit vyznamnost rozdilu mezi vybérovymi prameéry
vétstho pocCtu ndhodnych vybért, umoziuje posoudit vliv riznych faktori na hospodarsky
proces charakterizovany kvantitativnim statistickym znakem. TaktéZ dovoluje hodnotit G¢inky
raznych prijatych hospodafskych opatfeni. Zdkladni mySlenka analyzy rozptylu spociva
v rozkladu celkového rozptylu na dil¢i rozptyly piislusejici jednotlivym vliviim, podle nichz
jsou data roztiidéna. Kromé dil¢ich rozptyli je jednou slozkou celkového rozptylu tzv.
rezidudlni rozptyl, zpisobeny nepostizenymi vlivy. Podle poctu analyzovanych faktort
rozliSujeme jednofaktorovou, dvoufaktorovou a vicefaktorovou analyzu rozptylu. VSeobecné
pouzivané oznaceni ANOVA je akronymem anglickych slov ,,ANalysis Of VAriance*
(doslovny preklad: analyza rozptylu).

Formélné vzato je ANOVA, at’ jednofaktorovd nebo vicefaktorovd, testem statistické
hypotézy, s nimZ jste se sezndmili v zdkladnim kurzu statistiky. Klasickd ANOVA vychazi,
jak uvidite, z ptedpokladu normality rozdé€leni hodnot daného faktoru. Pokud je takovy
pfedpoklad neudrZitelny, 1ze pouZit jiného typu ANOVA, konkrétn€ Kruskal-Wallisovu verzi
ANOVA. Jednofaktorovou ANOVA se zabyvad tato kapitola, vicefaktorovd a Kruskal-
Wallisova ANOVA je obsahem kapitoly nésledujici.

V tomto studijnim textu pfedpokldddme, Ze Ctendf md k dispozici verzi Excel 2007,
eventudln€ vyssi, pro osobni pocita¢ typu PC s operacnim systémem typu Windows. Pro
zjednoduseni prace je vhodné mit aktivovany dopliky ,,Analyza dat* a ,,Reéitel“ ve sloZce
,Data“ (viz Obr.1.1)

Obrazek 1.1

Data Revize Zobrazeni @ .

fipajeni & 'il:j & Vymazat Ed mm s ﬁ'a‘i; = @rE Q: 2
2 Z|a . ; —r - —o J‘EI HiY TE e =

lastnosti = v U Znovu pouZit ——— el i ‘jv ° LS Lv - %

ii Sefadit Filtr 7 i Text do Odebrat Ovéfeni Sloudit... Analyza Seskupit... Oddélit... Souhrn

? Upfesnit sloupcd.. stejné  dat~ hypotéz = - -

eni sefadit a filkrovat Datové nastroje Osnova

_':| Analyza dat

9, Betitel

wl

Analyza

Zdroj: Vlastni zpracovdni.

V piipadé, Ze tyto dopliikky nejsou ve sloZce ,,Data®, lehce je nainstalujete timto
postupem:

»Tlacitko Office — ,MoZnosti aplikace Excel“ — ,Dopliky“ — ,Pfejit...*
a v dialogovém okné& zakrtnout polozky ,, Analytické ndstroje* a ,,Regitel* (viz Obr. 1.2).
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Obrazek 1.2

Dopliiky ?| =

Doplriky k dispozici:

v ,
Analytické nastroje — VBA [
Internet Assistant — VBA Storno
Mastroje pro ménu euro
Privedce podmingnym soutem Prochazet...
Prévodce wyhleddvanim

V] Resi e
Reitel Automatizace. ..

Analytické nastroje
Obsahuje nastroje pro analyzu statistickych a inzenyrskych
dat.

Zdroj: Vlastni zpracovdni.

Kromé& dopliikdl ,,Analyza dat“ a ,ReSitel“ tabulkovy procesor MS Excel disponuje
Sirokym spektrem statistickych funkci. VSechny funkce procesoru MS Excel pouZité

v nasledujicim textu budou znaCeny ve tvaru: =FUNKCE(proménndl;...; proménnd N) se
znaménkem ,,=“ na zaCitku; pouZiti analytického ndstroje bude znaCeno podobnym
zpusobem.

1.1 NEZAVISLY A ZAVISLY FAKTOR

Casto se vyskytuje situace, kdy mdme k nezdvislych ndhodnych vybért které obecné
nemusi pochdzet z jednoho zdkladniho souboru, nebo jinak feceno, nemusi byt stejného typu,
s rozsahy, tj. poéty prvki n,,n,,...n, . Cislo k miZe byt libovolné podle konkrétni situace,
napft. 2, 3, 4, ... Tyto rozsahy vybéra rovnéZ nemusi byt stejné, v kazdém z nich budiz znam
primér X, , a také rozptyl s, i = 1,2,....k. V praktickych situacich obvykle tyto vybéry
vzniknou tak, Ze zdkladni soubor rozdélime podle urcitého statistického znaku X do k skupin,
napf. vékovych, v kazdé z nich pak madme n, prvka, i = 1,2,....k. Znak X pak oznaCujeme jako
nezdvisly faktor, jehoz hodnoty pfedem stanovime, stanovime napft. v€kové skupiny takto: do
18 let, 19 az 29 let, 30 az 59 let, 60 a vice let, v tomto piikladu je k = 4. Hovofime proto Casto
o faktoru kontrolovaném. Dalsi ptiklady faktora: velikost rodiny, mésicni pfijem rodiny,
velikost podniku, typ ekonomické Cinnosti, apod. Hodnotami faktoru X jsou obvykle
kvalitativni (neciselné) veliciny, oznaujeme je symbolicky x,,x,,...,x, . Tyto hodnoty mohou,
ale nemuseji byt nutné€ vzdjemné usporadany.

Faktor X, jeZ nabyva k kvalitativnich hodnot, mtze, ale nemusi ovliviiovat hodnoty
statistického znaku Y, o kterém pfedpokldddme, Ze ma na rozdil od X kvantitativni (tedy
Ciselnou) povahu.

Cilem ANOVA je prave prokazat, Ze hodnoty kvalitativniho znaku X ovliviiuji hodnoty
kvantitativnitho znaku Y- zdvislého faktoru. Hodnoty znaku Y, které piisluSi hodnoté x,

faktoru X, oznaCujeme y,,y;,..,,, - Pro analyzu rozptylu je vyhodné uspofadat vychozi
udaje do prehledné tabulky, viz Tab. 1.1.

- 10 -
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Princip metody ANOVA, kterou prokazujeme zdvislost ¥ na X, spoCivd v tom, Ze
celkovou variabilitu méfenou souctem ctvercti odchylek od celkového primeéru rozdélime na
variabilitu uvnitf jednotlivych vybéri a na variabilitu mezi jednotlivymi vybéry.
V nésledujicim odstavci tento postup upfesnime.

Cislo Zjisténé hodnoty sledovaného znaku |Polet prvka |Pramér | Rozptyl
vybéru

1 Yirs Y1aseeos Yijoeeos Yipy n Vi 512

2 Yors YopreesYyjoees Yoy, n P S22

i Yits Yiasewos Yijseoos Yin, n; v, Si2

k ykl’yk2""’ylg'""’ylmk nk ik sk2
Celkem n y 5?

Tab. 1.1. Schéma vychozi tabulky analyzy rozptylu pro jeden faktor

Zdroj: Vlastni zpracovdni.

1.2 PREDPOKLADY ANALYZY ROZPTYLU S JEDNIM FAKTOREM

Predpokldddme, Ze faktor X ma k drovni (hodnot x,), s iinkem na znak Y, ktery lze

vyjadfit vztahem:
M =u+o,,i=12,.k

kde 4, je primér znaku Y v i-té skupiné (pfislusné k hodnoté faktoru x,),
M je celkovy pramér znaku Y,
«; je efekt hodnoty faktoru x; na znak Y.

Formulujeme nyni nulovou hypotézu Hy, Ze vSechny vybéry pochdzeji ze stejné zdkladni
populace (zdkladniho souboru), jinak fe¢eno, Ze hodnoty faktoru X nemaji na hodnoty znaku
Y Zadny efekt (vliv).

Budeme dale predpoklddat, Ze hodnoty ¢, pochdzeji z normdiné rozdélené populace
s nulovou stiedni hodnotou a konstantnim rozptylem o

Formulujeme nulovou hypotézu:

Hy: E(a,)=E(e,)=...=E(a,)=0,

proti alternativni hypotéze, ze Hy neplati, tudiz alesponl pro dve€ polozky, napft. i a j, plati:
H, : E(e,)# Ela,).

Symbolem E(Otl.) oznaCujeme stredni hodnotu nahodné veliCiny ;. Predpoklad
konstantniho rozptylu pro vSechny veliiny «,je podstatny, je ho mozno ovérit statistickym
testem, a to bud’ tzv. Bartlettovym testem, s nimZ se seznamite pozdé&ji. Normalitu rozdéleni
veliCéin @, lze taktéZ overit piisluSnym testem, napt. Chi-kvadrdt testem dobré shody,

znamym ze zdkladniho kurzu statistiky, viz Ramik (2003). V praxi obvykle pfedpokldddme
(na podkladé vécné znalosti problému), Ze zminéné dva predpoklady jsou automaticky
splnény a pii aplikaci ANOVA je jiz obvykle neovétfujeme.

-1l -
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Cilem, k némuz smétujeme, je bud’ prijmout nulovou hypotézu Hy, nebo Hy zamitnout
(na zvolené hladiné vyznamnosti). Jednd se tedy o béZny statisticky postup nazyvany festovdani
statistickych hypotéz, znamy ze zdkladniho kurzu statistiky, viz Ramik (2003). V piipadé
pfijeti nulové hypotézy vyvozujeme nezdvislost hodnot faktoru Y na faktoru X, jinak feceno:
faktor Y na faktoru X nezdvisi. V opacném piipadé (pfi zamitnuti Hy), konstatujeme, Ze faktor
Y na faktoru X zdvisi, neboli faktor X ovliviiuje Y.

1.3 POSTUP PRI ANALYZE ROZPTYLU S JEDNIM FAKTOREM

Celkovou variabilitu znaku Y zmétime vybérovym rozptylem

ZZ(y, -5f

n—1

2
N

(1.1)

V souvislosti s analyzou rozptylu se budeme zabyvat pouze Citatelem vySe uvedeného
zlomku, totiz souctem Ctverc odchylek zjiSténych hodnot y,od celkového priméru Yy,
pticemz primér vypocitime podle znamého vztahu: seCteme vSechny hodnoty a vysledek
podélime jejich poctem, tedy

n;

_ 1
:;ZZ%

i=1 j=1
Tento celkovy soucet ctvercii budeme oznaCovat symbolem S, .

k n;

$, =3y, -5/ (1.2)

i=1 j=1

Celkovému souctu ¢tvercl pifslusi pocet stupiiti volnosti df, =n — 1.

Variabilitu mezi skupinami budeme métit meziskupinovym souctem cCtvercii S ktery

y.m?

definujeme nésledovné
k
Sy,m :Zni(yi _y)z . (13)
i=1

Meziskupinovému souctu ¢tvercu piislusi pocet stupiiti volnosti df,, = k — 1.

Variabilitu uvnitf skupin oznacujeme jako vnitroskupinovou, nebo také rezidudlni
a pouzivame pfitom oznaleni S ,, pfiemZ definujeme vnitroskupinovy (rezidudlni) soucet
Ctvercii takto
ko
S =22, - ). (14)
i=l j=1

Vnitroskupinovému souctu ¢tvercu prislusi pocet stupiiti volnosti df, = n — k.

Aritmetickymi dpravami vySe uvedenych vzorcu lze snadno dokazat zakladni vztah
analyzy rozptylu, totiz, Ze celkovy soucet Ctvercii je roven sumé meziskupinového
a vnitroskupinového souctu ctvercii, symbolicky:

S, =8,,.,+S8,,- (1.5)
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Pro ovéfeni nulové hypotézy Hy pouZijeme statistiku:

Sy,m Sy,m

Fok=1_ W (1.6)
s, S,
n—k df,

kterd mé pii platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdéleni F(k—1,n—k). Kritické
hodnoty Fisherova rozdéleni Fa(dfl,dfz) jsou tabelovany pro rtzné hodnoty hladiny
vyznamnosti o a ruzné hodnoty parametrti (stupfid volnosti: degree of freedom) dfi a df> .
Nékdy se namisto kritickych hodnot tabeluji kvantily Fisherova rozdéleni F‘_(df,,df,).
Vztah mezi kritickymi hodnotami a kvantily je jednoduchy:

F,(df,.df,) = Fl,(df,.df,).

Napt. 5-ti procentni kritickd hodnota je rovna 95-ti procentnimu kvantilu pfi stejnych

hodnotéach parametra df; a df>.

Pro vypocet kritickych hodnot 1ze vyuZzit Excelu. Postupuje se pfitom takto: v hlavnim
menu postupné vybirate: Vlozit — Funkce — Statistické — FINV(a&;df; ; df>).
Postup testovani hypotézy Hy charakterizujeme nasledujicimi 3 kroky:

Krok 1. Zvolte hladinu vyznamnosti ¢ kterd pfedstavuje chybu 1. druhu,
tj. pravdépodobnost zamitnuti spradvné hypotézy. Praktické hodnoty hladiny vyznamnosti &
jsou: 0,1, 0,05, 0,01, nebo-li v procentech: 10%, 5%, 1%.

Krok 2. Vypoctéte hodnotu statistiky F podle vzorce (1.6), pfiCemZ pro hodnoty
meziskupinového souctu Ctverci S, a pro vypocet vnitroskupinového souctu Ctvercli S,
pouzijte vzorce (1.3) a (1.4). Vypocetn€ vyhodnéjsi, napf. pro vypocet na kalkulace, jsou
ndsledujici vzorce:

ko 5 1 k on 2
&=ZZm—ﬂZZml, (1.7)

i=l j=1 i=1 j=1

2
k _ 1 k
Sym =Z"iyf——£ZZy,,) : (1.8)
i=1 n\ izt j=1
Kvypoctu S, lze vyuzit zdkladnitho vztahu (1.5) a pravé uvedenych vztahu (1.7)
a (1.8):

Krok 3. Porovnejte hodnotu statistiky F vypoctené v Kroku 2 s kritickou hodnotou
F, (k -Ln- k). Vysledek tohoto porovnani muze byt dvoji:
L Plati F< F, (k—1,n—k).

Potom se nulova hypotéza Hy prijimd (nezamitd) a tudiZ se konstatuje, Ze
hodnoty faktoru X nemaji na hodnoty znaku Y statisticky vyznamny vliv (na zvolené
hladin€ vyznamnosti). Jinak feceno, faktor X je neiicinny.

- 13-
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Il.  PlatiF>F, (k—1,n—k).

Potom se nulova hypotéza Hy zamitd, ptijim4 se hypotézu alternativni H;, a tudiz se
konstatuje, Ze hodnoty faktoru X maji na hodnoty znaku Y statisticky vyznamny vliv. Jinak
feceno, faktor X je ucinny.

Podafi-li se vySe uvedenym testem prokdzat, Ze hodnoty faktoru X maji na hodnoty
znaku Y statisticky vyznamny vliv, mohou nés zajimat dalsi informace o tom, které skupiny se
vyznamné odliSuji od primeéru, eventualné jak skupinové prameéry sefadit, pripadné zatadit do
spolecnych celkd. V krajnim piipadé by se totiz mohlo stit, Ze vyznamnost rozdilnosti k
skupin zptisobuje jedina skupina a ostatni skupiny se navzajem nelisi. Touto problematikou se
touto problematikou zde nezabyvat nebudete, zdjemce odkazujeme na literaturu, viz napf.
Andél (2007).

Metoda analyzy rozptylu je zaloZena na predpokladech shody rozptyla v jednotlivych k
skupindch. Pokud jsou pfedpoklady splnény, pak popsand metoda ANOV A poskytuje nejlepsi
vysledky — je nejucinnéjsi. Neni-li tento pfedpoklad splnén, pak pouZiti vySe uvedeného testu
muze poskytnout nespravny vysledek. V takovém piipadé lze pouzit jiné metody, napf.
Kruskal-Wallisova ANOVA, kterd pouzivd Chi-kvadrat test, s niZ se sezndmite v priSti
kapitole.

V Excelu jsou k dispozici funkce, které umoziuji feSit jednofaktorové i vicefaktorové
ulohy ANOVA. Naleznete je v hlavnim menu: Néstroje — Analyza dat - ANOVA: jeden
faktor... V tomto textu se s nimi naucite pracovat.

1.4 MIRA TESNOSTI ZAVISLOSTI

Variabilita podminénych (skupinovych) primeéra y, kolem celkového priméru y je
zpusobena zavislosti znaku Y na znaku X. Tuto variabilitu jsme vyjadfili meziskupinovym
souCtem Ctvercd S, . Variabilita znaku Y uvnitf jednotlivych skupin — vyjddfena

vnitroskupinovym (rezidudlnim) souctem Ctvercii S, ,, je zpiisobena jinymi (neuvaZzovanymi)
Ciniteli. Cim vétsi je S, tim vétdi je tésnost zdvislosti znak X a Y. ProtoZe vSak jsou
jednotlivé souclty Ctvercu vzdjemné vazany vztahem (1.5), 1ze miru tésnosti zavislosti vyjadrit

jako podil meziskupinového a celkového souctu Ctvercu. Zavadime proto jako miru tésnosti
zéavislosti znaku Y na znaku X pomér determinace P? takto:

S
p?P=—n, 1.9
S (1.9)

y
Odmocninu z pomeéru determinace P nazyvame pomeér korelace.

Yev s

sV 2

tim vice se hodnota pomé&ru determinace bliZi k 1, tim vice se také vnitroskupinovy soucet
Ctverct blizi k celkovému souCtu Ctverct, piicemz meziskupinovy soucet Ctvercu se blizi k
nule. Naopak, ¢im vice se pomeér determinace blizi k O, tim menSi €ast z celkového souctu
Ctverch tvoii meziskupinovy soucet Ctverct (na dkor vnitroskupinového), a tim mensi je
tésnost zavislosti znaku Y na X. Zpasob vypoctu determina¢niho a korelatniho poméru si
procvi¢ite na numerickych piikladech. V Excelu bohuzel funkce pro vypocet pomeéru
determinace nebo korelace chybi, musi se proto k vypoctu pouZit vzorce (1.9).
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Uvédomte si viak, e pomér determinace P* je ndhodnd veli¢ina (jakoZto podil dvou
veli¢in — souctu Ctvercu, které jsou samy nahodnymi veli¢inami), proto miize byt vysledkem
kladné Cislo i v piipadé, Ze vysledkem ANOVA je fakt, Ze zkoumany faktor neni statisticky
vyznamny, neboli sledovand veli€ina na faktoru nezdvisi. V takovém piipad¢ by logicky mélo
platit, Ze pomé&r determinace P’ je nulovy, tj. P? = 0. Tento zdanlivy rozpor vysvétlujeme
statistickym pfistupem: testem statistické hypotézy. V tomto piipadé je nulovd hypotéza
Ho: P? = 0. Jako testové kritérium se pouZzije statistika F ze vzorce (1.6).

Pokud plati F < F, (k—1,n—k), potom se nulovd hypotéza Hy pfijimd (a tudiZ

konstatujeme, Ze hodnoty faktoru X nemaji na hodnoty znaku Y statisticky vyznamny vliv na
zvolené hladin€ vyznamnosti) a pomer determinace (samoziejme i pomer korelace) je roven
nule, jinak feceno, je statisticky nevyznamny.

V opacném piipad€ se nulovd hypotéza zamitd a pomér determinace je statisticky
vyznamny. Hodnota poméru determinace i poméru korelace je nenulova. V tom piipadé ma
smysl hovofit o sile zdvislosti veliiny Y na faktoru X.

RESENY PRIKLAD 1.1

Na testovacim okruhu byla testovdna pI'l;lméI'Ilfl spotieba tii automobila téZe tiidy
raznych vyrobci Skoda, Renault a Fiat. Ridi¢ absolvoval skazdym automobilem
5 testovacich jizd. Tabulka ukazuje spotiebu benzinu na 100 kilometr(i v jednotlivych jizdach.

Automobil Spotreba
Skoda | 7478 68 76 8.1
Renault | 6,7 | 72 83 7,1 7,5
Fiat 68169 73 79 176

Na hladin€ vyznamnosti a = 0,05 zjistéte, zda ma typ automobilu vliv na spotiebu
benzinu. V kladném ptipadé€ vypocltéte determinacni a korela¢ni pomér.

Reseni:
Chceme zjistit zavislost znaku Y (primérnd spotieba) na jediném znaku X (vyrobce
automobilu). Provedeme proto jednofaktorovou analyzu rozptylu.

Faktor X ma tfi hodnoty: x;= Skoda, x, = Renault, x3 = Fiat, tzn. k = 3, s pocty hodnot
ny=ny =n3 =35 v kazdé z nich budeme testovat nulovou hypotézu
Ho: E(a) = E(a) = E(ap) =0, tj. prumérna spotieba je u v§ech vozidel stejna.
Alternativni hypotéza H, je negaci nulové hypotézy.

Nejprve vypocitime podminéné primeéry y,,y,, Vs,

5
Zyu

5, = = =7,4+7,8+...+8,l=7’54
5
)
Yaj
_ i T+72+...+7
y2=,1 :6, 2+ +’5=7,36
5 5
)
REY,
_ = 8+6,9+...+7,
y3=,1 =68 6,9 627’3

5 5
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a celkovy prameér znaku Y

= 74 .
15

Ddle vypocitime pomoci vztaht (1.2), (1.3), popt. (1.7), (1.8) soucty Sy a Sy,,.

Dy T4+78+.47.6
y = =
n

3 5
— 2 2 2 2
Sy=Z;Z‘;(y,~,-—y) = (74-T4)2+(78-T4) +. . +81-74)7 +
i=1 j=

+(6.7-74)7 +(12-74)"+..+(1.5-74)" +
+(68=74)2+.. +(7,6-74)* =34

3
S =21 =) =53, =) +5(5, - 9> +5(3; - 5)° =
i=1

=5(754-74)* +5(7,36-7,4)* +5(7,3-7,4)* =0,16.

Soucet Sy,, md k - 1 stupnili volnosti, v nasem piipade¢ df,,=3 -1 =2.
Pomoci souctt S, a Sy, dopocitime soucet S,,, nebot’ Sy = Sy, + Sym.
Proto

Spw=8y—-8m=34-0,16=3,24.
Soucet Sy, md n — k stupiiti volnosti, proto df, = 15 -3 = 12.

Testové kritérium F vypocitdme podle vztahu (1.6):

S 016
k-1 2

F = = = 2 .
s, 340
n—-k 12

Pro stanoveni kritického oboru C najdeme v tabulkdch kritickych hodnot
Fo(k — 1, n — k) kritickou hodnotu Fys(2, 12) = 3,89 (ovéite v Excelu pomoci funkce FINV).
Kriticky obor je proto interval od 3,89 do nekonecna, tj.
C =(3,89,4).

Ziejmé plati 0,296 < 3,89, tzn. F' ¢ C, proto nulovou hypotézu Hy pfijimame.

Znamena to, Ze faktor X-vyrobce automobilu je nedc¢inny nebo-li, Ze primérnd spotieba
benzinu neni statisticky vyznamné ovlivnéna vyrobcem automobilu. Pomér determinace
i korelace je tedy O.
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RESENY PRIKLAD 1.2

Rozhodnéte, zda velikost vynosu petrzele (faktor Y) zavisi na pouzitém druhu hnojiva
(faktor X). Pokud zavisi, pak pomoci determinaniho poméru zjistéte tésnost této zdvislosti.

Data jsou uvedena v ndsledujici tabulce, pouZzijte hladinu vyznamnosti 0,05.

Hnojivo Vynosy (1kg/10 m®)
A 40 42 45 40 44 47
B 76 75 82 68
C 60 58 62 64 70
Reseni:

U tohoto piikladu si ukdZeme feSeni s pomoci Excelu. Nejprve vSak piiklad vyreSime
klasickym postupem.
K vypoctu hodnot souctd ctverci Sy, a Sy, potfebujeme znit celkovy primeér y
a podminéné primeéry y,,y,, y; -
6
20
_ ‘A 40+424+...+47
yl = = =
n, 6
yz = 75,25;?3 = 62’8’
3 —
n.vy.
2.7  43-6+75.25-4+62.8-5
n 15

43,

y= =58,2.
Nyni jiz miiZeme vypocitat soucty Sy, a Sy, podle vztahti (1.2), (1.3)
S, =>(y; — ¥’ =(40-582)* +...+(47-582)" +
ij
+(76—582)" +...+(68—582)" +
+(60—582)° +...+(70—58,2)* = 28784,

3
S = Zni(yi —¥)* =6(43—58,2)* +4(75,25—58,2)* +5(62,8 —58,2)> =265485.

i=l

Som 2654,85
P PSR . — k_l —_ 2 ja—
Hodnota testového kritéria je F = SW = 2878.4- 2654.85 =71,26.
n—k 12

Kritickd hodnota je Fops(2, 12) = 3,89 a je mnohem mensi nez hodnota testového
kritéria F. Proto nulovou hypotézu zamitdme a konstatujeme, faktor hnojiva vyznamné
ovliviiuje hodnoty vynosu petrzele.

Hodnotu determinaéniho poméru P> zjistime dosazenim hodnot S,,, a S, do vztahu (1.9).

2654
P’ = 654,85 =0,92.

28784

Hodnoty determinacniho poméru blizké 1 svédCi o vysoké zdvislosti faktoru Y na
faktoru X. Hodnota 0,92 proto znamend, Ze zavislost vynosu petrZele na pouzitém druhu
hnojiva je vysoka.
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Analyza rozptylu (ANOVA) — jeden faktor

ReSeni pomoci Excelu:

Nejprve je zapotiebi pfipravit v Excelu data. Jednotlivé hodnoty y;; pro faktoru Y pro
hodnotu x; faktoru X uspofdddme do fadks, podobné jako v tabulce v zadani. V prvnim
sloupci umistime kvuli lepSi orientaci nazev hodnoty faktoru (popisky) x;, v tomto piipade
nazev hnojiva: A, B, C. Data ve worksheetu Excelu vypadaji tedy naptiklad takto:

A B C D E F G H
1]A 40 42 45 40 44 47
2 (B 76 75 82 68
3|C 60 58 62 64 70
4

Data je mozné uspofadat také do sloupct, pfitom do prvniho fadku umistime nazvy
hodnot faktoru X (popisky). To je vyhodné zejména u velkého mnoZstvi dat, tj. pro velkou
hodnotu poctu dat n.

Dile otevieme v hlavnim menu postupné polozky:

Data — Analyza dat... - ANOVA: jeden faktor

Pokud se tam polozka Analyza dat nevyskytuje je ji zapotiebi doinstalovat (viz zacatek
této kapitoly).

Zvolite-li pak prvni polozZku ANOVA: jeden faktor, otevie se zaddvaci okno, kde
postupné¢ zadate:

Vstupni oblast: $A$1:$G$3

Sdruzit: zakliknete tlagitko Rddky (je moZné usporadat data do sloupcti, pak oviem
zakliknete tlacitko Sloupce

Popisky v prvnim sloupci — zakliknete

Alfa: 0,05 (hladina vyznamnosti je predvolena, 1ze ji vSak zménit)

Vyistupni oblast: $A$5 (levy horni roh vystupni oblasti)

Potvrdite OK

ObdrZzite nésledujici vystup, kterého “levy horni roh” zacind v bufice A5 nadpisem
Anova jeden faktor:
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{iéé} Hinii 8 5 Seditl - Microsoft Excel ” -8 Xx
E o e z e =
- Du ‘u’Inl Rozlozstranky ic ia ﬁ Zob@em l”‘u'r - x
B @ (=] Al E ]_7 _.'_] g = j' P _!gpf«nalyza dat
T G %y Reiitel
Na'ﬁst Aktui:llizmrat = il Sefadit | Filtr 7 Text dEJ Ode_br?t . Osnova
externi data ~ vie ™ 22 || sloupcd.., stejné = &
Pripojeni Sefadit a filtrovat Datové nastroje Analjza
K4 - 5| v
A B C D E F G H | J
1|A 40 42 45 40 44 437
2 B 76 75 82 68
3 |C 60 58 62 64 70
4
5 Anova: jeden faktor
&
7 Faktor
8 | Vybér Pofet = Soudet Primér Rozptyl
9 |A 6 258 43 8 =
10 |B 4 301 75,25 32,91667
11|C 5 314 62,8 212
11
13
14 | ANOVA
15 roj varigbil 5§ Rozdil MS F Hodnota P F krit
16 [Mezivybé 2654,85 2 1327425 71,2552 2,19E-07 3,885294
17 |[Wsechnyv 223,55 12 18,62917
18
19 Celkem 28784 14
M 4+ MW | Listl  List2 - List3 ¥2 Il )
Pipraven | [ JEIE | 100 3 E;i—@—t;!

V prvni tabulce s ndzvem Faktor jsou uvedeny zdkladni statistické tudaje o datech:
Pocet, Soucet, Praimér a Rozptyl.

Ve druhé tabulce nazvané ANOVA jsou uvedeny vypocty metodou ANOVA, jednotlivé
polozky maji ndsledujici vyznam:

Mezi vybéry = meziskupinovy

Vsechny vybéry = vnitroskupinovy

Celkem = celkovy

SS = Soucet ¢tverct (Sum of Squares)

Rozdil = stupeii volnosti (DF — Degree of Freedom)
MS = Primér ¢tverct (Mean Square)

F = testové kritérium = 71,25

Hodnota P = Signifikance (p-hodnota) =

0,000000219 <0,05 =«

F krit = kriticka hodnota rozdéleni F = 3,89

Hodnoty ziskané te

Senim v Excelu jsou stejné jako pfi pouZiti ,,runiho* vypoctu, proto

1 z4avery jsou stejné. V Excelu mdme navic vypoctenu p-hodnotu testu (tzv. signifikanci),
kterd, pokud je mensSi nez zvolend hladina vyznamnosti &, znamend, Ze nulovou hypotézu
zamitidme. V opaném ptipad€ nulovou hypotézu nezamitdme (pfijimame).
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Analyza rozptylu (ANOVA) — jeden faktor

E 1.5 SAMOSTATNE UKOLY

1.1 Pan Novdk miZe jet do zaméstndni &tyfmi roznymi trasami. Ctyfikrat projel
jednotlivé trasy a zaznamenal si dobu, po kterou jel do zamé&stndni. Na hladin€ vyznamnosti
a= 0,01 zjistéte, zda zdleZi na tom, kterou trasou pojede.

Cesta 1 Cesta 2 Cesta 3 Cesta 4
22 27 26 28
26 29 33 30
25 26 25 32
30 28 30 26

1.2 Ucitel fyziky zkoumal, jaky vliv ma druh zkuSebniho testu na jeho uspéSnost.
Vytvofil tii typy stejné obtiznych testd a ndhodné je rozdal mezi studenty ve tiideé. Tabulka
uvadi bodové zisky studentd v jednotlivych testech. Na hladiné€ vyznamnosti &= 0,05 zjistéte,
zda ma typ testu vliv na dspéSnost studentd.

Typ testu
T1 T2 T3
75 72 64
90 78 78
70 94 70
90 78 90
85 50

1.3 Ve vepiiné zjistovali, jestli vdhové pfirastky vepit zavisi na pouzitém druhu
krmiva, ¢i nikoli. Na hladiné vyznamnosti &= 0,05 rozhodnéte, zda jsou vahové pfirastky pro
razna krmiva rizné, eventualné zjistéte, ktery druh krmiva dava nejmensi vahové pfirastky.

Krmivo
A B C
21,5 19,9 23,7
22,8 243 22,5
26,3 20,1 20,6
24.2 20,9 21,4
25,6 21,1
28,1

1.4 Vyroba soucastek muaze v podniku probihat na jednom ze Ctyf rozdilnych stroju.
I kdyz kazdy stroj provadi stejné operace, mé kazdy svd specifika. Na hladin€é vyznamnosti
a= 0,01 testujte hypotézu o tom, Ze pocet vyrobenych souastek neni ovlivnén volbou stroje.
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Stroj
A B C D
93 108 123 133
98 153 143 163
80 123 150 168
88 158 165 145
60 143 140 130

s

1.5 Skolsky dfad Karvind chtél srovnat troveii znalosti maturantl gymndzii okresu
Karvind. Za timto ucelem byl vytvofen test zahrnujici otdzky ze vSech oblasti uciva a zadan
ndhodné vybranym studentd jednotlivych $kol. Bodové vysledky studentd jsou uvedeny
v nésledujici tabulce.

Gymnazium | Gymnazium |Gymnazium|Gymnazium | Gymnazium
Karvind | Cesky Té&in | Bohumin Orlova Havirov
79 62 74 73 86
86 54 81 67 52
49 88 64 59 61

72 76

a. Na hladiné vyznamnosti a= 0,05 zjistéte, je-li prumérnd droven maturantti jednotlivych
Skol stejna.
b. Jak ovlivni vysledek prizkumu zména hladiny vyznamnosti na 0,01?

1.6 RESENi UKOLU, VYSLEDKY

1.1 F=1,0 Fkrit=5,95 p-hodnota =0,43 — Hy pfijimdme (je jedno, kterou cestu zvoli).
1.2 F=1,43 Fkrit=3,98 p-hodnota = 0,28 — Hy pfijimdme (typ testu neméa vliv na dspech).
1.3 F=47 Fkrit=3,89 p-hodnota=0,03 — Hy zamitdme (krmivo m4 vliv, nejvice A).

14 F =15,02 F krit = 5,29  p-hodnota = 0,000 — Hy zamitime (typ stroje ma vliv).

1.5a) F=0,12 Fkrit =3,26 p-hodnota = 0,97 — Hy pfijimame (Skola nema vliv).
b) F=0,12 Fkrit=5,41 p-hodnota = 0,97 — Hy pfijimdme (§kola nema vliv).
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2 ANALYZA ROZPTYLU (ANOVA) - DVA A VICE
FAKTORU

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Jednofaktorovd metoda ANOVA, kterou prokazujeme zavislost znaku (faktorti) ¥ na X, pro
nez jsou k dispozici piislusna data, spociva v tom, Ze celkovou variabilitu méfenou souctem
¢tverct odchylek od celkového primeéru rozdélime na variabilitu uvnitf jednotlivych vybért
ana variabilitu mezi jednotlivymi vybéry. Cilem, k némuZz smétfujeme nyni, je situace, kdy
budeme uvazovat, Ze se kromé tiidéni do skupin vyskytuji dalsi faktory, fikdme jim bloky,
podle nichz vysledky (tj. hodnoty znaku Y) rovnéz tfidime.

2.1 ANALYZA ROZPTYLU SE DVEMA FAKTORY

U analyzy rozptylu s jednim faktorem jste uvaZovali vysledky tfidéné podle jistého
kvalitativniho znaku X do né¢kolika (konkrétn€ do k) skupin o rozsazich n,,n,,...,n,. Proto
v tomto ptipadé hovoiime také o ANOVA pii jednoduchém tfideéni, neboli tfidéni podle
jednoho faktoru. V této kapitole budeme uvaZovat situaci, kdy se kromé tfidéni do skupin,
vyskytuji dalsi faktory, fikdme jim bloky, podle nichz vysledky (tj. hodnoty znaku Y) rovnéz
tfidime. Prehlednd situace vznikd, kdyZ kromé prvniho faktoru uvazujeme jesté faktor druhy,
fikame pak, Ze je tfidime do bloka a v takovém piipadé se jedna o dvoufaktorovou ANOVA.
Formélné¢ vzato je ANOVA, at jednofaktorovd, dvoufaktorovd nebo vicefaktorova,
parametrickym testem statistické hypotézy, s nimZ jste se sezndmili v zdkladnim kurzu
statistiky. Tato tzv. klasicki ANOVA vychdzi z pfedpokladu normality rozdé€leni hodnot
uvazovanych faktord. Pokud je takovy pfedpoklad neudrzitelny, lze pouzit jiného typu
ANOVA, tedy neparametrického testu statistické hypotézy (tento pojem si pfipomeiite ze
zakladniho kurzu statistiky). Konkrétné se v této kapitole sezndmite s Kruskal-Wallisovu
verzi ANOVA, kterd vyuziva Chi-kvadrat test statistické hypotézy.

U analyzy rozptylu s jednim faktorem jsme uvaZovali vysledky tfidéné podle jistého
kvalitativniho znaku X do né¢kolika (konkrétné do k) skupin o rozsazich n,,n,,...,n,. V tomto
odstavci budeme uvazovat situaci, kdy se kromé tfidéni do skupin, vyskytuje dalsi faktor,
podle n¢hoz vysledky (tj. hodnoty znaku Y) rovnéz tiidime, tfikdme, Ze je tfidime do blokii.
Zacneme vyklad ptikladem zndmym jiZ z pfedchozi kapitoly.

Priklad 1.  Testovacimi jizdami na zkuSebnim okruhu se zjistuje primeérna spotieba paliva
automobilu Octavia pfi pouziti benzinu od riznych vyrobci (napf. Aral, Shell, Benzina,
Slovnaft). VSechny testy provede jeden fidi¢, kdyZz s kazdym druhem benzinu uskutecni
nekolik testovacich jizd, a to tak, Ze pro kazdou znacku benzinu uskute¢ni jiny pocet jizd.
Zjisténé vysledky testq, tj. zméfené pramérné spotieby na 100 km, podrobime jednofaktorové
analyze rozptylu, kterd ndm umozni zjistit, zda znacka (tj. vyrobce) pouZitého benzinu ma
vliv na primérnou spotiebu automobilu.

Priklad 2. Nyni budeme uvazovat podobnou situaci, kdy vysledky testd byly ziskany
raznymi fidi¢i (napf. A, B, C, D, E, F), a to tak, Ze kazdy fidi¢ uskute¢nil jednu testovaci jizdu
s kazdou znackou benzinu. Vysledky testd proto budeme Clenit nejen podle znacky benzinu -
do skupin (1. faktor), ale také podle testovacich fidi¢i - do blokd (2. faktor). Podle

_22-



Jaroslav Ramik a Radmila Stoklasovd; STATISTICKE ZPRACOVANI DAT

predpokladii je nyni pocet vysledka ve vSech skupinach stejny a je roven poctu fidica (kazdy
fidi¢ jel s jednou znackou benzinu jedenkrat). Zjisténé vysledky podrobime dvoufaktorové
analyze rozptylu, kterd umozni jednak zjistit, zda znacka (tj. vyrobce) pouzitého benzinu ma
vliv na pramérnou spotifebu automobilu, jednak zjistit, zda rGzni fidi¢i maji vliv na tuto
spotiebu.

Priklad 3.  Nyni budeme uvaZovat stejnou situaci jako v ptikladu 2, pfitom vysledky testu
byly ziskany raznymi fidi¢i (napt. A, B, C, D, E, F), a to tak, ze kazdy fidi¢ uskute¢nil tii
testovaci jizdy s kaZzdou znaCkou benzinu. ZjiSténé vysledky podrobime dvoufaktorové
analyze rozptylu s opakovdnim, kterd umoZni jednak zjistit, zda znaCka (tj. vyrobce)
pouzitého benzinu ma vliv na primérnou spotiebu automobilu, jednak zjistit, zda rtzni fidici
maji vliv na tuto spotfebu.

Na konci této kapitoly budou vSechny tfi piiklady podrobné analyzovdny na konkrétnich
Ciselnych datech. Nyni budeme postupovat ve vykladu s obecnymi daty, nejprve pro piipad
popsany v piikladu 2. Takovad data, podobné& jako u jednofaktorové analyzy rozptylu,
usporaddame do prehledné tabulky Tab. 2.1.

Hodnoty sledovaného znaku
y Cislo bloku
Cislo 1 2 J r Prumér
skupiny skupiny
1 yir | Yi2 Yij Yir Vie
2 V2| Yo | e | Yy | e | Yor Ve
i Yo | Yo | e | Vi | e | Vi Vi
k Yo | Ve | e | Yoo e | Y Vi
Pramér Ya | Yo | = | V| = | Ve, y
bloku

Tab. 2.1. Schéma vychozi tabulky analyzy rozptylu pro dva faktory

V Tab. 2.1. znatime symbolem Yy, primér v i-té skupin€, symbolem Y, oznalujeme

pramér hodnot v j-tém bloku, symbolem y znaéime celkovy primeér.

Celkovy soucet ctvercii (celkovou variabilitu) oznaCujeme stejné, jako v (1.2), tedy:

SﬁZk:Zr:(y,j —Y)z. 2.1)

i=1 j=1

Variabilitu mezi skupinami budeme métit meziskupinovym souctem cCtvercii S ktery

y.m?

definujeme nésledovne:

k

Sym=r2 (70 -3)" 2.2)

i=1
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Meziskupinovému souctu ¢tvercu piislusi pocet stupii volnosti df,, = k — 1.

Variabilitu mezi bloky budeme méfit meziblokovym souctem ctvercii S, ,, ktery definujeme

b
nasledovneé:

S, = kZ(y, -3) . 2.3)

Meziskupinovému souctu ¢tvercu piislusi pocet stupiiti volnosti df, = r —1.

Variabilitu uvnitf skupin oznacujeme jako vnitroskupinovou, nebo také rezidudlni
a pouzivame pfitom oznaceni S, , pfiCemZ definujeme vnitroskupinovy (rezidudlni) soucet
Ctvercti takto

Sy,vzzkzzr:(yij—yi.—iﬂrﬂz' (2.4)

i=1 j=1

Vnitroskupinovému souctu ¢tvercu piislusi pocet stupnu volnosti df, = (k— 1)(r — 1).
Aritmetickymi dpravami vySe uvedenych vzorcl lze dokazat totiz, ze celkovy soucet
Ctvercii je roven sumé meziskupinového, vnitroskupinového a blokového souctu ctverci,
symbolicky
S, =8, +S,,+S,,. (2.5)

Tento vztah se nazyva zdkladni vztah dvoufaktorové analyzy rozptylu.

2.2 PREDPOKLADY ANOVA SE 2 FAKTORY

Predpokladdme, ze faktor X; mé k drovni, faktor X, md r drovni s efektem na znak Y,
ktery lze vyjadrit vztahem

dy=p+a, + B, i=12,.k j=12,.r (2.6)

kde  4; je primér znaku Y v i-t€ skupiné a j-tém bloku,
M je celkovy pramér znaku Y,
«; je efekt hodnoty faktoru X na znak Y,
B, je efekt hodnoty faktoru X; na znak Y.

V modelu (2.6) nejprve predpokladame, ze efekty obou faktord na znak Y jsou aditivni
a vzdjemné nezdvislé, tj. bez vzdjemnych interakci. Tento pfedpoklad ndm umozni oddélit od
sebe hypotézy o efektech jednotlivych faktora.

Formulujeme nejprve nulovou hypotézu, Ze vSechny skupiny pochdzeji ze stejné
zékladni populace (zdkladniho souboru), jinak feCeno, Ze hodnoty faktoru X; nemaji na
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hodnoty znaku Y Z4dny efekt (vliv). Budeme tedy v nulové hypotéze predpoklddat, Ze «,

pochazeji z normdlné rozdélené populace s nulovou stiedni hodnotou a konstantnim rozptylem
o, tedy formulujeme nulovou hypotézu

Hy: E(e,)=E(a,)=...= E(a,)=0,

proti alternativni hypotéze, Ze Hy neplati, tudiz alespofi pro dvé hodnoty, napft. i a j,
plati:

H, : E(a,)# Ela,).

Cilem, k némuz smétujeme, je prijmout nulovou hypotézu Hy, eventudlné Hy zamitnout
(na zvolené hladiné vyznamnosti). Pro ovéreni nulové hypotézy Hy pouZijeme statistiku:

Fo__ k=1 2.7)
y.v

(k=1)(r-1)

kterd mé pfi platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdéleni F(k—1,(k—1)(r—1)). Kritické
hodnoty 1ze nalézt v tabulkdch, nebo lze vyuZit funkce z Excelu: FINV(a;k — 1;(k — 1)(r — 1)).

Dile formulujeme nulovou hypotézu, Ze vSechny bloky pochdzeji ze stejné zakladni
populace (zdkladniho souboru), jinak fe€eno, Ze hodnoty faktoru X, nemaji na hodnoty znaku
Y 7Zadny efekt. Budeme tedy v nulové hypotéze ptedpokladat, Ze S, pochdzeji z normdiné

rozdélené populace s nulovou stiedni hodnotou a konstantnim rozptylem ¢, tedy formulujeme
nulovou hypotézu

Hy : E(B)=.=E(f)=0,

proti alternativni hypotéze, ze Hy” neplati, tudiz alesponi pro dvé hodnoty, napt. i" #i”,
plati

Hy :E(B)#EQS.) .

Pro ovéfeni nulové hypotézy Hy” pouZijeme statistiku:

y.b

F=—-1t=l (2.8)
y.,v

(k=1)(r-1)

kterd m4 pfi platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdéleni F(r —1,(k —1)(r — 1)) .

Zasadni rozdil mezi dvoufaktorovou a jednofaktorovou analyzou rozptylu spocivé
vtom, Ze u jednofaktorové ANOVA neuvaZujeme pusobeni dals$iho faktoru, zatimco
u dvoufaktorové ANOVA tak ¢inime. Tento rozdil je vyjaddien ve vypoctu testového kritéria
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(2.7) a (2.8), kde se ve jmenovateli zlomku vyskytuje ¢len (k — 1)(r — 1). Kdybychom na
stejnou situaci aplikovali pouze jednofaktorovou ANOVA, pak by ve vypoctu hodnoty
testového kritéria podle vztahu (1.6) byl na stejném misté€ Clen (n — k) nebo Clen (n — r), podle
toho, zda bychom brali v dvahu skupiny nebo bloky. Tento rozdil muze zapfiCinit rozdilné
vysledky ziskané jednofaktorovou nebo dvoufaktorovou ANOVA!

RESENY PRIKLAD 2.1

Testovacimi jizdami na zkuSebnim okruhu se zjistuje primérnd spotfeba benzinu
Natural 95 automobilu Octavia pfi pouziti benzinu od raznych vyrobct (Aral, Shell, Benzina,
Slovnaft). Bylo vybrano 6 tidica A, B, C, D, E, F, z nichz kazdy absolvoval s kazdym typem
benzinu jednu zkuSebni jizdu. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte, je-li primérnd spotieba
paliva zavislé na typu pouZitého benzinu a na tom, ktery tidi€¢ s vozem jel.

Rididi
Znacka benzinu A B C D E F
Aral 75 6,9 7,9 7,3 6,9 7,8
Shell 7,6 7,2 7,5 8,0 7,3 8,2
Benzina 7,2 8,1 7.8 7,6 7,8 6,9
Slovnaft 7,0 7,3 7,2 7,5 8,2 7,7

ReSeni:

Maite za tkol prozkoumat zdvislost primérné spotieby (znak Y) na typu pouZzitého
benzinu (znak X)) a na fidi€i (znak X), ktery s vozem jel.
Znak X; ma k= 4 skupiny, znak X, ma r = 6 bloka.
Pro faktor X; formulujeme nulovou hypotézu:
Ho: E(a)=E(op)=E()=E(au), (2.9)
proti
H;: neplati (2.9), tj. primérnd spotieba zavisi na pouzitém druhu benzinu.

Pro faktor X, formulujeme nulovou hypotézu

Hy: E(B)=E(By)=...=E(fs). (2.10)
proti alternativni hypotézeH'l: neplati (2.10), tj. primérna spotieba benzinu zavisi na fidici,
ktery s vozem jel.

Pro ovéfeni té€chto hypotéz, tj. pro vypocet testovych kritérii, musime znat hodnotu
souctl Sy, Sy,y a Sy.
Nejdrive vypocitime podminéné praméry y, ,i=1,2,3,4, y jo j=1,2,...,6 a také
celkovy prumér y .
- _15+69+...+78

Y 6 =7,38,

dalsf priméry y, ,y;,y, vypocitime analogicky, viz Tab. 2.2.
_ 15+7.6+72+
y,] = 4 7 = 7’33 D)

dalsf priméry y,,...,y, vypoCitime analogicky. Celkovy primeér je
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5= 7,54+69+...+7,7 ~7.50.
24
Hodnoty vSech prumérd jsou uvedeny v tabulce. Nyni lze pfistoupit k vypoctu jednotlivych

souctl:

_rZ(yl—y) =6-((7.38-7.5) +...+(7.48-757 | = 0.21.

S, =k (5, —yF =4 [7.33-7.58 ...+ (7.38- 7.5 ]=035.

Potiebujeme znat i hodnotu souctu S),, z praktického hlediska je vSak vyhodnéjsi vypocitat
hodnotu souctu Sy. Soucet Sy, pak snadno dopocitdme, nebot’ S, = S,,,,+S,,,+Sy.5.

:ZZ(ylj—y) (7.5-7.5)7 +(6.9-7.5) +...+(7.8-7.5) +

+(7,6-75) +...+(82-75 +...+(7,7-7,5)* =3,79.
Potom vypocitdme

Syv=3S8y = Sym = Syp =3,79-0,21 - 0,36 = 3,22.
Pro ovéfeni hypotézy Hy ur€ime testové kritérium F

Sym 0,21

k-1 3
F = = = .
! S 3,22 0,32

v
(k—1)(r-1) 3-5

V tabulce kritickych hodnot F-rozdéleni nebo pomoci Excelu najdeme

Fo05(3,15) = FINV(0,05; 3,15) = 3,29.

Protoze 0,32 < 3,29, pfijimdme Hy, coZ znamend, Ze pouZitd znaCka benzinu nemd na

pramérnou spotiebu vliv.

Pro ovéfeni hypotézy H, urCime testové kritérium F,

S 0,36
F = r_l = = .
) < 55 =03

v
(k-1)(r-1) 3-5
Fo05(5,15) = FINV(0,05; 5,15) =2,9.
ProtoZe 0,33 < 2,9, pfijimdme i hypotézu H,, tzn., Ze ani volba fidi¢e nemd na primérnou
spotiebu statisticky vyznamny vliv.
Na rozdil od jednofaktorové ANOVA jsme zde v obou situacich uvazovali soucasné puasobeni
dvou faktori!

Rididi
Zn. benzinu A B | C| D E F Pruméry
Aral 75 691791736978 7,38
Shell 76 | 7275|8073 82 7,63
Benzina 72 |81 |78 |76 78] 69 7,57
Slovnaft 70 | 73|72 |75 82|77 7,48
Pruméry 7,33 |7,38] 7,6 | 7,6 |7,55]7,65 7,50
Tab. 2.2. Pruméry
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Nakonec si jesté ukaZeme feSeni pomoci Excelu. VyuZijeme pfitom funkci menu:
Néstroje — Analyza dat... - ANOVA: dva faktory bez opakovani

Nejprve je zapotiebi pfipravit v Excelu data. Jednotlivé hodnoty y;; pro faktoru Y pro
hodnoty faktord X; = benzin a X, = fidi¢ usporddame do tadkl a sloupct, podobné jako
v tabulce v zadédni. Data ve worksheetu Excelu vypadaji tedy napftiklad takto:

A B C D E F G | |
1 |benzin/fidi¢ A B C D E F
2 JAral 7,5 6,9 7,9 7,3 6,9 7,8
3 |Shell 7,6 7,2 7,5 8 7,3 8,2
4 |Benzina 7,2 8,1 7,8 7,6 7,8 6,9
5 |Slovnaft 7 7,3 7,2 7,5 8,2 7,7
6

Dale otevieme v hlavnim menu postupné polozky:
Data — Analyza dat... - ANOVA :dva faktory bez opakovéni

Po volbé treti polozky ANOVA: dva faktory bez opakovani, se otevie zaddvaci okno kde
postupné¢ zadate:

Vstupni oblast: $A$1:$G$5

Popisky v prvnim sloupci — zakliknete

Alfa: 0,05 (hladina vyznamnosti je pfedvolena, lze ji v§ak zménit)

Vystupni oblast: $L$1 (levy horni roh vystupni oblasti)

Potvrdite OK

Obdrzite ndasledujici vystup, kterého “levy horni roh” zac¢ind v buiice L1 nadpisem
ANOVA: dva faktory bez opakovani:

Anova: dva faktory bez opakovani

Faktor Pocet Soucet  Prumér _ Rozptyl
Aral 6 44,3 7,383333 0,185667
Shell 6 458 7,633333 0,154667
Benzina 6 454 7,566667 0,194667
Slovnaft 6 44,9 7,483333 0,181667
A 4 29,3 7,325 0,075833
B 4 29,5 7,375  0,2625
c 4 30,4 7.6 0,1
D 4 30,4 7,6 0,086667
E 4 30,2 7,55 0,323333
F 4 30,6 7,65 0,296667
ANOVA
“Zdroj variability __SS Rozdil MS F___ Hodnota P__F krit
Radky 0,21 3 0,07 0,325581 0,806868 3,287383
Sloupce 0,358333 5 0,071667 0,333333 0,884913 2,901295
Chyba 3,225 15 0,215
Celkem 3,793333 23

V prvni tabulce jsou uvedeny zdkladni statistické ddaje o datech: Faktor, Pocet,
Soucet, Primér a Rozptyl.
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Ve druhé tabulce nazvané ANOVA jsou uvedeny vypocty metodou ANOVA: dva
faktory bez opakovani, jednotlivé polozky maji ndsledujici vyznam:

Radky = meziskupinovy

Sloupce = vnitroskupinovy

Chyba = meziblokovy

Celkem = celkovy

SS = Soucet ¢tverct (Sum of Squares)

Rozdil = stupeil volnosti (DF — Degree of Freedom)

MS = Prumér ¢tverct (Mean Square)

F = testové kritérium

Hodnota P = Signifikance (p-hodnota)

F krit = kritickd hodnota rozdéleni F

Hodnoty ziskané feSenim v Excelu jsou stejné jako pti pouZiti ,,rucniho® vypoctu, proto
i zévery jsou stejné. V Excelu mdme navic vypocCtenu p-hodnotu testu (tzv. signifikanci),
kterd, pokud je mensSi nez zvolend hladina vyznamnosti ¢, znamend, Ze nulovou hypotézu
zamitidme. V opaném ptipad¢€ nulovou hypotézu ptijimdme.

V piedchozich tvahidch jsme meéli situaci pravé jednoho vyskytu vSech kombinaci
hodnot skupin a bloku obou uvazovanych faktort. Napfiklad kazdy fidi¢ absolvoval jedinou
jizdu s kazdym typem benzinu. Dédle budeme uvaZovat situaci vicendsobného opakovani
vSech kombinaci hodnot skupin a bloku obou uvaZovanych faktort. Napiiklad kazdy fidic
absolvuje né€kolik jizd (napfiklad 3 jizdy — viz nésledujici piiklad 2.2) s kazdym typem
benzinu, pfitom samoziejmé€ mohou byt dosazené hodnoty primérné spotieby ruzné. Zda se
tyto vysledky odliSuji vyrazné ¢i nikoliv, se opét zjistuje statistickym testem. Podrobnou
analyzu situace, kterd je analogickd analyze pfipadu bez opakovani, jizZ zde uvadét nebudeme.
Omezime se pouze na feSeni piikladu s vyuzitim Excelu, konkrétné polozky ANOVA: dva
faktory s opakovanim.

RESENY PRIKLAD 2.2

Podobné jako v piikladu 2.1 se zjistuje prumérna spotieba benzinu Natural 95
automobilu Octavia pfi pouZiti benzinu od riznych vyrobcu (Aral, Shell, Benzina, Slovnaft).
Bylo vybrano 6 fidi¢u A, B, C, D, E, F, z nichz kazdy absolvoval s kazdym typem benzinu tfi
zkuSebni jizdy. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte, je-li primérnd spotieba paliva zavisla
na typu pouzitého benzinu a na fidi¢i. Udaje jsou uvedeny v nasledujici tabulce.
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benzin/fidiqAral Shell Benzina |Slovnaft
A 7,5 7,6 7,2 7
7,7 7,4 7,6 7,4
8 7,3 8,1 7,7
B 6,9 7,2 8,1 7,3
6,7 7,4 8,5 7,6
6,6 7,6 8,8 7,8
C 7,9 7,5 7,8 7,2
8 7,8 7,7 7.1
8,3 8,1 7,6 7
D 7,3 8 7,6 7,5
7,2 8 7,8 7,7
7.1 7,9 8 7,8
E 6,9 7,3 7,8 8,2
6,8 7,2 8 8,1
6,7 7 8,1 8
F 7,8 8,2 6,9 7,7
7,7 8,4 7,5 7,7
7,5 8,5 7,9 7,7

Tab. 2.3. Ridici verus Benziny s opakovdnim

Reseni:

Data ve worksheetu Excelu vypadaji pfesné tak jako v Tab. 2.3, jsou umistény napf.
v poli Al azZ E19. Dale otevieme v hlavnim menu postupné polozky:

Data — Analyza dat... - ANOVA: dva faktory s opakovanim

Po volbé druhé polozky ANOVA: dva faktory s opakovanim, se otevie zaddvaci okno, kde
postupné¢ zadate:

Vstupni oblast: $A$1:$E$19

Radku na vybér: 3 (tj. pocet opakovani)

Alfa: 0,05 (hladina vyznamnosti je pfedvolena, lze ji v§ak zménit)

Vystupni oblast: napt. $L$1 (levy horni roh vystupni oblasti)

Potvrdite OK.

Obdrzite nasledujici vystup, kterého “levy horni roh” za¢ind v buiice L1 nadpisem ANOVA:

dva faktory s opakovanim. V prvni tabulce jsou uvedeny zdkladni statistické ddaje o
datech: Faktor, Pocet, Soucet, Primér a Rozptyl.
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Anova: dva faktory s opakovanim

Faktor Aral Shell Benzina Slovnaft Celkem
A

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 23,2 22,3 22,9 221 90,5

Pramér 7,73 7,43 7,63 7,37 7,54

Rozptyl 0,06 0,02 0,20 0,12 0,10
B

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 20,2 22,2 254 227 90,5

Pramér 6,73 7,40 8,47 7,57 7,54

Rozptyl 0,02 0,04 0,12 0,06 0,46
C

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 242 23,4 23,1 21,3 92

Pramér 8,07 7,80 7,70 7,10 7,67

Rozptyl 0,04 0,09 0,01 0,01 0,16
D

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 21,6 23,9 23,4 23 91,9

Pramér 7,200 7,967 7,800 7,667 7,658

Rozptyl 0,010 0,003 0,040 0,023 0,103
E

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 20,4 21,5 23,9 24,3 90,1

Pramér 6,80 717 7,97 8,10 7,51

Rozptyl 0,01 0,02 0,02 0,01 0,33
F

Pocet 3 3 3 3 12

Soucet 23 25,1 22,3 23,1 93,5

Pramér 7,67 8,37 7,43 7,70 7,79

Rozptyl 0,02 0,02 0,25 0,00 0,19

Celkem

Pocet 18 18 18 18

Soucet 132,6 138,4 141 136,5

Pramér 7,37 7,69 7,83 7,58

Rozptyl 0,28 0,20 0,19 0,13

Ve druhé tabulce nazvané ANOVA jsou uvedeny vypoéty metodou ANOVA: dva
faktory s opakovanim.

ANOVA
“Zdroj variability  SS Rozdil MS F___ Hodnota P__F krit
Vybér 0,69 5 0,14 2,64 0,03 2,41
Sloupce 2,08 3 0,69 13,23 0,00 2,80
Interakce 10,23 15 0,68 12,99 0,00 1,88
Dohromady 2,52 48 0,05
Celkem 15,53 71

Jednotlivé polozky maji nasledujici vyznam:
Vybér = meziskupinovy

Sloupce = vnitroskupinovy

Interakce = meziblokovy

Celkem = celkovy

SS = Soucet ¢tverct (Sum of Squares)
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Rozdil = stupeil volnosti (DF — Degree of Freedom)

MS = Prumér ¢tverct (Mean Square)

F = testové kritérium

Hodnota P = Signifikance (p-hodnota)

F krit = kritickd hodnota rozdéleni F
Hodnoty ziskané feSenim v Excelu jsou analogické jako v ptikladu 2.1, tedy v piipadé
ANOVA bez opakovéni. Navic je tu p-hodnota uvedend v fadku Interakce, kterd se tyka testu
vzajemné zavislosti faktord. Nulovd hypotéza piedpoklada, Ze faktoru jsou vzdjemné
nezdvislé. Pokud je tato hodnota mensi nez zvolend hladina vyznamnosti ¢, znamen4 to, Ze
nulovou hypotézu zamitdme. V opacném ptipad€ nulovou hypotézu pfijimame.

V této kapitole jsme uvaZovali situaci, kdy se kromé tfidéni do skupin vyskytuji dalsi
faktory, fikdme jim bloky, podle nichz vysledky (tj. hodnoty znaku Y) rovnéz tridime.
Prehlednd situace vznikd, kdyZ kromé prvniho faktoru uvazujeme jest€ faktor druhy, fikime
pak, ze je tfidime do bloki a v takovém piipadé se jednd o dvoufaktorovou ANOVA.
Formélné¢ vzato je ANOVA, at jednofaktorovd, dvoufaktorovd nebo vicefaktorova,
parametrickym testem statistické hypotézy, s nimZ jste se sezndmili v zdkladnim kurzu
statistiky. Nejprve jsme méli situaci pravé jednoho vyskytu v§ech kombinaci hodnot skupin
a bloku obou uvazovanych faktort. Naptiklad kazdy fidi¢ absolvoval jedinou jizdu s kazdym
typem benzinu. Poté jsme uvaZovali situaci vicendsobného opakovani vSech kombinaci
hodnot skupin a bloku obou uvazovanych faktorti. Napiiklad kazdy fidi¢ absolvuje nékolik
jizd s kazdym typem benzinu, pfitom samoziejmé mohou byt dosaZzené hodnoty primeérné
spotieby razné. Zda se tyto vysledky odliSuji vyrazné ¢i nikoliv, se opét zjistilo statistickym
testem. K feSeni ptikladt jsme pouzili Excel, konkrétn€ polozku Analyza dat.

2.3 SAMOSTATNE UKOLY

Reste v Excelu.

2.1 Ve cCtyfech méstech okresu Karvina jsme v jednotlivych dnech sledovali prumérnou
spotiebu pitné vody (v m’) na jednoho obyvatele. Zjistéte, zda je pramém4 spotieba vody
zavislda na dni v tydnu, a je-li spotfeba v ruznych meéstech riznd. Uvazujte hladinu
vyznamnosti 0,01. ZjiSt€né ddaje jsou uvedeny v tabulce.

Karvind | Orlova | Bohumin | Cesky Té&in

Po 0.64 0,75 0,54 0,76
Ut 0,78 0,63 0,61 0,83
St 0,93 0,82 0,7 0,91
Ct 0,66 0,62 0,56 0,62
P4 0,99 1,3 0,79 0,99
So 1,22 1,65 1,3 0,98
Ne 1,05 1,3 1,24 1,1

2.2 Vyroba soucastek muze v podniku probihat na jednom ze Ctyf rozdilnych stroj.
I kdyz kazdy stroj provadi stejné operace, mé svd specifika. U kazdého stroje pracuje jeden
delnik. Na hladin€ vyznamnosti & = 0,01 testujte hypotézu o tom, Ze pocet vyrobenych
soucdstek neni ovlivnén volbou stroje ani délnikem, ktery na ném pracuje.
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Stroj
Délnik A B C D
1 93 108 123 133
2 98 153 143 163
3 80 123 150 168
4 88 158 165 145
5 60 143 140 130

2.4 RESENI UKOLU, VYSLEDKY

2.1 DNY:F=12,95 Fkrit=4,01 p-hodnota = 0,000 — Hy zamitame (prumérna
spotfeba pitné vody zdvisi na dnu v tydnu)
MESTO: F = 2,07 F krit = 5,1  p-hodnota = 0,14 — H, pfijimidme (nebyla
prokdzana zavislost primérné spotieby pitné vody na mésté).

2.2 DELNIK: F=2,45 Fkrit=5,41 p-hodnota = 0,1 — Hy pfijimdme (nebyla
prokdzana zdvislost poctu vyrobenych souc¢éstek na délnikovi, ktery na stroji
pracuje).

STROJ: F =20,47 F krit=5,95 p-hodnota = 0,000 — Hy zamitdme (pocet
vyrobenych soucdstek zavisi na stroji).
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3 REGRESNI ANALYZA - JEDNOROZMERNA LINEARNI
REGRESE

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Analyzu rozptylu z prvni kapitoly je mozné chédpat jako analyzu zdvislosti kvantitativniho
znaku (proménné) na kvalitativnim znaku - faktoru (proménné). Naproti tomu zdvislosti
kvantitativniho znaku na kvantitativnim znaku (nebo vice kvantitativnich znacich) se zabyva
regresni analyza. V piipadé zavislosti dvou znakd mluvime o jednorozmérné regresi
(pfipadné jednoduché regresi), u znaku zavislém na vice kvantitativnich veli¢indch hovofime
0 vicerozmérné regresi (vicendsobné regresi). V této kapitole budeme vySetfovat nejprve
nejjednodussi linedrni zavislost dvou znakl, v dal$i kapitole se budeme zabyvat
i nelinearnimi  zdvislostmi dvou znakl dulezitych z hlediska ekonomickych aplikaci.
V nésledujicich kapitoldch pak budeme vySetfovat zdvislosti vice nezZ dvou statistickych
znakl. Nejprve si ozfejmite zakladni rozdil mezi ANOVA a regresni analyzou, formulujete
model jednoduché linedrni regresni analyzy, definujete a ozfejmite pojem regresni pfimky a
regresnich koeficienti. Poté bude vysvétlena metoda nejmensich Ctvercti k nalezeni
,hejlepsich® hodnot regresnich koeficienti v regresnim modelu. Mira pfiléhavosti dat
k regresni kiivce bude stanovena pomoci koeficientu determinace a jeho odmocniny —
koeficientu korelace. Nakonec se sezndmite s tzv. klasickym jednoduchym regresnim
modelem, ktery stanovuje 3 zdkladni podminky, kterym by mél vyhovovat regresni model
vzhledem k existujicim datim. VSe bude demonstrovano na piikladech, které budou feSeny
mimo jiné pomoci funkci Excelu.

3.1 REGRESNI ANALYZA

Analyzu rozptylu zprvni kapitoly je moZné chdpat jako analyzu zavislosti
kvantitativniho znaku (promé&nné) na kvalitativnim znaku - faktoru (proménné). Naproti tomu
zéavislosti kvantitativniho znaku na kvantitativnim znaku (nebo vice kvantitativnich znacich)
se zabyva regresni analyza. V piipadé zavislosti dvou znakii mluvime o jednorozmérné
regresi (ptipadn€ jednoduché regresi), u znaku zavislém na vice kvantitativnich veli¢indch
hovoiime o vicerozmérné regresi (vicendsobné regresi). V této kapitole budeme vySetfovat
nejprve nejjednodussi linedrni zavislost dvou znakl, v dals$i kapitole se budeme zabyvat
i nelinearnimi zavislostmi dvou znakt dulezitych z hlediska ekonomickych aplikaci.
V nésledujicich kapitoldch pak budeme vySetfovat zdvislosti vice neZ dvou statistickych
znakd.

V regresni analyze studujeme vztah mezi jedinou proménnou (hodnotami statistického
znaku) nazyvanou zdvisle proménnou (n€kdy vysvétlovanou proménnou), oznacujeme ji Y,
a obecné nékolika proménnymi (hodnotami statistickych znakt), které nazyvame nezdvisle
proménné (n€kdy vysvétlujici proménné), a oznacujeme je symboly Xi, X,... Pokud se
zabyvdme jedinou nezdvisle proménnou X, hovofime o jednoduché regresi, pokud je
nezdvisle proménnych vice nez jedna, mluvime o vicroznérnéné (vicendsobné) regresi (nékdy
téZ mnohondsobné regresi). V této a nasledujici kapitole se vénujeme jednoduché regresi.

Zavisi-li veliCina Y na veli€in€ X, pak to matematicky vyjadiujeme zdpisem

Y=fX), 3.1
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coZ je funkcni vztah, znamy mimo jiné z fyziky (napiiklad Newtondv gravitaéni zdkon:
Y je pritazliva sila, X je vzdalenost hmotnych bodu).

V naSem piipad€ jsou Y a X statistické znaky (ndhodné veli€iny), pak hovoiime
o statistické zdvislosti, funk¢ni vztah (3.1) ptejde v regresni vztah (regresni model)

y=fx) + €&, (3.2)

kde y, resp. x, pfedstavuji hodnoty znaku Y, resp. X, € je ndhodnd sloZka, funkci f
nazyvame regresni funkce.

JestliZe je regresni funkce f linedrni, coZ znaci, Ze ma tvar regresni piimky

fx) =B+ Bx, (3.3)

potom hovotime o jednoduché linedrni regresi, nema-li regresni funkce linedrni tvar,
hovoiime o jednoduché nelinedrni regresi. Ve vzorci (3.3) jsou f,,f, parametry regresni
funkce neboli regresni koeficienty.

Mezi nejpouzivanéjsi nelinedrni regresni funkce patfi:

regresni parabola: fx)=p4,+B8x, (3.4)

regresni hyperbola: fx)=p4,+5 1 , (3.5)
X

regresni logaritmickd funkce: f(x)=p,+ B logx. (3.6)

regresni mocninnd funkce: f(x)= ,Boxﬁ . 3.7

regresni exponencidlni funkce: fx)=p,8". (3.8)

VySe uvedené nelinedrni regresni funkce lze pfevést na linedrni vhodnou transformaci, jak
uvidime v nésledujici kapitole.

Kromé vySe uvedenych piikladi nelinedrnich regresnich funkci existuje celd fada
dalSich vyznamnych nelinedrnich funkci, napt. Tornquistovy funkce, které nelze na linearni
funkci jednoduse prevést. Budeme se jimi zabyvat v nésledujici kapitole.

3.2 JEDNODUCHA REGRESNI ANALYZA

Predstavte si vybér parovych hodnot (yi, x1), (y2, X2), (V35 X3),--., (Vn» Xu), Ziskanych (napf.
zméfenych) na statistickych jednotkdch zakladniho souboru. Zde jsou y; hodnotami zévisle
proménné Y a x; jsou hodnotami nezavisle proménné X. Zminéné parové hodnoty muZeme
ziskat zejména dvojim zpisobem:
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(A)  Hodnoty nezdvisle proménné x; jsme predem pevné zvolili a k nim jsme ,,zméfili*
piislusné hodnoty y;. V této situaci jsou hodnoty znaku X pevné (nendhodné), zatimco
hodnoty znaku Y povaZujeme za ndhodné veliCiny.

(B)  Péarové hodnoty (y;, x;) ,,zmefime* na n ndhodné zvolenych jednotkdch zdkladniho
souboru. V této situaci jak hodnoty znaku X, tak hodnoty znaku Y povaZujeme za
ndhodné veliciny.

Vyse uvedeny datovy soubor parovych hodnot mizeme geometricky zndzornit v roviné
bodovym grafem, kde na vodorovnou osu ,,x* nandSime hodnoty nezdvisle proménné a na
svislou osu ,,y* pfisluSné hodnoty zdvisle proménné. Vysledkem je geometrické zndzornéni n
bodu v roving, z jejichz vzajemné polohy muzeme soudit na regresni zavislost znaku Y na X.
Ukolem jednoduché linedrni regrese je ,proloZit“ danymi body pfimku (tj. nalézt linedrni
regresni funkci), kterd nejlépe charakterizuje polohu danych n bodu. Z predchoziho odstavce
vime, Ze tato regresni funkce ma tvar f(x)=pf,+ Bx, kde B, B jsou zatim neznimé

hodnoty parametrt regresni piimky. Regresni model (3.2) ma nyni tvar
=By +Bx +&,i=1,2,..,n. (3.9)

Odhady b,,b, téchto nezndmych parametrli — regresni koeficienty ziskdme metodou

vvvvvv

statistice, bude vénovan néasledujici odstavec.

3.3 METODA NEJMENSICH CTVERCU

) Uvazujte data ve formé parovych hodnot — boda: (v, x1), (2, x2), (3, X3)seeer Vs X)-
Ukolem jednoduché regrese je najit regresni funkci, kterd ,,nejlépe charakterizuje polohu*
danych n bodl. Nejprve budeme uvazovat obecny tvar regresni funkce f(x;/,,/5,) se dvéma
parametry /[, (nemusi to byt nutné regresni piimka). Specidlnimi pfipady této regresni
funkce je linedrni funkce (3.3) a také nelinedrni funkce (3.4) — (3.8). Postup metody
nejmensich Ctverci bude vzdy stejny, tj. nezdvisly na konkrétnim tvaru regresni funkce.
Odhady b,,b, nezndmych parametri 3, B ziskdme tak, Ze nalezneme hodnoty b,,b,, pro néz
nabyva své minimalni hodnoty rezidudini soucet ctvercii odchylek hodnot zavisle proménné y;
od teoretické hodnoty Y, = f(x,;b,,b,) , tj.

n n

Sk = Z(yi_Yi)z:Z(yi_f(xi’bO’bl))z‘ (3.10)

i=1 i=1

Jak je zndmo z matematické analyzy, své minimum funkce Si (zde je to funkce
proménnych b,,b,) vidy nabyva pro ty hodnoty b,,b,, pro né€Z se anuluji jeji parcidlni

derivace:
Be_g. Be_y. G.11)
b, ob,
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Vztahy (3.11) pfedstavuji soustavu 2 rovnic o 2 nezndmych by,b,, kterd se nazyva

soustava normdlnich rovnic. Jejim feSenim ziskdme hledané odhady regresnich parametrt
zvolené regresni funkce.

VyfeSime nyni soustavu (3.11) pro specidlni piipad, ktery nds zejména zajim4, totiZ pro
linedrni regresni funkci f(x;/5,,8,)= B, +Bx. Dosadime-li tuto funkci do vztahu (3.10),

vypocteme piislusné parcidlni derivace, které poloZzime rovny 0, ziskdme konkrétni soustavu
normdlnich rovnic

Zn:yi =bn + blzn:xi ; (3.12)
i=1 i=l1

Zn:xiyi :bozn:xi +blzn:xi2 .

i=1 i=1 i=1

Z téchto rovnic jiz snadno (v konkrétnim piipad€ pro dané hodnoty y; , x; zndmou
,»,dosazovaci metodou*) vypocteme hledané odhady b,,b, takto:

iny,' —nxy
by=——  h=y-bX. (3.13)

n
2 =2
Z X, —nx
i=1

Z analytické geometrie si pfipomeite, Ze regresni koeficient by predstavuje prusecik
regresni piimky s osou ,,y*, tedy hodnotu Y, pro x = 0, tento regresni koeficient se nékdy
nazyva uroviiovd konstanta. Regresni koeficient b; vyjadiuje smeérnici ptimky, tedy sklon
piimky k ose ,.x“, tj. zmeénu funkéni hodnoty Y pfi zméné nezdvisle promeénné x o jednotku.

Pro jiné nez linearni tvary regresni funkce je postup metody nejmenSich Ctverct
obdobny. Vysledkem je rovnéZ soustava 2 normdlnich rovnic, tyto rovnice vSak jiZ nemusi
byt linedrni a proto soustavu jiZz obvykle nelze snadno vyfeSit. K feSeni pak pouZivame
iteracni numerické metody, které zde nejsou predmétem naseho zdjmu. V &dsti ReSené
piiklady uvedeme zpusob nalezeni odhadi regresnich koeficienti metodou linearizace
exponencidlni a mocninné regresni funkce pomoci logaritmické transformace.

Na tomto mist€¢ bychom chtéli zvyraznit jeden dulezity fakt, ktery budeme
v nésledujicim vykladu neustidle vyuZzivat. Data pro regresni analyzu jsou vysledkem
ndhodného vybéru, at’ jiz jsme pouzili pfi jejich ziskdni postup (A), nebo (B). Proto také
vysledek jednoduché linedrni regresni analyzy — odhady nezndmych parametrda j,,p5,,
tj. regresni koeficienty b,,b,, budou ndhodné veliCiny. Pfi kazdém dal$im ndhodném vybéru
dat bude vysledek, tj. odhad b, b, , obecné jiny! Ma proto vyznam hovofit ddle o statistickych
charakteristikach téchto odhadnutych parametra, jako napf. stfedni hodnota, rozptyl, apod.

3.4 MIRA VARIABILITY, KOEFICIENT DETERMINACE

Metoda nejmensich Ctverci nas nyni pfivedla k postupu, ktery jsme jiz pouzili
v pfedchozi kapitole pfi analyze rozptylu. V ANOVA se jednalo o rozklad celkové variability
znaku Y, vyjadiené jako celkovy soucet Ctvercd, na meziskupinovy a vnitroskupinovy
(rezidudlni) soucCet Ctverch. V analyze rozptylu jsme pracovali se znakem X, ktery mél
kvalitativni povahu, a proto nebylo mozné vyjadfit zavislost regresnim modelem. V regresni
analyze mé znak X — nezdvisle promeénnd — kvantitativni povahu, a proto je regresni model
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zavislosti Y na X moZny. PouZijeme analogii s ANOVA v tom, Ze znak X zde bude nabyvat
hodnot xj, xp,...x, a i-td4 skupina bude nyni charakterizovdna teoretickou hodnotou
Y, = f(x;3b,,b,) , namisto skupinového priméru y, v ANOVA. Potom celkovou variabilitu

vysvétlované proménné charakterizuje celkovy soucet Ctvercii:

n

S, =>(y-y). (3.14)

i=1

Cést celkové variability vysvétlenou regresnim modelem charakterizuje teoreticky soucet
Ctvercii:

n

Sy =Y (¥, -y), (3.15)

i=1

nevysveétlenou Cast celkové variability predstavuje rezidudlni soucet ctvercii (3.10):

n

Se=> (v, =¥), (3.16)

i=1
kde e; = y; — Y; nazyvame reziduum.
Lze dokazat, ze mezi jednotlivymi soucty Ctverct plati zdkladni vztah:
Sy= Sr+ Sk. (3.17)

Obdobné jako v analyze rozptylu jsme zavedli k vyjddfeni té€snosti vztahu Y a X pomér
determinace, nyni zavedeme analogicky pojem charakterizujici pfiléhavost dat k regresnimu
modelu. Timto pojmem je koeficient determinace, ktery definujeme vztahem

R =1- Se .
S

y
Ze vztahu (3.17) vyplyva, Ze koeficient determinace nabyva hodnoty z intervalu [0,1]
aurCuje tu cast celkové variability pozorovanych hodnot S, kterou lze vysvétlit danym
regresnim modelem. Jinak feCeno, po vyndsobeni koeficientu determinace hodnotou 100
obdrzime, kolik procent celkové variability je vysvétlitelnych regresnim modelem. Koeficient
determinace je proto dalezitou charakteristikou vhodnosti zvoleného regresniho modelu.

(3.18)

Vztah (3.18) vznikd podilem ndhodnych veliCin, a proto jakoZto ndhodnd veliCina je
odhadem koeficientu determinace R”. Pro malé rozsahy vybéru n je odhad (3.18) vychyleny,
viz Ramik (2003), tj. nadhodnocuje pfiléhavost k regresnimu modelu. Proto se pouziva

nevychyleny odhad koeficientu determinace Rfdj (z angl. adjusted), ktery nazyvdme

korigovany (upraveny) koeficient determinace:
) nn—1
R, =1-(1-R )n_2 .
Pro velké hodnoty n je vSak zlomek ve vzorci (3.19) blizky k jedné a korigovany
koeficient se bliZi k ,,nekorigovanému*.

(3.19)
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3.5 KLASICKY LINEARNI MODEL

Klasickym jednoduchym linedrnim regresnim modelem se nazyva regresni model (3.9):
vi= B+ Bx +&,i=12,...n,

spliujici ndsledujici podminky:

(1) Hodnoty vysvétlujici proménné x; se voli ptedem, viz (A) odstavec 3.2, nejsou to tedy
ndhodné veliciny.

(2) Ndhodné slozky & v modelu (3.9) maji normdlni rozdéleni pravdépodobnosti se
stiedni hodnotou 0 a (nezndmym) rozptylem o
Konstantnost rozptylu nazyvame homoskedasticita.

(3) Ndhodné slozky jsou nekorelované, tj.
Cov(g, §)=0prokazdé i #j, i,j = 1,2,...,n. (Cov znaci kovarianci, viz Ramik (2003))

Podminky (1) az (3) poZadujeme tehdy, chceme-li zajistit splnéni n€kterych dalSich vlastnosti:
napf. zjistit intervaly spolehlivosti koeficientll regresni funkce, interval spolehlivosti hodnoty
regresni funkce, eventudlné chceme-li provadeét testy hypotéz o nékterych prvcich regresniho
modelu. Témito tématy se budeme zabyvat v ndsledujicich odstavcich. Pokud totiz tyto
podminky splnény nejsou, nelze zajistit ,,spolehlivé predpovedi®.

V praxi jsou podminky klasického modelu Casto splnény, nejsme-li si vSak jejich
platnosti jisti, miZeme provést testy hypotéz jak o normalité rozdéleni nahodné slozky
(napf. test dobré shody, viz napt. Ramik (2003)), tak i testy o nekorelovanosti ndhodnych
sloZek (napf. t-test). Dalsi testy uvedeme pozdé&ji v souvislosti s ¢asovymi fadami. Na Obr. 3.1
je zndzornéna situace, kdy podminky klasického linedrnitho modelu jsou splnény, na Obr. 3.2
je zachycena situace, kdy neni spln€na ani podminka normality ndhodnych sloZek (na obrazku
jsou vSechny & prakticky stejné), ani podminka nekorelovanosti (hodnoty y; se nachdzeji
vedle sebe po jedné strané grafu regresni funkce).

Data a regresni kfivka

yt

Obr. 3.1. Podminky klasického modelu jsou splnény
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Data a regresni kfivka
25 1
*
*
*
20 +
*
* *
15 1 3
- . 3 -
> . . ¢ . *
10 + . .
*
5 £
0 1 :
0 5 10 15 20
t

Obr. 3.2 Podminky klasického modelu nejsou splnény

RESENY PRIKLAD 3.1
Spole€nost na vyrobu bytového textilu zkoumala, jak souvisi zisk z prodeje s vydaji na
reklamu. Tab. 3.1 uvadi udaje obdrzené v deseti ndhodné vybranych firméch.
a. Nacrtnéte bodovy graf a urcete typ regresni funkce popisujici danou zdvislost.
b. Stanovte koeficienty regresni funkce z a.
c. Vypocitejte koeficient determinace a zhodnot'te tésnost zdvislosti vyjddienou regresnim
modelem z bodu b.

Pozorovani |Vydaje na reklamu (tis. K¢) |Zisk z prodeje (10 tis. K¢)
1 6 5
2 8 8
3 9 9
4 9 12
5 12 21
6 15 25
7 16 32
8 20 36
9 22 51

10 23 59

Tab. 3.1. Vydaje na reklamu

ReSeni (,,rucni‘ vypocet):

a. Zkouma4 se zavislost zisku z prodeje na vydajich na reklamu, proto sestrojite bodovy
graf tak, Ze na osu x nanesete vydaje, na osu y zisk.
Z grafu vidite, Ze jde o pfimou zdvislost, kterou je moZné popsat regresni piimkou

Y:,B0+,31x.
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b. Mite za ukol stanovit hodnoty koeficienti by, b;, neboli na zdkladé dat z tabulky
odhadnout hodnoty parametri S, (. Vyuzijeme vysledki metody nejmensich Ctvercu,
nebudete vSak dosazovat pfimo do soustavy rovnic (3.12), ale pouZijete vztahy pro by, by,
tj. (3.13), které je moZzné z dané soustavy vyjadfit, a to v numericky vyhodném a snadno
zapamatovatelném tvaru:

_xy—Xx-y 462,1-14-258 100,99

R wo—ia - 3a >
X —X -

by=y—-bx=1258-297-14=-15,75.

Vypocty potiebnych hodnot pomoci kalkulacky jsou uvedeny v nésledujici tabulce.

i X; i | %o lxm | v | 0= (-2
1 6 5 36 0 2,04 565,21 432.64
2 8 8 64 64 7,98 318,22 316,84
3 9 9 81 81 10,95 221,15 282,24
4 9 12 81 108 10,95 221,15 190,44
5 12 21 144 252 19,86 35,62 23,04
6 15 25 225 375 28,77 8,61 0,64
7 16 32 256 512 31,74 34,84 38,44
8 20 36 400 720 43,62 315,88 104,04
9 22 51 484 1122 | 49,56 562,08 635,04
10 23 59 529 1357 | 52,53 711,60 1102,24
Soucet 140 258 2300 | 4621 258 29943 3125,6
Prumér 14 25,8 230 |462,1

Lineami regrese
y = 2,9676x - 15,747
2 R =0,958
60 *
0 /‘ ¢ sk z prodgie (10 tis.
40 / . KS)
30 Linedmi (dsk z prodgje
o0 <l (10tis. K&)
10 e
0 ’/”
(0] 5 10 15 2 sl

Obr. 3.3. Graf regresni primky
Hledana regresni pfimka m4 tvar:
Y =-1575+297x.

¢. K tomu, abychom vypocitali determinacni koeficient, musime znét hodnotu souctu Sr
a souctu Sy. Tyto soucty vypocitime podle vztahd (3.14), (3.15). Pro vypocet teoretického
souctu musime pro kazdé x;, i = 1,...,10, znét teoretickou hodnotu Y;, i = 1,...,10
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Y, ==1575+297-x, =-1578+297-6 =2,04.
Tato hodnota uddv4, jaky by mél byt zisk pfi vydajich x = 6. ProtoZe vSak jde o stochastickou
zavislost mezi spoleCenskymi veliCinami, miZze se tato hodnota liSit od skutecné zjisténé
hodnoty y = 5. VSechny teoretické hodnoty Y; i hodnoty souctd Sy a Sy jsou uvedeny v tabulce.
Koeficient determinace vypocitdme dosazenim soucti Sy, St do vztahu (3.18).
2 Sy 29943

R =21 =277 20,958,
S, 31256

Tato hodnota znamend, Ze pomoci regresni piimky Y =-15,78+297x je vysvétleno 95,8%
chovéni proménné Y.

Nakonec jesté ukdZeme reSeni pomoci Excelu. Vyuzijeme pfitom graf funkce s funkci
Ptidat spojnici trendu. V dalSim feSeném pfikladu si pak ukdZeme jesté dalS$i mozZnost feSeni
ulohy jednoduché (i vicendsobné) regrese s vyuZitim menu:

Data — Analyza dat... — Regrese.

Data jsou uspotfddana ve worksheetu ve 2 sloupcich:

A B
Vydaje na Zisk
reklamu (tis. | z prodeje
K¢) (10 tis. K¢&)
1
2 6 5
3 8 8
4 9 9
5 9 12
6 12 21
7 15 25
8 16 32
9 20 36
10 22 51
11 23 59
12

Po volbé polozky Vlozit graf — XY bodovy..., se otevie zaddvaci okno, kde zadaite:
Oblast dat: $A$1:$BS$11
Sloupce: V (zakliknout)
Potvrdite OK
Obdrzite bodovy graf, viz Obr. 3.3. (jeSté bez regresni piimky). Poklepem pravym tlacitkem
mys$i na néktery z bodu grafu obdrZite nabidku menu, kde zvolite: Pfidat spojnici trendu
Typ trendu regrese: zvolite Linearni
Dale otevrete zalozku MoZnosti, kde zakliknete:
Zobrazit rovnici regrese (rovnice regresni piimky) a
Zobrazit hodnotu spolehlivosti R (hodnotu koeficientu determinace R).
Potvrdite OK.
Obdrzite vysledek témér takovy, jaky je na Obr. 3.3. K pivodnim bodim se zobrazi regresni
piimka, dale rovnice regresni piimky a hodnotu koeficientu determinace R”.

RESENY PRIKLAD 3.2

Spole¢nost Air - Ostrava, zajistujici lety na trase Ostrava - Praha, sleduje pfi planovani

letd také na hmotnost uzitecného zatizeni letadla, jehoZ vyznamnou ¢ast tvoii pasazéfi a jejich
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zavazadla. Zjistilo se, Ze hmotnost zavazadel cestujicich souvisi s dobou, na kterou

odcestovali.

a. Najdéte rovnici regresni piimky popisujici danou zavislost.

b. S jakou hmotnosti zavazadel 1ze pocitat, bude-li na palubé 15 cestujicich vracejicich se za
2 dny, 7 cestujicich vracejicich se za 5 dni, 5 cestujicich vracejicich se za 6 dna
a 1 cestujici vracejici se za 14 dni.

Vysledky prazkumu jsou zaznamendny v tabulce.

Pozorovani | Dny Hmotnost
1 13 46
2 12 43
3 9 29
4 16 52
5 10 31
6 5 18
7 2 11
8 3 12
9 8 25

10 2 10
11 14 48
12 19 60
13 3 15
14 5 20
15 2 12

ReSeni:

Prezentujeme zde pouze ,rucni* vypocet feSeni (s kalkulackou), feSeni pomoci Excelu s
vyuzitim funkce Pfidat spojnici trendu v bodovém grafu ponechdvame na Ctenafi.

a. K vypoctu regresnich koeficientl by, by pouzijeme opét vztaht (3.13):

_Xymxy SMA-BL B _ 509 o5 bpT=288-2.99.82=427.
2% 9673-82

b,

Regresni pfimka ma tedy tvar

Y=427+299x.
i X; Yi XYi x;
1 13 46 598 169
2 12 43 516 144
3 9 29 261 81
4 16 52 832 256
5 10 31 310 100
6 5 18 90 25
7 2 11 22 4
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8 3 12 36 9
9 8 25 200 64
10 2 10 20 4
11 14 48 672 196
12 19 60 1140 361
13 3 15 45 9
14 5 20 100 25
15 2 12 24 4
Soucet 123 432 4866 1451
Prumér 8,2 28,8 3244 96,73

b. Vypocitdme hodnotu Y pro x =2: Y (2) =4,27+2,99-2 =10,25,
x=5:Y(5)=427+299-5=19,22,
x=6: Y(6)=4,27+299-6=2221,
x=14: Y(14) =4,27+2,99-14 =46,13.

Potom hmotnost zavazadel m, se kterou lze pocitat, snadno zjistite, uvdazite-li pocty
piisluSnych cestujicich:

m=15-Y(2)+7-Y(5)+5-Y(6)+1-Y(14) =153,75+134,54+111,05+46,13 = 445,47.

E 3.6 SAMOSTATNE UKOLY
3.1 Persondlni feditel firmy shromézdil ddaje o v€ku (X) a dob€ pracovni neschopnosti

(Y) dvaceti ndhodné vybranych stalych zaméstnanca. ZjiSténé tudaje jsou zaznamenany

v tabulce.

X Y X Y
20 4 58 20
35 14 46 13
35 15 43 16
34 10 33 10
32 10 29 10
28 9 36 11
25 12 48 14
46 15 55 15
38 15 36 14
50 16 19 6

Nacrtnéte bodovy graf a najdéte rovnici regresni funkce vyjadfujici danou zdavislost.
Zhodnot’te vystiznost (pfiléhavost) regresni funkce vzhledem k datim.
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3.2 Bylo sledovano, jak souvisi mnozstvi vadnych vyrobki (v % z vyrobenych
vyrobku) s vykonem soustruznika (v % z predepsané normy). Bylo vybrano deset pracovnik,
nameétené tdaje jsou uvedeny v tabulce.

Vykon 56 68 72 85 92 | 102 | 107 | 111 | 123 | 142
Vadné vyrobky| 5.2 | 39 | 35 | 24 [ 204 | 2 22 1224 24 | 251

Stanovte regresni model a urcete priléhavost regresni piimky k datim.

3.3 Tabulka zachycuje stafi (v letech) osmi vybranych stroji v potravinaiském zavodé
a tydenni ndklady (v K¢) na provoz téchto stroja.

Stari stroje 1 2 3 4 5 6 7 8

Naklady 44 | 52 | 61 | 80 | 94 | 108 | 111 | 116

a. Odhadnéte parametry linearni regresni funkce, kterd by meéla vystihovat prabéh zavislosti
néakladil na stafi.

b. Urete koeficient determinace R* a interpretujte jej.

c. Jaké tydenni naklady miiZeme oCekdvat u stroje starého 4 roky?

3.7 RESENi UKOLU, VYSLEDKY

3.1
25
y=0,2964x + 1,3941
20 R2 = O 7287 ’
15
10
5
O T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70

3.2 Y=-0,0285x+5,56; R*=0,53.

33 a) Y=3214+1136x
b) R’>=0,97 tzn. modelem je vysvétleno 97% celkové variability.
¢) Y(4)=3214+1136.4=77,58K¢.
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4 REGRESNI ANALYZA - JEDNOROZMERNA: )
INTERVALY SPOLEHLIVOSTI, TESTY HYPOTEZ,
NELINEARNI REGRESE

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

Tato kapitola vam rozsiti znalosti v jednorozmérné regresni analyze. Za predpokladu
jednorozmeérného klasického regresniho modelu se budete zabyvat stanovenim intervall
spolehlivosti a ddle testy hypotéz regresnich koeficientd a testem nulovosti koeficientu
determinace. Dal$i odstavce se zabyvaji jednorozmérnou nelinedrni regresi. Nejprve budou
vySetfovany regresni funkce, které lze s pomoci vhodné transformace pfevést na funkce
linearni ddle parabolickd regresni funkce a nakonec nelinedrni regresni funkce tzv.
Tornquiustova typu. Pro vypocet parametrt téchto funkci se pouzivd metoda vybranych bodu
s pomoci Excelu. V této kapitole si roz§ifite znalosti v jednorozmérné regresni analyze.
V ndvaznosti na jednorozmeérny klasicky regresni model se budete zabyvat intervaly
spolehlivosti a testy hypotéz regresnich koeficienti a také testem koeficientu determinace.
Poté se zaCnete zabyvat jednorozmérnou nelinedrni regresi. Nejprve budou vySetfovany ty
regresni funkce, které 1ze s pomoci vhodné transformace pfevést na funkce linedrni. Nasleduje
parabolicka regresni funkce a nakonec nelinedrni funkce tzv. Térnquiustova typu. Pro vypocet
parametr téchto funkci, jez maji uplatnéni predev§im v marketingu, poznate novu metodu
tzv. metodu vybranych bodl, kterd zde nahradi zndmou metodu nejmensich Ctverca
s vyuzitim Excelu.

4.1 INTERVALY SPOLEHLIVOSTI

Jsou-li splnény pfedpoklady klasického linedrnitho modelu (3.9), tj. modelu
V= ot B + & i=12m,

potom pro rozdéleni odhadii regresnich koeficientll b,,b, jakoZto ndhodnych veli¢in plati toto:
Regresni koeficient b; md normdlni rozdéleni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou g,

arozptylem o hj, kde j=0nebo 1, Cisla h; jsou definovana nasledujicimi vztahy:

hy = 2% - (4.1)
ny (3 x)
n

R SIS

V klasickém linedrnim modelu predpokldddme, Ze ndhodné slozky maji konstantni

rozptyl o, jeho hodnotu v§ak nezndme. Nezndmy rozptyl o° miZeme nahradit jeho bodovym
odhadem

4.2)

, (4.3)
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ktery nazyvdme rezidudlni rozptyl. Jak je vidét, v rezidudlnim rozptylu vystupuje v Citateli
rezidudlni soucet Ctvercu (3.16) déleny Cislem n — 2, coZ je pocet stuprii volnosti, tj. rozsah
dat n minus pocet regresnich parametri v modelu: 2. Odmocninu rezidudlniho rozptylu sg
nazyvame smérodatnd chyba.

Oboustranny interval spolehlivosti pro regresni koeficient b;, pti zadaném koeficientu
spolehlivosti (1 - @), je nasledujici interval:

[bj— 11-an(1-2) sgafh; » by + t1.an(n-2) sgafh; 1.j=0nebo 1. (4.4)

Pripomindme, Ze zde t.gn(n — 2) je pfisluSny kvantil Studentova t-rozdéleni,
podrobnosti, viz Ramik (2003), 4; jsou ddny vztahy (4.1), (4.2).

Bodovy odhad regresnich koeficientl b; nefikd nic o eventudlni variabilité¢ tohoto
koeficientu. Tuto informaci dopliiuje smérodatnd chyba (4.3) a zejména interval spolehlivosti
(4.4), ktery informuje, vjakém rozmezi se regresni koeficient mize pohybovat v ramci
zadané spolehlivosti.

Odhadnuty linedrni regresni model (3.1), ktery m4 tvar

y=bo+bix+e, 4.5)
resp. regresni funkce
Y= bo + bix, (4.6)

ma prakticky vyznam zejména pii odhadu chovdni modelu v pfipadé, Ze nezdvisle proménna
nabyva n€jakou v datech se nevyskytujici hodnotu, oznacme ji napt. xo. Model (4.5), resp.
regresni funkce (4.6), pak slouZi k predpovédi (predikci, progndze, extrapolaci) hodnoty
zavisle proménné. Bodovy odhad predpoveédi ziskdme dosazenim xo do (4.5), resp. (4.6),
nebot’ predikovand hodnota chyby (rezidua) e je 0, tedy

Yo= bo + bl)Co . (4.7)

Informaci o tom, v jakém rozmezi se predikovand hodnota zdvisle proménné y muze
pohybovat, poskytne oboustranny interval spolehlivosti:

[Yo— t1-an(n-2) spNH , Yo + ti.an(n-2) s NH 1, (4.8)

2
kde H =1+1[1+ (Z”:XOZ—Z(:XL' )2} . Ostatni symboly v (4.8) maji stejny vyznam, jako
ny x; —

n in

v intervalu (4.4).

4.2 TESTY HYPOTEZ

Metodou nejmensich Etvercu lze zjistit, zda regresni koeficienty b; jsou nenulovd cisla,
musime mit vSak stdle na paméti, Ze se jednd o realizace nahodnych veliCin, a tudiZ ma smysl
testovat, zda naSe piivodni parametry f; jsou presto nulové. Za ptedpokladi klasického

linedrntho modelu je moZno testovat nulovou hypotézu:

Ho: B;=0, j=0nebo 1 4.9)
proti oboustranné alternativni hypotéze
Hi: 8;#0, j=0nebo 1. (4.10)

Pfi tomto testu pouZijeme testové kritérium
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T=—oL—, 4.11)

h

n-—2
které md pfi platnosti Hy #-rozdéleni s n — 2 stupni volnosti, Sk je rezidudlni soucet ctverct, A;
je dano vztahy (4.1), (4.2), pticemZ j = 0 nebo 1.

Na hladin€ vyznamnosti ¢ (viz Ramik (2003)) je kriticky obor vymezen nerovnosti
T|> 1y, (n—=2),
kde ¢_,,,(n—2) je prisluSny kvantil Studentova r-rozdéleni, ktery lze nalézt v tabulkach,
nebo v Excelu pomoci funkce TINV.

Ptijmete-li napf. na dané hladin€é vyznamnosti & nulovou hypotézu Hy: S, = 0, pak to

znamend, 7Ze y nezdvisi na x, jinak feCeno, pro libovolnou hodnotu nezdvisle proménné
x nabyvd zavisle proménnd y neustale stejné hodnoty £, .

Vypocitand hodnota koeficientu determinace je prakticky vzdy kladnd. Musime vSak
mit stdle na paméti, Ze u hodnot vstupujicich do vypoctu koeficientu determinace se jedna
orealizace ndhodnych veli¢in, a tudiz m4 smysl testovat, zda teoreticky koeficient
determinace R? neni presto nulovy. Za ptedpokladu klasického linearniho modelu je mozZno
testovat nulovou hypotézu:

Ho: R*=0,
proti oboustranné alternativni hypotéze

H: R*# 0.

Pfi tomto testu pouZijeme testové kritérium

T:W/w, 4.11%)
1-R

které md pii platnosti Hy r-rozdéleni s n — 2 stupni volnosti, R* je vypogitany koeficient
determinace.

Na hladin€ vyznamnosti & (viz Ramik (2003)) je kriticky obor vymezen nerovnosti
T>t_,(n=-2),

kde 1,_,(n—2) je piisluSny kvantil Studentova f-rozdéleni, ktery 1ze nalézt v tabulkéch, nebo
v Excelu pomoci funkce TINV.

4.3 NELINEARNI REGRESNI ANALYZA

V tomto odstavci si povSimneme jednoduchého regresniho modelu s nelinedrni regresni
funkci, ktery se vSak dd pouhou substituci na linedrni model pfevést. Konkrétné se jednd
o dve regresni funkce zminéné jiz v kapitole 3:

regresni mocninnd funkce: f(x)= ,Boxﬁ ', (4.12)

regresni exponencidlni funkce: fx)=p6p8". (4.13)
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Regresni model s regresni funkci (4.12) ma tvar:

y=pBx"+¢, (4.14)
avSak namisto n¢j uvazujeme model, jeZ vznikne logaritmovanim (4.12), kde poloZime
y=f(x),t. Iny=IngB,+f Inx+¢, pfitom [n  oznaCuje pfirozeny logaritmus
o zdkladu e = 2,718... JestliZe nyni poloZite substituce

y=Iny, xX=Inx, (4.15)

ﬁézlnﬁo’ 131,::31’ (4.16)

pro transformaci (4.15) pavodnich dat y; x; obdrzite ,.Carkovany*“ jednoduchy linedarni
regresni model

Y'=pB+Bx+€, (4.17)
jehoz parametry g,/ (regresni koeficienty) lze odhadnout metodou nejmensich ctverct
aplikovanou na linedrni model (4.17), a obdrzite tak jejich odhady b;,b/ . S pouzitim vztahi
(4.15) a (4.16) dostanete nazpét odhady b,,b, plvodniho nelinedrniho regresntho modelu
(4.12):

by=e" b =b.

Analogickym postupem lze linearizovat jednoduchy nelinedrni regresni model
s exponencidlni regresni funkci (4.13), kterd je v ekonomii zndma jako Cobb-Douglasova
Jednofaktorovd produkcni funkce:

y=pp+e, (4.18)
ktery substitucemi

y=lny, x¥'=x, (4.19)

Bi=ng,, =g, (4.20)

lze rovnéZ transformovat na ,.Carkovany“ linedrni model (4.17), jehoZ parametry /5,5,
odhadneme metodou nejmensich Etvercd, a obdrzime tak jejich odhady b;.b;. S pouzitim
vztahll (4.20) vypocteme nazpét odhady b,,b, plvodniho nelinedrniho regresntho modelu
(4.18):

b, =e" b =é". (4.21)

Je v8ak tfeba upozornit, Ze na intervalové odhady, resp. testy hypotéz, regresnich koeficientt
by,b, lze pouzit postup zpolitku této kapitoly pouze tehdy, kdyZz transformovana,

tj. ,.Carkovana*“ data y’,x , spliiuji podminky klasického regresniho modelu z kapitoly 3.

Meze intervalovych odhadu, tedy krajni body intervala spolehlivosti pak vypocitame
s pouZzitim zpé&tnych transformaci (4.21).

Dal§imi uZiteCnymi nelinedrnimi regresnimi funkcemi s uplatnénim predevS§im
v marketingu a vyzkumu trhu (logistické funkce, Gompertzovy funkce, aj.) se budete zabyvat
v kapitole vénované analyze Casovych fad. Tam se budete zabyvat i problémem vybéru
vhodného typu regresni funkce. V ndsledujicich odstavcich se jeSt€¢ vénujeme zndmé
parabolické regresni funkci a dale Tornquistovym funkcim, které nelze prevést jednoduse na
linearni tvar, jak tomu bylo v tomto odstavci.
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4.4 PARABOLICKA REGRESE

V kapitole 3.1. jsme oznacili parabolickou regresni funkci (3.4) za regresni funkci,
kterou lze substituci x"= x* pievést na linedrni tvar. V tomto piipadé se viak jednalo pouze
o specidlni tvar paraboly (s vrcholem na ose y) se dvéma parametry. Obecny tvar paraboly
vSak m4 parametry tfi a vypadd takto:

f()=y+ Bx+ fox’. (4.22)
Jednoduchy regresni model s parabolickou regresni funkci pak ma tvar
y=p,+Bx+px +e. (4.23)

Maéme-li tedy k dispozici data, tj, dvojice hodnot (yi, x1), (y2, X2), (3, X3)s..., (Vn, Xn), pak lze
odhady b,,b,,b, regresnich parametri S, f,, 3, ziskat metodou nejmensich Ctvercu, pficemz je
zapotiebi fesit soustavu 3 normélnich rovnic o 3 nezndmych:

Z V= nb0+blz xi+b22 X7, (4.24)
Z YiXi = bozxi +b12xi2+b22 X
Z V= boz x” +blei3 +b22 X

Uvédomte si, Ze nezndmé jsou v této soustaveé rovnic b,,b,,b,, zatimco y;, x; jsou zndmé

hodnoty, které se dosadi do sum 2. v soustavé (4.24). Tuto soustavu 3 linedarnich rovnic
0 3 nezndmych je snadné vyfeSit napf. zndmou Gaussovou elimina¢ni metodou. Ciselny
piiklad uvedeme v nésledujici Casti vénované feSenym piikladim.

4.5 TORNQUISTOVY FUNKCE

Zejména v marketingu se vyuZzivaji Tornquistovy regresni funkce (téZ Tornquistovy
kfivky), coZz jsou regresni funkce s vice parametry, které podle pouZiti rozd€lujeme na tfi
typy:

Tornquistovy krivky I. typu vyjadiuji zavislosti poptdvky po spotfebnim zboZi f( x)na
vy$i prijmit x ekonomickych subjektd (napf. rodin). Tyto kfivky maji tvar:

Box
X)=—"—.
f(x) ey
Kftivky tohoto typu se pouZzivaji naptiklad pfi planovani a prognézovéni ve spotiebnim
prumyslu. Regresni funkce (4.25) slouZzi k modelovani poptavky po zboZi nezbytného
charakteru (mléko, pecivo, obuv, apod.).

(4.25)

Pti modelovani poptdvky po zboZi relativné nezbytného charakteru (elektrospotiebice,
maso a uzeniny, apod.) se pouZzivaji Tornquistovy krivky I1. typu, které maji tvar:
(x-5)
f(x) — ﬁO ﬁl .
x+p5,
Tornquistovy krivky I1l. typu se pouZzivaji pfi modelovani poptavky po zboZzi zbytného
charakteru (auta, Sperky, umeleckd dila, apod.). Tyto regresni funkce se tfemi parametry maji
tvar:

(4.26)

:B()x(x - 181) )

f= )

(4.27)
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Odhady regresnich parametra funkci (4.25) - (4.27) Ize ziskat opét metodou nejmensich
Ctverc, avSak s pouzitim PC a Excelu, nebot soustava 3 normalnich rovnic o 3 neznamych je
nelinedrni, a proto se k feSeni pouZivaji iteratni numerické metody. Pro ru¢ni vypocet
muZeme alternativné vyuZzit i metodu vybranych bodii.

Tornquistova kfivka I. typu

0,9 +
0,8 +
0,7 +
0,6 +

f(x)

04 -
03 -
02 -
01

Obr. 4.1. Tornquistova kifivka I. typu, B, =B, =, =1

Tornquistova kfivka Il. typu

Obr. 4.2. Tornquistova kiivka II. typu, B, =, =, =1

Tornquistova kfivka Ill. typu

0,8 +
0,6 +

=
S04 -

12

Obr. 4.3. Tornquistova kifivka III. typu, B, = B, =15, =80
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4.6 METODA VYBRANYCH BODU

Ukédzeme si zde jinou metodu vypoCtu neznamych parametr, kterd sice nevede
z teoretického pohledu k nejlepsSim odhadim, avSak jeji vyhoda spocivd ve vypocetni

nendro¢nosti umoziujici ,,rucn

113

i vypocet. Tato metoda se nazyva metoda vybranych bodi

a spo¢iva v tom, Ze z danych ddaji (Y;, x;) vybereme 3 charakteristické hodnoty - body,
kterymi nechdme Tornquistovu kfivku prochdzet, jinymi slovy, poloZime empirické hodnoty
rovny hodnotdm teoretickym. Jestlize charakteristické hodnoty poptavky Y,,Y,,Y; odpovidaji

hodnotdm vySe pifjmd x,x,,x;, pak ze vztahu (4.26) obdrZzite soustavu 3 rovnic

o 3 nezndmych b,,b,,b, :

Y = by(x, —b)
Y ox+b,

Y = by(x, =b)

x, +b,

Y = by(x;—b))

’ 3

b

X, +b,

(4.28)

jejichz feSenim napt. postupnym dosazovanim ziskdme odhady nezndmych parametra b,,b,, b, .

RESENY PRIKLAD 4.1

Data v tabulce predstavuji ceny broZovanych knih a k nim pfislu§né pocty jejich stran.

RS i

vyznamny.

Urcete linedrni regresni model popisujici zavislost ceny knih na pocCtu stran.

Urcete interval, ve kterém bude s pravdépodobnosti 95% leZet regresni koeficient b;.

Na hladin€ vyznamnosti 5% testujte, zda je regresni koeficient b, statisticky vyznamny.
Vypoctéte koeficient determinace a na hladin€ vyznamnosti 5% testujte, zda je statisticky

e. Vjakém rozmezi se bude pohybovat cena knihy s 250 stranami? UvaZujte hladinu

vyznamnosti 0,01.

Meéreni ¢. 1 2 3 4 5 6 7
Pocet stran | 20 35 48 50 130 | 200 86
Cena knihy | 40 50 70 106 | 118 | 179 100

ReSeni:

a. Koeficienty regresni piimky Y = by + bix urcite pomoci vztaht (3.13):

p X y—T-y _1013571-81.29-9471 _ 243673 _
L2y 10103,57 — 81,29> 3495,51
by,=y—-b -x=94,71-0,7-81,29 = 37.81.
Hledan4 regresni pifimka ma tvar Y =37,81+0,7x.

b

b. Ukolem je najit 95% oboustranny interval spolehlivosti pro koeficient b;. Obecny
tvar tohoto intervalu je nasledujici (viz (4.4)):

(61— tan(n—2) gy, by + tan(n —2) sgyhy 1,

kde sg je odmocnina z rezidudlniho rozptylu s; =

_52-
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i X; Yi x; X Yi 1(y,-Y) (y; -5)>
1 20 40 400 800 | 51,81 | 139,48 | 2993,18
2 35 50 1225 1750 | 62,31 | 151,54 | 1998,98
3 48 70 2304 3360 | 71,41 1,99 610,58
4 50 106 2500 5300 | 72,81 | 1101,58 | 127,46
5 130 118 16900 15340 | 128,81 | 116,86 542,42
6 200 179 40000 | 35800 |177,81 1,42 7104,80
7 86 100 7396 8600 | 98,01 3,96 27,98
Soucet 569 663 70725 | 70950 1516,83 | 13405,43
Prumeér| 81,29 | 94,71 | 10103,57 |10135,7

Nejprve se vypocCitd rezidudlni soucet Ctverci Sk (v tabulce vypocéti je to hodnota
v pfedposlednim sloupci dole):

7
Sp=2.(y,—Y)* =151683.
i=1
Teoretické hodnoty Y; obdrZime postupnym dosazovidnim hodnot x; do rovnice regresni
ptimky. Hodnoty Y;, jednotlivi sCitanci i souCet Sk jsou uvedeni v tabulce. Nyni mizeme

vypoéitat hodnotu rezidudlniho rozptylu s .
» 1516,83

Sk

=303,37.

Potom

Se =Al52 =4/303,37 =17,42.

Dale stanovime hodnotu #;.

! A 0,00004.

n
WY 22— (Y x ) 7-70725-569° 171314

V tabulkdch Studentova rozdé€leni nalezneme (1 — a/2) = 97,5% kvantil t-rozd€leni o n — 2 =
7 —2 =5 stupnich volnosti, tj. 7,4;5(5)=2,57.

h, =

Dosazenim vySe vypocitanych hodnot do vztahu pro interval spolehlivosti uréime jeho pravou
a levou stranu:

L=0,7-2,57-17,42-,/0,00004 = 0,42

P=0,7+2,57-17,42-40,00004 = 0,98.
Regresni koeficient b; bude s 95%-ni pravdépodobnosti leZet v intervalu [0,42; 0,98].
¢. Ackoliv je hodnota koeficientu b;= 0,7, nesmite zapominat na to, Ze pracujete
s ndhodnym vybérem a Ze teoretickd hodnota parametru S| pfesto muze byt nulova. Bude se
proto testovat nulova hypotéza
HoI ,31 =0
proti oboustranné alternativni hypotéze

Hi: ,31 #0.
K ovéfeni nulové hypotézy vypocitime hodnotu testového kritéria (4.11)

_ 07 =6,35.

ro__ b _ 0,7

T [s. 011
,/ R _p \/1516’8.0,00004
n-2 7-2
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V tabulkéch #-rozdéleni nalezneme #975(5) = 2,57. Protoze 6,35 > 2,57, zamitime nulovou
hypotézu ve prospeéch hypotézy alternativni, coZ znamend, Ze na zvolené hladin€é vyznamnosti
je parametr £ nenulovy a tedy statisticky vyznamny.

d. Koeficient determinace R* vypocitdme podle vztahu
R2=1_§&=1_JEEE§_=039
S, 13405,43

Testové kritérium stanovite podle vztahu (4.11%)

/R (n— 2) 0,89.5 — 6.35.
1-R? 1-0,89
Protoze 6,35 > 2,57, zamitd se nulovd hypotéza ve prospéch hypotézy alternativni, coz

P . oy .. . . . 2 L
znamend, Ze na zvolené hladin€é vyznamnosti je koeficient determinace R” nenulovy a tedy
statisticky vyznamny.

e. Mite stanovit 99% interval spolehlivosti pro predikovanou hodnotu Y, je-1i xo = 250.
Podle (4.8) je tvar tohoto intervalu
[Yo— t1-an(n=2) spNH , Yo + t1-an(n=2) s H 1,
kde
Yo= bo+ bix=37,81+0,7 250 =212,81,
H.an(n —2) =4,032,
SR = 17 42

_1+[1+( > ] +7{1+(7.250—569)2}=1+1(1 %j

nlayx? ~(Yx) 7-70725 - 569° 7 171314
1

=1+=-9,14=231.
7

Meze hledaného intervalu jsou:
L=21281-4,032-17,42-4/2,31 = 106,06.
P =21281+4,032-17,42- /2,31 = 319,56.
Cena knihy se bude s 99%-ni pravdépodobnosti pohybovat v intervalu [106,06;319,56].
Nakonec si ukdZeme feSeni pomoci Excelu. Na tomto misté to bude dalS$i moZnost
feSeni ulohy jednoduché (i vicendsobné) regrese s vyuZitim menu:

Data — Analyza dat... — Regrese.

Data jsou uspotfddana ve worksheetu ve 2 sloupcich:

A B C

1 |Pocet stran [Cena knihy

2 20 40

3 35 50

4 48 70

5 50 106

6 130 118

7 200 179

8 86 100

9

Otevie se okno regrese, které vyplnite takto:
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Regrese [?]X]

YWstup
wstupni oblast ¥: $B41:4645 .
Starna
wsbupni oblast 5t $a51:40%0 g 4

IV Popisky I Konstanka je nula Napoveda

[w Hladina spolehlivosti |99 %

MoZnosti wystupu

(% wystupni oblast: $Af20 B
" Maowy list: l—
7 Mowy sesit

Rezidua

[ Rezidua [ @raf s rezidui

[ standardni rezidua [ Graf regresni pitmky

formalni pravdépodobnost

T

Po potvrzeni OK obdrzite:

VYSLEDEK
Regresni statistika
Néasobné R 0,942
Hodnota spolehlivosti R 0,887
Nastavena hodnota spolehlivosti R 0,864
Chyba sti. hodnoty 17,416
Pozorovani 7
ANOVA
Rozdil SS MS F yznamnost F

Regrese 1 11888,84 11888,84 39,19608 0,001525
Rezidua 5 1516,586 303,3172
Celkem 6 13405,43

Koeficienty'ba sti'. hod! __tstat _ Hodnota P _Doini 95% Horni 95% Doini 99,0% Horni 99,0%
Hranice 38,059 11,19022 3,401 0,019 9,294 66,825 -7,061 83,180
Pocet stran 0,697 0,111327 6,261 0,002 0,411 0,983 0,248 1,146

V prvni ¢asti vystupu jsou popisky s nepfesnymi pieklady do CeStiny, uvddime proto jejich
spravné vyznamy:

Néasobné R = R - koeficient korelace

Hodnota spolehlivosti R = R? - koeficient determinace

Nastavena hodnota spolehlivostiR = F§2adj - upraveny koeficient determinace

Chyba stf. hodnoty = s? - smérodatna chyba (odhad smérodatné odchylky nahod. slozky)

V této Casti vystupu je dileZita druhd hodnota — koeficient determinace R* = 0,887, ktery
odpovida ru¢né ziskanému vysledku z €asti d.

Druhé tabulka ve vystupu — ANOVA neni v pravém slova smyslu metoda ANOVA, jak jsme
se ji zabyvali v kapitolach 1 a 2, jde tu o analogii vyuzivajici podobnosti vztaht (1.5) a (3.17).
Analogicky jako v metodé ANOVA je zde vysledek F-testu statistické vyznamnosti celého
regresniho modelu: Vyznamnost F = 0,001525. Tato hodnota je mensi nez 0,05 a proto je
cely regresni model statisticky vyznamny.

Ve tfeti — posledni tabulce jsou uvedeny relevantni informace k vypocitanému regresnimu
modelu. Nejprve jsou uvedeny odhady regresnich koeficienta:

Hranice = durovinova konstanta = b

Pocet stran = sklon regresni pfimky = koeficient u nezdvisle proménné ,,pocet stran® = b,

Ve sloupci Hodnota P jsou uvedeny p-hodnoty (signifikance) testd nulovosti pfislusnych
regresnich koeficientl:

Pro regresni koeficient by je tato hodnota 0,019 < 0,05 - by je statisticky vyznamny tj. Sy # 0.
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Pro regresni koeficient b;je tato hodnota 0,002 < 0,05 — b, je statisticky vyznamny tj. £ # 0.

Intervaly spolehlivosti regresnich koeficientt jsou uvedeny ve sloupcich:

Dolni 95%, Horni 95%, resp. Dolni 99,0%, Horni 99,0%.

Konkrétné, 95%-ni interval spolehlivosti koeficientu B je [0,411 ; 0,983], coZ je stejny
vysledek, jaky jsme obdrzeli predtim ru¢nim vypoctem.

RESENY PRIKLAD 4.2

Pti sledovani zavislosti vlastnich ndkladi na skladovani zahrnujici i ztraty zpusobené
zastavenim vyroby z nedostatku soucéstek (Y) na velikosti doddvek (X) v 18 obuvnickych
zévodech jsme obdrzeli ndsledujici ddaje - viz. tabulka.

a. Naleznéte regresni funkci popisujici zavislost ¥ na X a urcete jeji rovnici.
b. Stanovte optimélni velikost dodavky.

Podnik 1 2 314 5 6 7 8|9 10 11 12 13 14 15(16 17 18

Dodavka |28 32 35|40 42 45 49 51|53 56 57 60 61 64 69|72 75 77
Naklady | 62 59 58 |53 50 46 44 42 140 41 38 35 36 36 38|40 42 46

ReSeni:

Jak z prubéhu bodového diagramu, tak i rozboru empirickych udaji plyne, Ze zavislost
mezi velikosti doddvek a ndklady na skladovéni dobte vystihuje parabolicka regresni funkce

f(x) = By +Bix +5ox".

Naklady na skladovani maji zpocCatku klesajici tendenci- mald dodavka zpusobuje vysoké
ndklady na prevzeti pfipadajici na jednu soucastku a zpusobuje vypadky ve vyrobé. Tuto
tendenci pozdéji vysttidd vzestup — pfiili§ velkd doddvka zvySuje stav zdsob, prodluzuje
skladovaci dobu a vyvoldva nutnost ivérového kryti — viz Obr. 4.4.

Odhady hodnot parametrti parabolické regrese obdrZzime feSenim soustavy normalnich
rovnic
Zyl. =nb, +b12xl. +bzz:xl.2
Zyi i :bozxi +b12xi2 +bzzxi3
D oyxl=b Y x +b > x +b, Y x.
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Regresni parabola y = 0,0227x - 2,8479x + 127,71
R? = 0,939
70
60 N
50 Y -
40 \-‘.7.‘—.-9’ o Néklady
30 ——Polynomicky (Néklady)
20
10
0 :
0 20 40 60 80 100

Obr. 4.4. Parabolickd regrese

Dosazenim hodnot ze souctového fadku tabulky do té€chto rovnic dostaneme:
806 =18b, +966b, +55534b,
41618 = 966b,, +55534b, +3372084b,
2330182 =55534b, +3372084b, + 213664858, .
Resenim této soustavy rovnic (napt. Cramerovym pravidlem) ziskdme regresni koeficienty
byo=127,71; by = - 2,8479; b, = 0,0227.
Hledana parabola mé tvar
Y =127,71-2,8479x+0,0227x".

b. Optimélni velikost objednavky zjistime jako minimum funkce

Y =127,71-2,8479x+0,0227x°
tak, Ze poloZime jeji prvni derivaci rovnu nule, tj.
Y= -2,8479 + 0,0454x =0, tudiz x=62,7.
Optimalni velikost dodavky je 62 nebo 63 kusu.

Nakonec provedeme vypocet pomoci Excelu s vyuzitim funkce Pfidat spojnici trendu
v bodovém grafu.

Po zobrazeni dat pomoci grafu XY bodovy poklepete pravym tlacitkem mysi,

zvolite polozku Typ trendu a rergrese: Polynomicky (stuperi 2),

Ddle oteviete zdlozku Moznosti, kde zakliknete:

Zobrazit rovnici regrese (rovnice regresni piimky) a soucasn¢ zakliknete

Zobrazit hodnotu spolehlivosti R (hodnotu koeficientu determinace R).

Potvrdite OK.

i Xi Yi xi2 x,-3 x;‘ Xyi X ,2 y;
1 28 62 784 21952 614656 1736 48608
2 32 59 1024 | 32768 1048576 1888 60416
3 35 58 1225 | 42875 1500625 2030 71050
4 40 53 1600 | 64000 2560000 2120 84800
5 42 50 1764 | 74088 3111696 2100 88200
6 45 46 2025 | 91125 4100625 2070 93150
7 49 44 2401 | 117649 5764801 2156 105644
8 51 42 2601 | 132651 6765201 2142 109242
9 53 40 2809 | 148877 7890481 2120 112360
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10 56 41 3136 | 175616 9834496 2296 | 128576
11 57 38 3249 | 185193 10556001 2166 | 123462
12 60 35 3600 | 216000 12960000 2100 | 126000
13 61 36 3721 | 226981 13845841 2196 | 133956
14 64 36 4096 | 262144 16777216 2304 | 147456
15 69 38 4761 | 328509 22667121 2622 | 180918
16 72 40 5184 | 373248 26873856 2880 | 207360
17 75 42 5625 | 421875 31640625 3150 | 236250
18 77 46 5929 | 456533 35153041 3542 | 272734
Soucet | 966 806 | 55534 3372084 | 213664858 | 41618 | 2330182

Obdrzite vysledek témeér takovy, jaky je na nasledujicim obrazku. K pivodnim bodim
se zobrazi regresni parabola, dile rovnice regresni paraboly a hodnotu koeficientu
determinace R*. Vysledek je stejny, jako pfi rucnim vypoctu, viz vyse.

RESENY PRIKLAD 4.3

V jisté firmé& zkoumali, jak z4visi vlastni ndklady na jednotku produkce (Y) na objemu
produkce (X). Nasledujici tabulka uvadi zjisténé tidaje v riznych obdobich.
a. Najdé&te regresni hyperbolicky model popisujici danou zévislost.
b. Pomoci koeficientu determinace zhodnot'te pfiléhavost regresni funkce k dattim.

Obdobi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13
Objem produkce 05 0709|1419 32 4248|6979 8892|101
Naklady / jednotka |456 297 | 206 | 165 [ 118 79 57 | 54 | 40 | 35 | 30 | 23 | 14

ReSeni:
a. Dosadite potiebné tidaje do normélnich rovnic, které ziskate z hyperbolické regresni

funkce (3.5) tak, Ze k nalezeni minima souctu Ctvercti odchylek:

2
F(b,,b)) = Z [yi —(b, +b, i)] se anuluji parcidlni derivace, tj. 887}7 =0a S—F =0.Tim
X;

0 b,

obdrZite nasledujici normdlni rovnice:

Zyi =n-b, +blz:xi
Yi 1 1
Zx—:bozx—'i‘blZ?

a obdrZime soustavu 2 rovnic o 2 neznamych
1574 =13-b, +b, - 7,13
1812,19 = b, - 7,13+ b, -8,33.
Resenim této soustavy ziskéte odhady regresnich parametri:
byo=3,32; by =214,71.

Hledan4 regresni hyperbola ma tvar: Y =3,32+ 214,71 .

X
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b. Nejdiive vypocitate teoretické hodnoty Y; postupnym dosazenim hodnot x; do rovnice
regresni hyperboly
214,71 _ 332+ 214,71

X, 0,

Y, =332+ = 432,74,

Vsechny hodnoty Y; jsou uvedeny v tabulce, viz niZe.
Dile vypocitate souCty St, Sy

13
S, =D (¥, —y)* = (432,74 -121,08)* +(310,05-121,08) +...+ (24,58 —121,08)* =

i=l

=203722,02.

13
S, =Y (y; =) =(456-121,08)* +(297 —121,08)° +...+ (14 —121,08)* = 2060,97 .

i=1

i Xi yi | xilyxE| yxo| Y | @,-9| (-5
1 0,5 456 2,00 4,00 | 912,00 | 432,74 | 97131,96 | 11217141
2 0,7 297 1,43 12,04 | 424,29 | 310,05 | 35709,66 | 30947,85
3 0,9 206 1,11 1,23 228,89 | 241,89 | 14595,06 | 721141
4 14 165 0,71 0,51 | 117,86 | 156,68 | 1267,36 1928,97
5 1,9 118 0,53]0,28 | 62,11 |116,33 | 22,56 9,49
6 32 79 0,31]0,10| 24,69 | 70,42 | 2566,44 1770,73
7 4,2 57 0,240,06 | 13,57 | 54,44 | 4440,89 | 4106,25
8 4,8 54 0,21 0,04 | 11,25 | 48,05 | 5333,38 | 4499,73
9 6,9 40 0,1410,02| 580 | 34,44 | 7506,49 | 657397
10 7,9 35 0,1310,02| 4,43 | 30,50 | 8204,74 | 7409,77
11 8,8 30 0,1110,01| 341 | 27,72 | 8716,09 | 8295,57
12 9,2 23 0,110,01| 2,50 | 26,66 | 8915,14 | 9619,69
13 10,1 14 0,100,01 | 1,39 | 24,58 | 9312,25 | 11466,13

Soucet | 60,5 1574 7,13 8,33 |1812,19 203722,02 | 206010,97

Prumeér| 4,65 121,08 |0,55]0,64 | 139,40

Hodnoty jednotlivych s¢itanct i soucti S, Sy jsou uvedeny v tabulce.
Koeficient determinace R’ vypocitite podle vztahu (3.18).

p2 _Sp _ 20372202

S 20601197

y

b

Hodnota koeficientu determinace 0,99 je vysokd, coZ znamend, Ze danym regresnim modelem
s vysvétlujici promennou ,,objem produkce je vysvétleno 99% variability znaku Y. Pouze 1%
chovéani proménné Y je ovlivnéno jinymi faktory.
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RESENY PRIKLAD 4.4

Data v tabulce ukazuji poptavku po urCitém druhu zbozi (v tis. ks) pfi riznych cenach
(v K¢&). Popiste zavislost poptdvky na cené mocninnou regresni funkci.

Pozorovani 1 2 3 4 5 6
Cena 8,5 40 92 180 200 250
Poptavka 200 140 80 45 42 18

Reseni:
Ukolem je nalézt odhady parametrd 3, /% regresni funkce ¥ = 3, x” .

PouZijete linearizujici transformace, a to tak, Ze obé& strany rovnice zlogaritmujete a pouZijete
vhodnou substituci (viz odstavec 4.3), ¢imZ ziskate rovnici

Y' =B+ pix,
kde Y’ =InY,x" =Inx, B, =Ing,, B, = B,, coz je rovnice regresni piimky.

Regresni koeficienty bj,b; uréime pomoci zndmych vztaht takto:

Xy =Xy 17,49-439-418 086

W=—== = 207439430 143 O
X7 —x ’ ’ ’ ’
b, =y —bx =418—(-0,6-4,39)=63.
i x y x' |y | x| x?
1 8.5 200 | 2,14 | 530 | 1134 | 458
2 40 140 | 3,69 | 494 | 1823 | 13,61
3 92 80 | 452 | 438 | 19,81 | 20,45
4 180 45 519 | 381 | 19,77 | 26,97
5 200 42 | 530 | 374 | 19,80 | 28,07
6 250 18 552 | 2,89 | 1596 | 30,49
Prameér 439 | 418 | 17,49 | 20,70

Odhady by, by ptivodniho modelu snadno vypocitate zpétnou transformaci
b =b,,b, =e".

Proto bude
b, =-0,6;b, =897,85.

Hledand mocninné regresni funkce ma tvar

Y =89785- x7%°,

Nakonec provedeme vypocet pomoci Excelu s vyuzitim funkce Pfidat spojnici trendu
v bodovém grafu.
Po zobrazeni dat pomoci grafu XY bodovy poklepete pravym tlacitkem mysi, zvolite polozku
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Typ trendu a rergrese: Mocninny,
Ddle oteviete zdlozku Moznosti, kde zakliknete:
Zobrazit rovnici regrese (rovnice regresni piimky) a soucasn¢ zakliknete
Zobrazit hodnotu spolehlivosti R (hodnotu koeficientu determinace R).
Potvrdite OK.

Obdrzite vysledek, jaky je na nasledujicim obrazku. K ptivodnim bodim se zobrazi regresni
mocninnd funkce, dile jeji rovnice a hodnotu koeficientu determinace R’ Vysledek je
ponékud odlisny od vysledku, ktery jsme ziskali pfi ruénim vypoctu, viz vySe. Tato odliSnost
je zpusobena tim, Ze Excel pocitd koeficienty piimo metodou nejmensich ¢tverct bez pouziti
linearizace s logaritmickou transformaci. Metoda pouZita Excelem je pfesn€j$i neZ metoda
linearizace a proto bychom ji dali pfi aplikaci pfednost. Metoda linearizace je zase vypocetné

jednodussi, je ji mozno provést rucné, v dobé pocitact vsak tato vyhoda ztraci na vyznamu.

Mocninna regrese y = 1005,9x 063
R =0,8347
300
250
200 l
150 ¢ Poptaka
* . . <
10 \ —— Mocninny (Poptaka)
\
& vﬁ—_‘_g___‘
0 *
o] 100 200 300

Obr. 4.5. Mocninnd regrese

RESENY PRIKLAD 4.5

v

Tabulka uvadi stari pletacich stroju (X) v letech a naklady na jejich ddrzbu (Y) v tis. K¢.
Popiste zdvislost ¥ na X exponencidlni regresni funkci.

Meéreni 1 2 3 4 S 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
Stari 14 08 3 75|84 148 45 156|17,3|11,5]132] 1,5
Naklady | 47,5 8 10 17 | 22 764 12,5 76 [945] 25 |30,6| 12

ReSeni:
Ukolem je nalézt odhady regresnich parametri exponencialni regresni funkce
_ x
y=B505"
Pomoci logaritmické transformace pfevedeme tuto funkci na funkci lineédrni:

Iny =Infy + xInf, .

Pouzitim substituce

y=InY,x'=x,B,=Inp,, 5 =In B,
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obdrzite regresni piimku y'= §; + B/x".
Odhady parametri S;,f, této piimky uréime pouZitim zndmych vztaht

Xy -x-y 348-934-325 445
o 11859-9347 3135

b, 0,14

b, =y —b/x =325-(0,14-9,34) =1,94.
Regresni koeficienty pivodni funkce snadno vypocitdme zpétnou transformaci:

b, = el = 6,96;b, = el = 1,15. Hledana exponencidlni regresni funkce ma tvar:

y=6,96-1,15" = 6.96- "4

X =x] Yi yi xiy; | x’?
1 14 475 386 | 54,04 | 196,00
2 0,8 8 208 | 1,66 | 064
3 3 10 230 | 690 | 9,00
4 75 17 283 | 2123 | 56,25
5 8,4 22 300 | 2596 | 70,56
6 14,8 76,4 434 | 6423 | 219,04
7 45 12,5 253 | 1139 | 2025
8 15,6 76 433 | 67,55 | 243,36
9 17.3 945 455 | 78,72 | 299,29
10 | 115 25 322 | 37,03 | 132,25
11 132 30,6 342 | 45,14 | 17424
12 1,5 12 248 | 372 | 225
Pramér| 9,34 325 | 34,80 | 118,59

R =0,9287
100 o
80
. ‘7 ¢ Neklady
40 / — Exponencidni
o T (Nailady)

Obr. 4.6. Exponencidlni regrese
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Nakonec provedeme vypocet pomoci Excelu s vyuzitim funkce Pfidat spojnici trendu
v bodovém grafu. Po zobrazeni dat pomoci grafu XY bodovy poklepete pravym tlaitkem
mySi, zvolite poloZku

Typ trendu a rergrese: Exponencialni,
Ddle oteviete zdlozku Moznosti, kde zakliknete:

Zobrazit rovnici regrese (rovnice regresni piimky) a soucasn¢ zakliknete

Zobrazit hodnotu spolehlivosti R (hodnotu koeficientu determinace R).
Potvrdite OK.

Obdrzite vysledek, jaky je na nasledujicim obrazku. K ptivodnim bodiim se zobrazi regresni

exponencidlni funkce, déle jeji rovnice a hodnotu koeficientu determinace R%. Vysledek je
prakticky stejny jako vysledek, ktery jsme ziskali pfi runim vypoctu, viz vySe.

E 4.7 SAMOSTATNE UKOLY
4.1 Tabulka zachycuje staii (v letech) osmi vybranych stroju v potravinaiském zavodé

a tydenni ndklady (v K¢) na provoz téchto stroja.

Stari stroje 1 2 3 4 5 6 7 8
Naklady 44 | 52 | 61 80 | 94 | 108 | 111 | 116

a. Odhadnéte parametry regresni funkce f{x)=£+fInx, kterd by méla vystihovat prubéh
zavislosti nakladl na stafi.

b. Jaké tydenni ndklady mizeme ocekavat u stroje starého 4 roky?

c¢. Urcete koeficient determinace a interpretujte jej.

4.2 V tenisovém zdpase md vyznamny vliv na vitézstvi hrdce dspesnost jeho prvniho
podéni. Data v tabulce ptedstavuji pocet usp&€Snych prvnich podani (X) a pocet vyhranych
bodt pfi uspeésném prvnim podani (Y) deseti vybranych hraca z prednich mist Zebiicku ATP.

X 31 42 39 | 41 50 38 33 49 37 | 46
Y 22 31 29 | 26 33 26 | 23 30 | 29 31

Zvolte nejprve linedrni a potom parabolicky typ regresni funkce popisujici zavislost ¥ na X.
a. UrcCete regresni parametry obou zvolenych regresnich funkci.
b. Stanovte 95% interval spolehlivosti pro regresni koeficient b; u linedrni regrese.
¢. Zhodnotte vystiZznost obou zvolenych regresnich funkci. Kterd z nich lépe vystihuje data?
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Regresni analyza — jednorozmérnd: intervaly spolehlivosti, testy hypotéz, nelinedrni regrese

RESENI UKOLU, VYSLEDKY

41 a) Y=3229+3844-Inx
b) Y(4)=32,29+38,44-In4=85,58K¢

¢ R*=092
4.2 linearni regresni funkce kvadraticka regresni funkce
a) Y=795+0,49x Y =-2594+2,19x—0,02x"

b)  ble(0,26; 0,73)

¢) R*=075 R*=0,79

Model 1épe vystihuje kvadratickd regresni funkce.
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5 REGRESNI ANALYZA - VICEROZMERNA

| RYCHLY NAHLED KAPITOLY

V této kapitole navdzete na jednoduchou regresi vySetfovanou v predchozi kapitole. Nyni
budeme piedpoklddat, Ze vysvétlovand promeénnd zdvisi na neckolika (vice nez jedné)
vysvétlujicich proménnych. Vicendsobny linedrni regresni model je zobecnénim
jednoduchého linedrniho regresniho modelu. Linedrni regresni model bude rozsifen na
vicendsobny regresni model linedrni v parametrech, ktery predpoklddd linedrni vztah pouze
v regresnich koeficientech, nikoliv nutné€ v nezdvisle proménnych. Odhady regresnich
koeficienti se stanovi opé€t metodou nejmenSich Ctvercd, pfitom lze vyuzit maticové
symboliky, kterd usnadniuje prici s vektory a maticemi. Podobné jako v ptipad€ jednoduché
regrese budou formulovdny pfedpoklady klasického regresniho modelu, pficemz obdrzite
analogické vysledky pro intervaly spolehlivosti regresnich koeficientli a odpovidajici testy
hypotéz jako v ptipadé jednoduché regrese. Nejprve budeme predpoklddat, Ze vysvetlovand
proménnd Y zdvisi na nékolika (konkrétn€ k) vysvétlujicich proménnych X;, X»...., X;.
Zkonstruujeme vicendsobny linedrni regresni model, ktery pfedpoklada linedrni vztah pouze
v regresnich koeficientech, (nikoliv nutn€ v nezdvisle promeénnych — uvédomte si ten rozdil!).
Odhady regresnich koeficientl se stanovi opét metodou nejmensich Ctvercu, pfitom lze vyuZzit
maticové symboliky, kterd usnadiiuje prici s vektory a maticemi. Podobné jako v piipadé
jednoduché regrese budou dile formulovany ptfedpoklady klasického regresniho modelu,
pricemz obdrzite analogické vysledky pro intervaly spolehlivosti regresnich koeficientt
a odpovidajici testy hypotéz jako v piipade jednoduché regrese.

5.1 VICEROZMERNA REGRESNI ANALYZA

Na rozdil od ptedchozich dvou kapitol, kde jsme predpoklddali, Ze vysvétlovand
promeénnd Y zdvisi na jediné vysvétlujici proménné X, budeme nyni predpoklddat, Ze
vysvétlujicich proménnych je nékolik (tj. alespoinl 2), feknéme k, kde k = 2, pfitom k je celé
Cislo. Vysvétlujici statistické znaky (proménné) oznacime X, Xa,...,Xk, i-tému pozorovani (i-té
realizaci) hodnot vysvétlujicich znaka x,,x,,,...,x, odpovidd hodnota vysvétlovaného znaku
y,;. Vicendsobny linedrni regresni model je zobecnénim jednoduchého linedrniho regresniho
modelu (4.9) a mé nésledujici tvar:

v, =B+ Bix, + Boxy + ot Bix, +E; i=1.2,..,n (5.1)

Jak jste vidéli v predchozi kapitole pfi aplikaci metody linearizace, bylo pro pouZiti
metody nejmensich Ctverci podstatné, Ze regresni funkce byla linedrni v parametrech S,
nikoliv v proménné x. Tohoto dulezitého faktu vyuzijeme nyni a formulujeme ponékud
obecngj$i model, nez (5.1), totiz vicendsobny regresni model linedrni v parametrech. Ten
vypada takto

Vi =B+ Bfi(x X Xy )+ B o (0 X s Xy ) A B fr (X X e X ) + &

i=12,..,n (5.2)
kde fj(xl,xz,...,xk), Jj = 1,2,...k, jsou funkce proménnych x,x,,..,x,, nezdvislé na

parametrech f,.
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5.2 METODA NEJMENSICH CTVERCU

Odhady regresnich koeficientl b,,b,,...,b, lze stanovit metodou nejmensich Ctverci,

kterd spoCivd v minimalizaci souctu kvadratd (tj. druhych mocnin) odchylek skute¢nych
hodnot dat y, od teoretickych hodnot Y,=b,+ b, f,(x;,X;5,.0; Xy ) oo+ b f1 (X1, Xig ey Xy ) -
Podobng, jako u jednoduchého modelu, vypocteme odhady ze soustavy normdlnich rovnic:

s as as
ko0, 22k g, .. Lok (5.3)
ab, ab, b,
V (5.3) se jednd o parcidlni derivace funkce Sk podle promeénnych b;. Oznaceni
Fy=fi(x,%0x,), i= 1.2,k j=12,..n, 5.4)
umozni vyuZzit maticovou symboliku. Soustavu rovnic (5.2) 1ze maticové zapsat takto:
y=Fp+e, (5.5)
kde matice:
1 F‘ll Fkl
1 F‘IZ FkZ s 2 . o
F=. 7 . .~ | senazyvé matice regresorii,
LR, F,
i Y
y= }iz je vektor pozorovéni vysveétlované proménné Y,
| Vn
By b,
B= '6:1 ,resp. b= . |, je vektor regresnich koeficient, resp. vektor jejich odhada.
By | b,
Dile
g |
82 - 2 - v
€=| .|, je vektor ndhodnych slozZek.
£, |

Pii vypoctu vektoru odhadl b regresnich koeficientii metodou nejmensich Ctvercti
obdrzite soustavu normdlnich linedrnich rovnic, které 1ze maticové vyjadfit. Pozor, pouZivite
pfitom pravidla pro secitdni a ndsobeni matic - pravidlo ,,fddek krat sloupec. Toho lze
doséhnout tak, 7e regresni rovnici y = F.b , vyndsobite zleva transponovanou matici F', takze
obdrzite

F'y =F'F.b, (5.6)
a za piedpokladu, Ze matice F'F je reguldrni, a tedy existuje k ni matice inverzni F'F)!, 1ze
nalézt feSeni soustavy, tj. vektor odhadu regresnich koeficienti modelu (5.5), a to po
vyndsobeni (5.6) zleva matici (FTF)'l, ve tvaru:

b= (F'F)'Fly. (5.7)
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Ve specialnim piipadé jednoduché linedrni regrese je k = 1, pak matice regresort a dalsi
prvky z (5.6) maji tvar:
I x,

Pl FF{ " ZX;]FTy{Z%}
‘ ‘ Z‘xi Z‘xi inyi
I x,

a soustava normélnich rovnic (5.6) je nasledujici:

{an,» %é} Eﬂ ) {%xyy:l ’ (5.8)

coz je tvar ekvivalentni rovnicim (3.12) , (3.13).

5.3 NAHODNY VEKTOR A JEHO CHARAKTERISTIKY

Nyni jesté roz$ifime pojmy stfedni hodnoty a rozptylu pouzivané doposud pro ndhodnou
veli€inu (skalér), a to pro ndhodny vektor:

X = , (5.9)

kde sloZky X; jsou ndhodné veli€iny. Strredni hodnota E(X) vektorové ndhodné veliciny X je
vektor stfednich hodnot jednotlivych slozek, tj.:

E(X))

EX)= E(?(Z) : (5.10)

E(X,)
Rozptyl (variance) Var(X) vektorové ndhodné veliciny X je matice:

Var(X) = E(X- EX))'(X - E(X))), (5.11)

kde carkou ~ oznaCujeme transponovanou matici (vektor). Jist€ jste si vSimli, Ze rozptyl
ndhodného vektoru (5.11) je ¢tvercova matice typu (nxn).

5.4 KLASICKY LINEARNI MODEL

O klasickém (vicerozmérném) linedrnim regresnim modelu hovoiime tehdy, kdyZ matice
regresor ma nejjednodussi tvar, tj. kdyZ je matice tvofena danymi hodnotami pozorovani
vysvétlujicich proménnych:

F.o=x;,i=12,..k j=12,..,n. (5.12)

ij ij>
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V tom piipadé ma matice regresoru tvar:

Lox, Xy
1

F=| © *e2 (5.13)
I x, - x,

U klasického linedrntho modelu poZadujeme splnéni podminek 1. aZz 3. z minulé
kapitoly, pfitom u téchto podminek nebylo dulezité, zda jde o jednoduchy nebo vicerozmérny
regresni model:

1. Hodnoty vysvétlyjicich proménnych X;, X,...,.X;, tvofici matici regresort F podle
(5.13) se voli predem, nejsou to tedy ndhodné veliCiny.

2. Reziduum & v modelu (3.5) ma normdlni rozdéleni pravdépodobnosti s nulovou
stfedni hodnotou a (nezndmym) rozptylem o, tj.:
E€) =0, (5.14)
Var(e)= o1, (5.15)

kde symbol I oznacuje jednotkovou matici.

Vztah (5.15) zahrnuje zaroven podminku 3. z klasického linedrniho modelu, viz kapitola
3.5, nebot’ na diagondle matice Var(g) jsou rozptyly o jednotlivych sloZzek ndhodného
vektoru € a mimo diagondlu vystupuji nulové kovariance téchto slozek. V tom ptipadé
hovoiime o homoskedasticité. V opacném piipadé hovoiime o piitomnosti
heteroskedasticity.

3. Vysvétlujici proménné X;, X,....Xs, nejsou kolinedrni, tj. sloupcové vektory matice
regresort (5.13) jsou nekorelované. V opa¢ném piipadé hovoifime o pfitomnosti
multikolinearity.

5.5 MIRY VARIABILITY A KOEFICIENT DETERMINACE

Podobné jako u jednoduché regrese, zajimdme se nyni o celkovou variabilitu
vysvétlované proménné, kterou charakterizuje celkovy soucet ¢tvercu:

n

S, => -y (5.16)

i=1
Cast celkové variability vysvétlenou regresnim modelem charakterizuje teoreticky soucet
Ctvercit:

n

S, =>.(v,-y), (5.17)

i=1
kde Y, =b,+b,f (X, X;50s Xy )+t b, [ (X, X15,..,X, ), bi jsou odhady regresnich
parametra ziskané MNC. Nevysvétlenou ¢ast celkové variability predstavuje rezidudlni soucet
ctvercu:

n

Se= Y. (v-¥), (5.18)

i=l

kde e, =y, =Y, je reziduum, tj. odhad ndhodné€ slozky &.
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Mezi jednotlivymi soucty Ctverct plati zakladni vztah:
Sy= Sr+ Sk. (5.19)

Obdobné, jako v ptipadé jednoduché regrese, zavedeme analogicky pojem, charakterizujici
ptiléhavost dat k regresnimu modelu, koeficient determinace, ktery definujeme vztahem:

(5.20)

Koeficient determinace nabyvd hodnoty z intervalu [0,1] a urCuje tu ¢dast celkové variability
pozorovanych hodnot y;, kterou lze vysvétlit danym regresnim modelem. Jinak feceno, po
vyndsobeni koeficientu determinace stem obdrZime, kolik procent celkové variability je
vysvétlitelnych regresnim modelem.

Nevychyleny odhad koeficientu determinace R}, ktery nazyvdme korigovany (upraveny)

koeficient determinace, definujeme takto:

-1
R =1-(1-rR?) 22—, (5.21)
n—p
kde p = k+1 oznacCuje pocet parametrd v regresnim modelu (5.2).

5.6 INTERVALY SPOLEHLIVOSTI A TESTY HYPOTEZ

Tento odstavec je pfirozenym roz$ifenim kapitoly 4 pro jednoduchy klasicky linedrni
model, tj. model (3.9) se dv€éma parametry 5, ,. Nyni madme analogicky model, avSak

s k+1 parametry B,,f,..... B, .
Jsou-li splnény piedpoklady klasického linedrnitho modelu (5.5), tj. modelu:

v, =B+ Bixy+ Boxpy ot Bx, +E, i=12,..n (5.22)
potom pro rozdéleni odhadl regresnich koeficienti b,,b,,...,b, , jakoZto ndhodnych veli€in,
plati toto: Regresni koeficient b; ma normalni rozdéleni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou
B arozptylem o hji, kde j=0,1,....,k, cisla hj jsou diagondlnimi prvky matice:

H=(F"F), (5.23)
kde matice F je definovdna vztahem (5.13).

V klasickém linedrnim modelu pfedpokldddme, Ze rezidudlni slozky maji konstantni
rozptyl o7, jeho hodnotu v§ak zpravidla nezname. Nezniamy rozptyl o> miizeme nahradit jeho
bodovym odhadem:

Sp = Se ,
n—p
ktery nazyvame v souladu s (5.22) rezidudlni rozptyl. V rezidudlnim rozptylu vystupuje
v Citateli rezidudlni soucet Ctverca (5.18) dé€leny Cislem n — p, coZ je pocet stuprii volnosti,
tj. rozsah dat n minus pocet regresnich koeficientd v modelu: p = k + 1. Odmocninu
rezidudlniho rozptylu sg nazyvdme smérodatnd chyba.

(5.24)

Oboustranny interval spolehlivosti pro regresni koeficient b;, pti zadaném koeficientu
spolehlivosti (1 — o), je ndsledujici interval:

S;h
, bj + ti.an(n—p) L1, j=0,1,....k. (5.25)
)4 n—p

[bj — t1-an(n—p)

thj
n p—
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Zde ti.gn(n — p) je piisluSny kvantil Studentova r-rozdéleni, hj; diagondlni prvky matice
(5.23). Interval (4.23) je specidlnim piipadem intervalu (5.25) v pfipadé k = 1.

Bodovy odhad regresnich koeficientl b;, vypocteny metodou nejmensich Ctverc,
dopliuje interval spolehlivosti (5.25), ktery informuje, v jakém rozmezi se regresni koeficient
muze pohybovat v ramci zadané spolehlivosti v piipadé jiného ndhodného vybéru dat (ze
stejného zdkladniho souboru). Odhadnuty linedrni regresni model (3.9), ktery ma tvar:

y =b,+bx, +b,x, +..+bx, +e, (5.26)

kde e je reziduum, tj. odhad ndhodné sloZky & resp. regresni funkce:

Y=by+bx +b,x,+...+b,x, (5.27)
ma prakticky vyznam zejména pii odhadu chovdni modelu pro nezdvisle proménné
nevyskytujici se v datech, napt. hodnoty xoi1, X02 ,..., Xox . Model (5.26), resp. regresni funkce
(5.27), pak slouzi k predikci hodnoty zédvisle proménné. Bodovy odhad pfedpovédi ziskdme
dosazenim  X¢ = (Xxo1, X02 ..., X0k )~ do (5.27):

Y,=b,+bx, +b,xy,, +...+b,x,,. (5.28)

Informaci o tom, v jakém rozmezi se predikovand hodnota vysvétlované proménné
muZe pohybovat, poskytuje oboustranny interval spolehlivosti:

[Yo — t1-an(n—p) sy 1+ XPHX, , Yo + tan(n-p) sgy/1+x0HX, ], (5.29)

kde H = (F'F)" a matice F je definovdna vztahem (5.13). Ostatni symboly v (5.29) maji
stejny vyznam, jako v intervalu spolehlivosti (5.25).

5.7 INDIVIDUALNI T-TESTY O HODNOTACH REGRESNICH KOEFICIENTU

Tento odstavec je rozSifenim kapitoly 4.2 pro vicerozmérny linedrni regresni model.
Zjistime-1i metodou nejmensich ¢tverct, Ze regresni koeficienty b; jsou néjakd nenulova ¢isla,
musime mit stdle na paméti, Ze se jednd o realizace ndhodnych veli€in, a tudiZ ma smysl
testovat, zda nase puvodni parametry f; nemohou byt pfesto nulové. Za predpokladi
klasického linedrniho modelu je mozno pro j =0,1,....k testovat nulovou hypotézu:

Ho: =0, (5.30)
proti oboustranné alternativni hypotéze:
Hy: i #0. (5.31)
Pfi tomto testu pouZijeme testové kritérium:
b,
f=—, (5.32)
nSR p hjj

které ma pii platnosti Hy t-rozdéleni s n — p stupni volnosti, Sk je rezidudlni soucet Ctverct, h;;
jsou diagondlni prvky matice H z (5.23), pfiCemz j =0,1,...k, p=k + 1.
Na hladin€ vyznamnosti o je kriticky obor vymezen nerovnosti:

M > tl—a/Z(n - p) ’
kde r,_,,,(n— p) je piisluSny kvantil Studentova ¢-rozdéleni, viz funkci v Excelu TINV,
Nemuzeme-li napf. na dané hladiné vyznamnosti & zamitnout nulovou hypotézu Hy: 5 = 0,
pak to znamend, Ze y nezdvisi na x;, jinak feCeno, pro libovolnou hodnotu vysvétlujici
proménné x; nabyva vysvétlovand proménnd y stdle stejné hodnoty.
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5.8 F-TEST HYPOTEZY O HODNOTACH REGRESNICH KOEFICIENTU

V minulém odstavci jste individudlnimi ¢-testy zjistovali vliv jednotlivych vysvétlujicich
promé&nnych na vysvétlovanou proménnou. V tomto odstavci se budeme zabyvat testem, ktery
najednou odhali, zda vibec existuje né€jakd vysvétlujici proménnd, kterd ma na vysvétlovanou
promé&nnou néjaky vliv. Testuje se nulova hypotéza:

Ho: gi=5,=..=5,=0, (5.33)
proti alternativni hypotéze, Ze pro alespon jeden regresni koeficient plati 5, #0.

Testové kritérium:

7= P—1 (5.34)

n—p
ma Fisherovo rozdéleni F s (p — 1) a (n — p) stupni volnosti. Na hladin€ vyznamnosti . je
kriticky obor vymezen nerovnosti:
T'>F_,(p—Ln-p), (5.35)

kde F,_,(p—1,n— p) je piisluSny kvantil rozdé€leni. Pokud hodnota testového kritéria padne do
kritického oboru, tedy pokud plati (5.35), potom H, zamitdme, coZ znamend, Ze né&kterd
z vysvétlujicich proménnych mé statisticky vyznamny efekt na vysvétlovanou proménnou y.
Pokud vSak nulovou hypotézu nelze na dané hladin€ vyznamnosti zamitnout, pak vysvétlujici
promé&nné x; nemaji statisticky vyznamny efekt na y.

RESENY PRIKLAD 5.1

Pti zjistovani vlivii na pracovni neschopnost zaméstnanct 10 podnikd byly ziskany
nasledujici udaje:

Prumérny vék | Podil Zen v poctu Pracovni
(roky) pracovniku (%) | neschopnost (%)
37 55 4.4
33 32 0,7
46 59 7,6
34 36 1,8
25 18 0,1
32 47 34
38 22 1,6
40 36 3,5
32 29 33
41 38 4,7

a. Odhadnéte parametry linedrni regresni funkce popisujici zavislost pracovni neschopnosti
na praimérném véku zaméstnancl a na podilu Zen mezi zaméstnanci.

b. Pomoci koeficientu determinace charakterizujte pfiléhavost daného regresniho modelu
k dattim.

c. Jak se zmeéni pracovni neschopnost zaméstnancu, zvysi-li se jejich praimérny veék o 2 roky
pii stejném podilu Zen?

d. Urcete 95% intervaly spolehlivosti pro regresni koeficienty by, b1, b».
Na hladiné vyznamnosti &= 0,01 testujte hypotézu S, = 5 = 0.
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ReSeni:
a. NaSim ukolem je nalézt regresni koeficienty by, by, b, regresni funkce

Y= bo + b1X1 + bzXz,
kde Xj je primérny vék zaméstnancu,
X, je podil Zen v poétu zamestnancu.
Regresni koeficienty by, by, b, vypocitime pomoci metody nejmensich ¢tverca. Vyuzijeme
pfitom nejprve maticové symboliky, kterou jsme pouZili v textu.

1 37 55] 4.4
1 33 32 07
1 46 59 7.6
1 34 36 1,8
bO
1 25 18 0,1
F = y = b =| b,
1 32 47 3.4
b,
1 38 22 1,6
1 40 36 3,5
1 32 29 3.3
1 41 38] 14,7

Vektor b vypo&itime pomoci vztahu (5.7). Matice F'F a F'y maji obecné tvar:
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