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1. Počı́tačová reprezentace čı́sel a aritmetika

Rychlý náhled kapitoly: V této kapitole budou vysvětleny principy ukládánı́ a
manipulace s čı́sly v počı́tači, a to jak celých, tak reálných. Standardnı́ počı́tačová
reprezentace čı́sel a počı́tačová aritmetika obsahujı́ důležité body, jichž bychom si
při tvorbě počı́tačových modelů měli být vědomi. Ušetřı́me si tak dlouhé hodiny
přemýšlenı́, proč něco funguje jinak, než se domnı́váme, že by mělo fungovat.

Cı́le kapitoly:
• Naučit se pracovat s binárnı́, oktalovou a hexadecimálnı́ reprezentacı́ čı́sel.
• Porozumět reprezentaci celých čı́sel v počı́tači a vyhnout se přı́padným

problémům s přetečenı́m nebo podtečenı́m.
• Porozumět reprezentaci reálných čı́sel s pohyblivou desetinnou čárkou a

jejı́ implementaci normou ANSI/IEEE 754-1985.
• Porozumět aritmetice v pohyblivou desetinné čárce a jejı́m úskalı́m.

Klı́čová slova kapitoly: Celá čı́sla, znaménková, neznaménková; reálná čı́sla;
bit; byte, bajt; binárnı́, oktalová, hexadecimálnı́ reprezentace; pohyblivá desetinná
čárka; FP čı́sla, normalizovaná, subnormálnı́; norma ANSI/IEEE 754-1985; jedno-
duchá, dvojnásobná přesnost; strojové epsilon; zaokrouhlovánı́; výjimky; stabilita
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Motto: 10 .0 × 0 .1 se zřı́dkakdy rovná 1.0

Celá čı́sla (integers) včetně znaků (characters) a reálná čı́sla (real)
majı́ odlišný způsob počı́tačové reprezentace a prováděnı́ aritmetic-
kých operacı́. Počı́tač disponuje konečným prostorem pro uskladněnı́
čı́slic; proto je nutné jak spočetnou množinu celých čı́sel, tak reálné
kontinuum vhodně reprezentovat.

1.1. Binárnı́ čı́sla

Dekadická soustava – báze (basis) 10, deset čı́slic (digits) 0, . . . , 9:

(109.375)10 = 1× 102 + 0× 101 + 9× 100 + 3× 10−1 + 7× 10−2 + 5× 10−3

Technologie hardwaru předurčuje vyjádřenı́ čı́sel ve dvojkové soustavě (binary sys-
tem) – báze 2, dvě čı́slice (bit = binary digit) 0, 1:

(109.375)10 = 1× 26 + 1× 25 + 0× 24 + 1× 23 + 1× 22 + 0× 21 + 1× 20

+ 0× 2−1 + 1× 2−2 + 1× 2−3

= (1101101.011)2

1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 LSB = least significant bit
MSB LSB MSB LSB MSB = most significant bit
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1.1.1. Aritmetické operace s binárnı́mi čı́sly

Analogicky jako v dekadické soustavě:

1 + 0 = 1, 1 + 1 = (10)2 = (2)10, (10)2 + 1 = (11)2 = (3)10, atd.

1 1 1 1 0
+ 1 1 0 1

1 0 1 0 1 1

1 1 1
× 1 1 0

0 0 0
1 1 1

1 1 1
1 0 1 0 1 0

1.1.2. Konverze z dekadické do dvojkové soustavy

Celočı́selná část:

109 Kvocient 54 27 13 6 3 1 0
: 2 Zbytek 1 0 1 1 0 1 1

LSB MSB

Pozor! Opačné pořadı́: LSB→ MSB.

Zlomková část:

0.375 Zlomek 0.75 0.5 0
× 2 Celé č. 0 1 1

MSB LSB
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1.1.3. Oktalová a hexadecimálnı́ reprezentace

Oktalová: báze 8, osm čı́slic 0, . . . , 7, pokryto skupinou třı́ bitů. Binárnı́ čı́slo
se rozdělı́ na skupiny třı́ bitů od tečky doleva a doprava (a přidajı́ se
nulové vycpávky, je-li třeba). Každá trojice se pak přepı́še jako jediná
oktalová čı́slice 0, . . . , 7:

(109.375)10 = ( 001 101 101 . 011 )2 = (155.3)8

Hexadecimálnı́: báze 16, šestnáct čı́slic 0, . . . , 9,A ≡ 10,B ≡ 11,
C ≡ 12,D ≡ 13,E ≡ 14,F ≡ 15, pokryto skupinou čtyř bitů. Binárnı́
čı́slo se rozdělı́ na skupiny čtyř bitů od tečky doleva a doprava (a přidajı́
se nulové vycpávky, je-li třeba). Každá čtveřice se pak přepı́še jako
jediná hexadecimálnı́ čı́slice 0, . . . , 9,A, . . . ,F:

(109.375)10 = ( 0110 1101 . 0110 )2 = (6D.6)16
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1.2. Reprezentace dat

Data a programy jsou v paměti ukládány v binárnı́m formátu. Pamět’ je or-
ganizována do skupin po 8 bitech (b) – bajtů (byte, bytes, B) – nejmenšı́
adresovatelná jednotka: 1 B = 8 b.

1 KB 1024 B 210 B
1 MB 1024 KB = 1048576 B 220 B
1 GB 1024 MB = 1073741824 B 230 B
1 TB 1024 GB = 1099511627776 B 240 B

Různé druhy fyzické paměti (hierarchie paměti):

Typ paměti Velikost Přı́stupová doba
Registry CPU 8 B 1 clock cycle
Cache, Level 1 126 KB–512 KB 1 ns
Cache, Level 2 512 KB–8 MB 10 ns
Hlavnı́ pamět’(RAM) 8 MB–4 GB 60 ns
Pevný disk (HDD) 2 GB–100 GB 10 ms

Několik bajtů (obvykle 4, tj. 32 b) tvořı́ slovo (word).
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1.2.1. Znaky (characters)

Pı́smena abecedy (velká i malá), interpunkce, různé dalšı́ symboly. ASCII
(American Standard Code for Information Interchange): 7 bitů pro 1 znak⇒
27 = 128 reprezentovatelných znaků (0–127: ’dolnı́ polovina ASCII tabulky‘).

Zbylé pozice do 1 B: 128–255 (přı́p. (−128)–(−1) v přı́padě znaménkového
znaku): ’hornı́ polovina‘, obvykle pro znaky národnı́ch abeced, nenı́ dodržován
standard ISO 8859-2 ⇒ problémy s kódovánı́m češtiny (dalšı́ cp1250, PC-
latin2, Kamenických, Mac OS, . . . ).

Vyzkoušejte program char2ascii (zobrazí ASCII kód zadaného znaku).

Znaky v paměti Umı́stěnı́ znaku v RAM (chápané jako dlouhá sekvence
bajtů): jednoznačně určeno adresou. Např. máme-li k dispozici 512 MB RAM,
tj. 230 B, adresy pokrývajı́ 0, . . . , 230 − 1 = (3FFFFFFF)16.

Vyzkoušejte program charaddr (zobrazí adresu, na níž je uložen zadaný znak).
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Pro uloženı́ posloupnosti znaků (znakového řetězce, character string) ’Ahoj!‘
potřebujeme alokovat pět po sobě jdoucı́ch bajtů, např.:

Adresa Obsah Poznámka
BFFFF260 ’A’ prvnı́ bajt
BFFFF261 ’h’
BFFFF262 ’o’
BFFFF263 ’j’
BFFFF264 ’!’ poslednı́ bajt

Pro přı́stup potřebujeme znát adresu prvnı́ho znaku (zde BFFFF260) a délku
řetězce (zde 5).

Vyzkoušejte program straddr (zobrazí adresy, na nichž začíná a končí zadaný
znakový řetězec).
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1.2.2. Celá čı́sla (integers)

Neznaménková (unsigned) 1 B může reprezentovat celá čı́sla 0, . . . , 28−1 =
255, pro běžné aplikace málo. Standardnı́ datové typy obvykle rezervujı́ pro
celé čı́slo 2, 4, 8 po sobě jdoucı́ch bajtů. Závisı́ na platformě!! Např. v Unixu
je unsigned int v jazyce C 4-bajtové celé čı́slo, v MS DOS 2-bajtové.

Přı́klad: 4-bajtové (32 bitové) neznaménkové celé čı́slo 37 je zobrazeno jako

00000000 00000000 00000000 00100101

Rozsah 32 bitových neznaménkových celých čı́sel je od 0

00000000 00000000 00000000 00000000

do 232 − 1 = 4294967295

11111111 11111111 11111111 11111111

Rozsah p-bitového neznaménkového celého čı́sla je 0, 1, . . . , 2p − 1.

Pro demonstraci přetečení/podtečení (overflow/underflow) neznaménkových celých čí-
sel vyzkoušejte programy unsigover a unsigunder [Sandu, 2001].
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Znaménková (signed) Použı́vajı́ dvojkový doplněk (two’s complement). p-
bitové znaménkové celé čı́slo v rozsahu −2p−1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , 2p−1 − 1
je reprezentováno nejmenšı́m celým kladným čı́slem, s nı́mž je kongruentnı́
modulo 2p.

(čı́slo)10 (dvojkový doplněk)10 (dvojkový doplněk)2
−2147483648 2147483648 10000000 00000000 00000000 00000000
−2147483647 2147483649 10000000 00000000 00000000 00000001
−2147483646 2147483650 10000000 00000000 00000000 00000010

...
...

...
−2 4294967294 11111111 11111111 11111111 11111110
−1 4294967295 11111111 11111111 11111111 11111111

0 0 00000000 00000000 00000000 00000000
1 1 00000000 00000000 00000000 00000001
2 2 00000000 00000000 00000000 00000010
...

...
...

2147483645 2147483645 01111111 11111111 11111111 11111101
2147483646 2147483646 01111111 11111111 11111111 11111110
2147483647 2147483647 01111111 11111111 11111111 11111111

Je-li k reprezentováno určitým bitovým vzorkem, pak −(k + 1) je reprezen-
továno inverznı́m bitovým vzorkem s 0→ 1, 1→ 0.
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Důvod pro užı́vánı́ dvojkového doplňku pro znaménková celá čı́sla: odčı́tánı́
a operace se zápornými čı́sly jsou nahrazeny operacemi jen s kladnými čı́sly.
Jiné způsoby (sign/magnitude a biased) viz [Sandu, 2001].

Pro demonstraci přetečení/podtečení znaménkových celých čísel vyzkoušejte pro-
gramy sigover a sigunder [Sandu, 2001].

Pozor na přiřazovánı́ např. hodnoty neznaménkové celočı́selné proměnné do
znaménkové celočı́selné proměnné, jako např. v tomto fragmentu:

unsigned int u;
signed int s;
s=u;

Pro demonstraci konverze neznaménkové celočíselné proměnné do znaménkové
vyzkoušejte program unsig2sig.
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Celá čı́sla v paměti Jak je např. uloženo nějaké 32-bitové (ne)znaménkové celé
čı́slo, třeba (37)10 = ( 00000000︸ ︷︷ ︸

B0

00000000︸ ︷︷ ︸
B1

00000000︸ ︷︷ ︸
B2

00100101︸ ︷︷ ︸
B3

)2?

Potřebujeme alokovat čtyři po sobě jdoucı́ bajty B0, . . . , B3.

Ale pozor! Pořadı́ ukládánı́ bajtů vı́cebajtových datových typů (tj. cokoli kromě
znaků), tak řečená endianita (endianity, byte sex) závisı́ na systému. Např. IBM a Sun
užı́vajı́ adresovánı́ Big Endian, Intel adresovánı́ Little Endian.

→ vzrůst adresy→
B0 B1 B2 B3

→ vzrůst adresy→
B3 B2 B1 B0

Podle Gulliverových cest – Liliputáni se dělili na dvě skupiny, které se přely o to, na
kterém konci se majı́ naklepávat vajı́čka (Little Endians a Big Endians). Pro přı́stup
potřebujeme znát nejnižšı́ adresu (bajtuB0 pro Big Endian, bajtuB3 pro Little Endian)
a velikost datového typu (zde 4 B).

Prostudujte zdrojový kód programu byte sex [Kasprzak, 2004], jenž vypíše endianitu vašeho systému
v době běhu.

Vyzkoušejte programy uintaddr/sintaddr (zobrazí počáteční a koncovou adresu zadaného
(ne)znaménkového celého čísla).
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Aritmetika počı́tačových celých čı́sel (s výjimkou
celočı́selného dělenı́) je, až na situace pře/podtečenı́,
přesná, tj. numerický výsledek = matematický
výsledek v Z!! (Spočetná množina je ’oseknuta‘ na
konečnou.)

Reálná čı́sla R tvořı́ kontinuum (mohutnost ℵ), které
musı́ v počı́tači být reprezentováno a vhodně
aproximováno pomocı́ konečného počtu čı́sel. Lze
reprezentovat jen čı́sla do určité meze, a v tomto
rozsahu jen vhodně rozloženou konečnou
podmnožinu F ⊂ R.
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1.2.3. Reálná čı́sla

Obvykle reprezentována čı́sly v pohyblivé řádové čárce/tečce (floating-point
numbers, FP). Historicky: čı́sla v pevné řádové čárce/tečce (fixed-point num-
bers)⇒ volba měřı́tka v rukou programátora (John von Neumann).

Motivace FP – hračkový model Pro jednoduchost volı́me bázi β = 10.
Každé čı́slo x ∈ R lze jednoznačně psát v normalizovaném tvaru

x = σ︸︷︷︸
±1

znam., 1 b

× m︸︷︷︸
1 ≤ m < 10

mantisa ∈ R, dm č.

× 10

exp. ∈ Z, de č.︷︸︸︷
e (1.1)

Např. 109.375 = +1× 1.09375× 102. Nerovnost omezujı́cı́ mantisu zajišt’uje
jedinou nenulovou čı́slici před jejı́ desetinnou tečkou (proto pohyblivá, ⇒
jednoznačnost); nelze třeba +1×0.109375×103 nebo +1×0.00109375×105.

Mějme pro uloženı́ 6 dekadických cifer: σ m1m2m3 e1e2 = + 109 02 .
Zde dm = 3, de = 2, m1 6= 0. Takových FP čı́sel je již konečně mnoho.
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Lze v našem hračkovém modelu uložit x = 0.000123? Ne: + 000 00 , úplná ztráta
informace! Exponent je totiž nezáporný! Co s tı́m?

Použı́t bias: jsou-li jako exponent uloženy cifry e1e2, skutečný exponent je e1e2− 49
(49 je bias). Skutečný exponent má rozsah −49 až 50, ale je uložen jako 00 až
99. Nemusı́me pak ukládat znaménko exponentu, za cenu zmenšenı́ rozsahu. Čı́slo
x = 0.000123 = +1 × 1.23 × 10−4 je tedy uloženo jako + 123 45 . Obvykle
se nejmenšı́/největšı́ hodnota exponentu (zde 00 a 99) rezervuje pro reprezentaci
speciálnı́ čı́sel jako ±∞, 0, subnormálnı́ čı́sla, NaN (viz sekci 1.2.3), tj. e1e2 ∈
{01, . . . , 98}. Volba biasu je určena podmı́nkou 1/xmin < xmax a opačně.
Max. absolutnı́ hodnota normalizovaného FP čı́sla: pro m1m2m3 = 999, e1e2 =

98 je xmax = 9.99× 1049.
Min. absolutnı́ hodnota normalizovaného FP čı́sla: pro m1m2m3 = 100, e1e2 =

01 je xmin = 1.00× 10−48.
Nula je reprezentována m1m2m3 = 000, e1e2 = 00. Obě (±0) ekvivalentnı́.
Subnormálnı́ čı́sla: upustı́me-li od normalizovaného tvaru (m1 6= 0), lze reprezen-

tovat čı́sla menšı́ než xmin: m1m2m3 = 010, e1e2 = 00 dává x = 10−49,
m1m2m3 = 001, e1e2 = 00 dává x = 10−50.

Subnormálnı́ čı́sla zlepšujı́ přesnost v okolı́ 0: uvažujme fragment kódu if (x!=y) z=1.0/(x-y);, a x = 1.02×
10−48, y = 1.01 × 10−48. Podmı́nka je v rámci normalizovaných FP splněna, ale rozdı́l x − y je pod rozsahem
normalizovaných FP (⇒ dělenı́ nulou!), nikoli však subnormálnı́ch FP, x− y = 10−50.
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Volı́me-li bázi β = 2, máme normalizovaný tvar

x = σ︸︷︷︸
0 ≡ +, 1 ≡ −

znam., 1 bit

× m︸︷︷︸
1 ≤ m < 2

mantisa ∈ R, dm bitů

× 2

exp. ∈ Z, de bitů︷︸︸︷
e (1.2)

Např. (109.375)10 = (1101101.011)2 = +1× 1.101101011× 26. Mějme pro
uloženı́ 11 bitů: dm = 6, de = 4, jeden bit pro znaménko. FP reprezentace
je (zatı́m bez biasu) σ m1m2m3m4m5m6 e1e2e3e4 = 0 110110 0110 .
Požadavek na normalizaci ve dvojkové soustavě (m1 6= 0) znamená m1 = 1,
je tedy zbytečné m1 ukládat a mı́sto toho uložit dalšı́, nejméně významný
bit, navı́c. Toto se nazývá technika skrytého bitu (hidden bit technique): FP
reprezentace je pak 0 101101 0110 .

IEEE standard Standardizuje FP čı́sla, jak provádět aritmetické operace,
a ošetřenı́ výjimek (exceptions handling). Vyvinut v 80 letech 20. stoletı́ (IEEE,
W. Kahan), nynı́ respektován všemi výrobci CPU.
ANSI/IEEE 754-1985 (pro β = 2), ANSI/IEEE 854-1987 (pro obecné β)
ISO standard: IEC 559: 1989
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Čı́slo x ∈ F je binárně reprezentováno jako

x = σ︸︷︷︸
1-bitové znam.

× m︸︷︷︸
dm-bitová mantisa

× 2

de-bitový exp.︷︸︸︷
e −

bias︷︸︸︷
E (1.3)

Jednoduchá přesnost (single precision)

Délka: 4 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záporné
Exponent: de = 8, bias E = (127)10 Mant.: dm = 23, technika skrytého bitu
|xmin,max|: 1.18× 10−38, 3.40× 1038 ε, ε−: 1.1921× 10−7, 5.9605× 10−8

σ e1e2e3 · · · e8 m1m2m3 · · ·m23

e1e2e3 · · · e8 Hodnota Poznámka
(00000000)2 = (0)10 ±(0.m1 · · ·m23)2 × 2−126 m1 = · · · = m23 = 0: nula (±0)

±(0.m1 · · ·m23)2 × 2−126 aspoň jedno mi 6= 0: subnormálnı́
(00000001)2 = (1)10 ±(1.m1 · · ·m23)2 × 2−126 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(01111111)2 = (127)10 ±(1.m1 · · ·m23)2 × 20 normalizované čı́slo
(10000000)2 = (128)10 ±(1.m1 · · ·m23)2 × 21 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(11111110)2 = (254)10 ±(1.m1 · · ·m23)2 × 2127 normalizované čı́slo
(11111111)2 = (255)10 ’+inf‘ a ’-inf‘ m1 = · · · = m23 = 0: ±∞

’NaN‘ aspoň jedno mi 6= 0: not a number
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Dvojnásobná přesnost (double precision)

Délka: 8 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záp.
Exponent: de = 11, bias E = (1023)10 Mant.: dm = 52, technika skrytého bitu
|xmin,max|: 2.23× 10−308, 1.79× 10308 ε, ε−: 2.22× 10−16, 1.11× 10−16

σ e1e2e3 · · · e11 m1m2m3 · · ·m52

e1e2e3 · · · e11 Hodnota Poznámka
(00000000000)2 = (0)10 ±(0.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 m1 = · · · = m52 = 0: nula (±0)

±(0.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 aspoň jedno mi 6= 0: subnormálnı́
(00000000001)2 = (1)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(01111111111)2 = (1023)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 20 normalizované čı́slo
(10000000000)2 = (1024)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 21 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(11111111110)2 = (2046)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 21023 normalizované čı́slo
(11111111111)2 = (2047)10 ’+inf‘ a ’-inf‘ m1 = · · · = m52 = 0: ±∞

’NaN‘ aspoň jedno mi 6= 0: not a number

Jaké čı́slo reprezentuje v jedn. přes. |0|10000000|00110000000000000000000|? (1+2−3+2−4)×21=
19
8

Jak je zobrazeno x = 5 jako 4 B integer? |00000000000000000000000000000101|

Jak je zobrazeno x = 5.0 jako single prec.? (1+2−2)×22≡|0|10000001|01000000000000000000000|
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Rozšı́řená dvojnásobná přesnost (double-extended precision)
Doporučeno normou ANSI/IEEE 754-1985 (majı́ registry mikroprocesorů Intel).

Délka: 10 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záp.
Exponent: de = 15, bias E = (16383)10 Mantisa: dm = 64, bez skrytého bitu

σ e1e2e3 · · · e15 m1m2m3 · · ·m64

e1e2e3 · · · e15 Hodnota Poznámka
(000000000000000)2 = (0)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 2−16362 m1 = · · · = m64 = 0: nula (±0)
(000000000000001)2 = (1)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 2−16362 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(011111111111111)2 = (16383)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 20 normalizované čı́slo
(100000000000000)2 = (16384)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 21 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(111111111111110)2 = (32766)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 216363 normalizované čı́slo
(111111111111111)2 = (32767)10 ’+inf‘ a ’-inf‘ m1 = · · · = m64 = 0: ±∞

’NaN‘ aspoň jedno mi 6= 0: not a number

Užitečné pro dočasné uchovánı́ mezivýsledků (v registrech). Existuje také rozšı́řená jedno-
duchá přesnost (single-extended precision). Podrobně viz [Goldberg, 1991].

Co představuje |0|10000000|10000000000000000000000| jako single prec. FP čı́slo a co jako 4 B integer?

3.0a1077936128

Jak jsou v single prec. zobrazena čı́sla 2−126 a (2− 2−23)× 2127?

|0|00000001|00000000000000000000000|a|0|11111110|11111111111111111111111|
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Strojové epsilon Jak probı́há např. sečtenı́ dvou FP čı́sel? Pokud nejsou
exponenty stejné, zvětšı́ se exponent menšı́ho čı́sla na hodnotu většı́ho čı́sla,
a zároveň se zmenšuje mantisa posunem cifer o potřebný počet mı́st doprava
(tj. dělenı́m β, right-shifting ).

Např. v hračkovém modelu sčı́táme 1 = 1.00 × 100 a 0.01 = 1.00 × 10−2.
Upravı́me druhý sčı́tanec na 0.01× 100 a sečteme: 1.00× 100 + 0.01× 100 =
1.01× 100. OK!

Kdyby byl druhý sčı́tanec nejbližšı́ menšı́ FP čı́slo než 0.01, tj. 9.99 × 10−3,
dostaneme srovnánı́m jeho exponentu a posunem mantisy o tři pozice 1.00×
100 + 0.00999× 100 = 1.00× 100! Ztráta signifikantnı́ informace!

Čı́slo 0.01 je nejmenšı́ kladné FP čı́slo ε, pro které platı́ 1+ ε > 1, nebo jinak,
1 + ε je nejbližšı́ FP čı́slo většı́ než 1. Nazývá se strojové epsilon (machine
epsilon). V našem hračkovém modelu ε = 0.01.

Analogicky v binárnı́ IEEE aritmetice je strojové epsilon ε = 2−dm (při pou-
žitı́ skrytého bitu) a ε = 21−dm (bez použitı́ skrytého bitu). (Lze definovat
rovněž strojové epsilon ε− pro odečı́tánı́ od 1.)
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Demonstrace pro single precision:

1.0 ≡ |0|01111111|00000000000000000000000|

ε ≡ |0| 01101000︸ ︷︷ ︸
(104)10

|00000000000000000000000|

Zvětšı́me-li exponent ε o 1, musı́me mantisu dělit dvojkou, čı́mž se skrytý bit
1 posune na prvnı́ mı́sto v mantise (ted’už ale žádný dalšı́ skrytý bit u ε nenı́!):

ε = |0| 01101001︸ ︷︷ ︸
(105)10

|10000000000000000000000|

Dalšı́m zvětšenı́m exponentu o 1 a posunem mantisy doprava máme:

ε = |0| 01101010︸ ︷︷ ︸
(106)10

|01000000000000000000000|

Po 127− 104 = 23 = dm takových operacı́ch je mantisa srovnána a skrytý bit
vytlačen na pravou krajnı́ pozici:

ε = |0| 01111111︸ ︷︷ ︸
(127)10

|00000000000000000000001|
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Vezmeme-li mı́sto čı́sla 1.0 libovolné FP čı́slo x s obecným exponentem e − E a
mantisou m nejvýše |111 . . . 10|, bude přı́slušné strojové epsilon mı́t exponent menšı́
o dm a v mantise samé nuly, tj. nejbližšı́ FP čı́slo bude o ε×2e−E většı́. Pro 1 ≤ x < 2
je e−E = 0, pro 2 ≤ x < 4 je e−E = 1 (mezera mezi FP čı́sly 2ε), pro 0.5 ≤ x < 1
je e− E = −1 (mezera mezi FP čı́sly ε/2), apod. Čı́m většı́ je FP čı́slo, tı́m většı́ je
mezera mezi nimi; FP čı́sla majı́ vysokou hustotu v blı́zkosti nuly a čı́m vı́ce se od
nuly vzdalujeme, tı́m se stávajı́ řidšı́mi – viz obrázek na následujı́cı́ straně.

Jaká je mezera mezi 1024 a nejbližšı́m většı́m IEEE single precision FP čı́slem?1024ε≈0.00012
Uvažujte čı́slo (0.1)10. Jaká je jeho single precision FP reprezentace?

=|0|01111011 ︸︷︷︸ (123)10

|10011001100110011001100|
(1+2−1+2−4+2−5+2−8+2−9+2−12+2−13+2−16+2−17+2−20+2−21+···)×2−4

Má technika skrytého bitu v tomto přı́padě za důsledek přesnějšı́ reprezentaci?

Ne.

Program epsilon [Sandu, 2001] po zadání exponentu p sečte 1 + 2−p a od výsledku
odečte 1 (pro single i double precision). Je-li 2−p < ε, výsledek bude nula. Spusťte pro-
gram pro p ∈ {20, . . . , 60} a experimentálně zjistěte strojové epsilon pro jednoduchou
i dvojnásobnou přesnost.
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Grafické znázorněnı́ rozloženı́ FP čı́sel. V každém intervalu 〈2n, 2n+1) ležı́
stejný počet FP čı́sel, takže mezera mezi nimi se zvětšuje a hustota zmenšuje.

Množina FP čı́sel: F = {±0, normálnı́, subnormálnı́,±∞}.
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Pomocí programů machar single a machar double [Press et al., 1997a] diagnosti-
kujte FP parametry vašeho systému. Položky na výstupu znamenají:
ibeta ≡ β, báze používané číselné soustavy.
it ≡ dm + 1 (při použití skrytého bitu), dm bez něj; počet cifer mantisy.
irnd Vrací 0, . . . , 5 informující o způsobu zaokrouhlování při sčítání a jak je ošetřeno

podtečení. 2, 5: váš systém zaokrouhluje podle IEEE standardu. 1, 4: váš systém
provádí zaokrouhlování, ale ne podle IEEE standardu. 0, 3: nezaokrouhluje,
usekává. 0, 1, 2: bez subnormálních čísel, 3, 4, 5: užívá subnormálních čísel.

ngrd Počet
’
guard digits‘.

machep Nejmenší (nejzápornější) exponent e− E báze β takový, že 1 + βe−E > 1.
negep Nejmenší (nejzápornější) exponent e− E báze β takový, že 1− βe−E < 1.
iexp ≡ de, počet bitů exponentu.
minexp Nejmenší (nejzápornější) exponent e− E báze β konzistentní s normalizova-

nými čísly.
maxexp Největší (kladný) exponent e− E báze β.
eps ≡ ε, strojové epsilon.
epsneg ≡ ε−, strojové epsilon ε−.
xmin ≡ βminexp, nejmenší kladné normalizované FP číslo.
xmax ≡ (1− ε−)βmaxexp, největší normalizované FP číslo.
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Zaokrouhlovánı́ Nenı́-li x ∈ R a zároveň x /∈ F, musı́me je reprezentovat
vhodným FP čı́slem – zaokrouhlovánı́ (rounding). ANSI/IEEE definuje čtyři
typy zaokrouhlovánı́: nahoru, dolů, k nule, k nejbližšı́mu FP čı́slu.

Nahoru/dolů (up or down) Označme x− (x+) nejbližšı́ menšı́ nebo rovné
(většı́ nebo rovné) FP čı́slo, a definujme

[x] ≡
{
x− pro zaokrouhlenı́ dolů
x+ pro zaokrouhlenı́ nahoru [0] ≡ 0 (1.4)

Zaokrouhlenı́ reprezentuje určitou zaokrouhlovacı́ chybu (roundoff error).
Relativnı́ zaokrouhlovacı́ chybu δ definujeme

[x] = x(1 + δ) (1.5)

Protože |[x]− x| ≤ |x+ − x−| a zároveň x ≥ x−, je

|δ| ≤ |x+ − x−|
|x−|

=
ε2e−E

m2e−E
≤ ε (1.6)

Nalezněte v našem hračkovém FP modelu přı́klad čı́sla takového, že při zaokrouhlenı́ dolů δ ≈ ε.

x=0.9999...
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K nule (chopping, toward zero) Zahozenı́ (odseknutı́) bitů nenulových které se
nevejdou do mantisy. Zřejmě 0 ≤ x− ≤ x pro kladná x a x ≤ x+ ≤ 0 pro záporná
x. Zaokrouhlené čı́slo nenı́ dále od nuly než zaokrouhlované čı́slo. Zaokrouhlovacı́
chyba

−ε ≤ δchopping ≤ 0 (1.7)

K nejbližšı́mu FP čı́slu (to nearest) Použı́vá většina procesorů; pod zaokrouhlo-
vánı́m (rounding) budeme dále rozumět tento způsob.

[x] ≡
{
x− je-li x− ≤ x < 1

2(x+ − x−)
x+ je-li x+ ≥ x > 1

2(x+ − x−)
(1.8)

Zřejmě

−1
2ε ≤ δrounding ≤ 1

2ε (1.9)

Chyby majı́ obě znaménka, takže se pravděpodobně zrušı́ a nebudou se akumulovat
jako u zaokrouhlenı́ k nule. Je-li x = 1

2(x+ + x−), IEEE standard vyžaduje vybrat
zaokrouhlenı́ se sudým (nulovým) poslednı́m bitem. Např. pro šestibitovou mantisu
x = 1.0000001 může být zaokrouhleno na x− = 1.000000 nebo na x+ = 1.000001;
v tomto přı́padě x−. To garantuje polovinu zaokrouhlenı́ nahoru a polovinu dolů.
Podrobně viz [Goldberg, 1991, Práger a Sýkorová, 2004].
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FP čı́sla jsou přesná až na faktor (1 ± ε/2). Pro jednoduchou přesnost to
znamená 1±10−7, tj. cca 7 desetinných mı́st pro čı́sla řádu jednotek, u čı́sel řádu
107 jsou nepřesnostı́ ’postiženy‘ jednotky, u čı́sel menšı́ch než 1 je nepřesnostı́

’postižena‘ sedmá cifra po prvnı́ nenulové čı́slici.

Podobně pro dvojnásobnou přesnost je přesných cca 16 desetinných mı́st pro
čı́sla řádu jednotek.

Jaké jsou v IEEE single precision zaokrouhlené hodnoty těchto čı́sel:

x = 4 + 2−20 x=2
2
(1+2−22

),jeFPčı́slo,[x]=x

x = 8 + 2−20 x=2
3
(1+2−23

),jeFPčı́slo,[x]=x

x = 16 + 2−20 x=24(1+2−24),nenı́FP,[x]=x−=24,x+=24(1+2−23),(sudýposl.bit)

x = 32 + 2−20 x=25(1+2−25),nenı́FP,xjeblı́žekx−,takže[x]=x−

Vyzkoušejte program round s čísly 1.0, 2.0, 1.1, 0.5, 0.0625, 0.6, 0.62 a podle vlastního
výběru. Vysvětlete získané výsledky.
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1.3. Aritmetické operace
Hodnoty operandů jsou načteny z paměti do registrů
CPU, Arithmetic and Logic Unit (ALU) provede
operaci, výsledek vrátı́ do třetı́ho registru, poté je
hodnota uložena do paměti.

Operandy: FP čı́sla. Ale výsledek aritmetické ope-
race nemusı́ být FP čı́slo! Bude zaokrouhleno ⇒
výsledek aritmetické operace je obecně poškozen
zaokrouhlovacı́ chybou.

V našem hračkovém modelu mějme dvě FP čı́sla a = 97.2 = 9.72 × 101 a b = 6.43 =
6.43× 100. Mantisa druhého se posune tak, aby se exponenty rovnaly.

9.72 ×101

0.643 ×101

10.363 ×101

Výsledek 1.0363× 102 nenı́ FP čı́slo! Bude zaokrouhlen na 1.04× 102 =
104. Matematický výsledek se lišı́ od numerického! Označme FP aritmetické
operace ⊕, 	, ⊗, �; obecně např. a⊕ b 6= a+ b.

FP sčı́tánı́ nenı́ asociativnı́! Pro c = 0.999 = 9.99×10−1 je (a⊕ b)⊕ c = 1.04×102 = 104,
ale a⊕ (b⊕ c) = 1.05× 102 = 105.

Ukažte, že FP sčı́tánı́ je komutativnı́.
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1.3.1. IEEE aritmetika

Nejprve exaktně, pak zaokrouhlit na nejbližšı́:

a⊕ b ≡ [a+ b] a	 b ≡ [a− b] a⊗ b ≡ [a× b] a� b ≡ [a/b] (1.10)

Totéž platı́ pro druhou odmocninu, zbytek, a konverzi mezi celočı́selným a FP
typem. Operace prováděné tı́mto způsobem se nazývajı́ exaktně zaokrouhlené
(exactly rounded) nebo správně zaokrouhlené (correctly rounded).

Hardware kompatibilnı́ s IEEE FP aritmetikou zlepšuje portabilitu programů.

Požadavek na exaktně zaokrouhlené operace se jevı́ jako přirozený, ale je
obtı́žné hardwarově jej implementovat. Důvodem je, že pro implementaci
korektnı́ IEEE aritmetiky potřebujeme dodatečné hardwarové zdroje (registry
dostatečné šı́řky).

Truncation error – na rozdı́l od zaokrouhlovacı́ chyby plně pod kontrolou
programátora.
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1.3.2. Speciálnı́ aritmetické operace

Znaménková nula Obě legálnı́, ale ne zcela ekvivalentnı́. Je-li x = +0,
y = −0 (ve smyslu FP reprezentace single, double a extended double), pak
(x==y) vracı́ logickou pravdu.

Konzistence s oběma nekonečny: podle IEEE 1/(+0) = +∞ a 1/(−0) =
−∞. Kdyby byla jen jedna nula a 1/0 = +∞, pak 1/(1/(−∞)) = 1/0 =
+∞.

Např. pro tg(π/2 − x) můžeme konzistentně definovat funkčnı́ hodnotu pro
x = ±0 jako ∓∞.

Nevýhoda: pro x = +0, y = −0 sice (x==y) vracı́ logickou pravdu, ale
(1/x==1/y) logickou nepravdu.

Porovnánı́
(a<b).OR.(a==b).OR.(a>b) True, jsou-li a, b ∈ F. False, je-li jedno NaN.

+0==-0 True
+inf==-inf False
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Operace s nekonečnem Nekonečna poskytujı́ možnost pokračovat ve vý-
počtu, objevı́-li se přetečenı́ rozsahu normalizovaných FP čı́sel.

a/∞ =
{

0 a konečné FP
NaN a =∞

a×∞ =


+∞ a > 0
−∞ a < 0
NaN a = 0

±∞+ a =


±∞ a konečné FP
±∞ a = ±∞
NaN a = ∓∞

Operace s NaN Jakákoli operace, jejı́mž aspoň jednı́m operandem je NaN,
má výsledek NaN. Navı́c je NaN výsledkem:∞+ (−∞), 0×∞, 0/0,∞/∞,√
−|x|, x mod 0,∞ mod x.
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1.3.3. Výjimky, návěštı́, zachycovánı́

(exceptions, flags, exception trapping)

IEEE definuje 5 výjimek: dělenı́ nulou, přetečenı́ (overflow), podtečenı́ (underflow),
neplatná operace (invalid operation), nepřesná operace (inexact operation).

Trap handlers jsou užitečné pro zpětnou kompatibilitu programů.

Dělenı́ nulou Je-li a ∈ F, IEEE vyžaduje:

a/0.0 =


+∞ je-li a > 0
−∞ je-li a < 0
NaN je-li a = 0

(1.11)

Přetečenı́ Když je výsledek aritmetické operace konečný, ale většı́ co do velikosti
než největšı́ reprezentovatelné FP čı́slo. Standardnı́ IEEE ošetřenı́: výsledek ±∞
(round to nearest) nebo největšı́ reprezentovatelné FP čı́slo (round toward 0). Některé
kompilátory přetečenı́ zachytı́ a ukončı́ vykonávánı́ programu s chybovou hláškou.
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Přı́klad eliminace přetečenı́: [Press et al., 1997a] poskytuje knihovnu complex.c,
v němž jsou definovány funkce pro práci s komplexnı́mi čı́sly, mj. funkci Cabs pro
výpočet absolutnı́ hodnoty. Pro datový typ fcomplex definovaný jako
typedef struct FCOMPLEX {float r,i;} fcomplex;

Chybná implementace:

float Cabs(fcomplex z)
{

return sqrt(z.r*z.r+z.i*z.i);
}

Zde mohou kvadráty přetéci! Špatně!
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Správná implementace:

float Cabs(fcomplex z)
{

float x,y,ans,temp;
x=fabs(z.r);
y=fabs(z.i);
if (x == 0.0)

ans=y;
else if (y == 0.0)

ans=x;
else if (x > y) {

temp=y/x;
ans=x*sqrt(1.0+temp*temp);

} else {
temp=x/y;
ans=y*sqrt(1.0+temp*temp);

}
return ans;

}
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Podtečenı́ Když je výsledek aritmetické operace menšı́ než nejmenšı́ normalizované FP
čı́slo. Podle IEEE je výsledek subnormálnı́ čı́slo (tzv. postupné podtečenı́, gradual under-
flow) nebo 0, je-li výsledek dostatečně malý. Subnormálnı́ čı́sla majı́ menšı́ přesnost než
normalizovaná, takže vedou ke ztrátě přesnosti. To je ale lepšı́ než bez jejich použitı́.

Přı́klad ztráty přesnosti: v našem hračkovém modelu x = 1.99× 10−40, y = 1.00× 10−11,
z = 1.00 × 1011 spočtěme (x × y) × z. Matematický výsledek je roven texact = x. Podle
teorie zaokrouhlovacı́ch chyb očekáváme

tFP = (x⊗ y)⊗ z = (1 + δ)texact, |δ| ≈ ε (1.12)

(Pro každé FP násobenı́ je relativnı́ chyba |δ⊗| ≤ ε/2.) V hračkovém modelu je ε = 0.01,
takže očekáváme

tFP ∈ 〈(1− 2ε)texact, (1 + 2ε)texact〉 = 〈1.98× 10−40, 2.00× 10−40〉 (1.13)

Avšak součin x ⊗ y = 1.99 × 10−51 podtéká, a má v subnormálnı́ch čı́slech reprezentaci
0.01×10−49, což vynásobeno se z dá tFP = 1.00×10−40. Relativnı́ chyba je pak |δsubnorm| =
0.99 = 99ε.

Neplatná operace Výsledkem je NaN.
Nepřesná operace Výsledkem je hodnota zaokrouhlená podle IEEE.

Vyzkoušejte program messy-c.
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1.3.4. Systémové aspekty

Design počı́tačových systémů vyžaduje hluboké znalosti FP čı́sel. Modernı́ procesory majı́
speciálnı́ FP instrukce, kompilátory musı́ generovat takové FP instrukce, a operačnı́ systémy
musı́ ošetřit výjimky generované FP instrukcemi.

Zde uvedeme pouze vybrané aspekty, podrobná diskuse je uvedena např. v [Goldberg, 1991,
Sandu, 2001].

Optimalizace Následujı́cı́ kódy jsou matematicky ekvivalentnı́:

eps1single
#include <stdio.h>
int main(void)
{

float eps=1.0;
do {

eps /= 2.0;
} while (1.0+eps>1.0);
printf("\n%.12e\n",eps);
return 0;

}

eps2single
#include <stdio.h>
int main(void)
{

float eps=1.0;
do {

eps /= 2.0;
} while (eps>0.0);
printf("\n%.12e\n",eps);
return 0;

}

eps3single
#include <stdio.h>
int main(void)
{

float eps=1.0,x;
do {

eps /= 2.0; x=1.0+eps;
} while (x>1.0);
printf("\n%.12e\n",eps);
return 0;

}

Spouštějte demonstrační programy epsXsingle, X = 1,2,3 a optimalizovanou verzi
eps3single-optcpu, a pokuste se vysvětlit výsledky. (Double varianty epsXdouble a
eps3double-optcpu se liší jen záměnou float za double.)
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1.3.5. Dlouhé sumace

Problém s dlouhými sumacemi: každá individuálnı́ sumace vnášı́ do částečného součtu
určitou chybu, takže celková suma může být značně nepřesná.

Položı́me-li v sumě
∑n

j=1 xj : s1 = (1+δ1)x1, s2 = (1+δ2)(s1+x2) = (1+δ2)[(1+
δ1)x1 + x2], s3 = (1 + δ3)(s2 + x3) = (1 + δ3){(1 + δ2)[(1 + δ1)x1 + x2] + x3} =
(1 + δ1 + δ2 + δ3)x1 + (1 + δ2 + δ3)x2 + (1 + δ3)x3 +O(ε2), atd.

• Výpočet ve vyššı́ přesnosti (např. žádáme-li sn v single, počı́táme v double).
Problém nastává, žádáme-li výsledek v double.

• Vhodně seřadit členy – zřejmě je výhodnějšı́ seřadit sčı́tance vzestupně.
• Použı́t Kahanovu sumačnı́ formuli [Goldberg, 1991]:

sum=x(1)
c=0.0
DO j=2,n
y=x(j)-c
t=sum+y
c=(t-sum)-y
sum=t

END DO

Pak vypočı́taná suma

sn =
n∑
j=1

xj(1 + δj) +O(nε2)
n∑
j=1

|xj | (1.14)

kde |δj | ≤ 2ε. Důkaz viz [Goldberg, 1991].
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Uvažujme sumu (b ∈ N)

s = 1 +
1
b

+ . . .+
1
b︸ ︷︷ ︸

b členů

+
1
b2

+ . . .+
1
b2︸ ︷︷ ︸

b2 členů

+ . . .+
1

bpmax
+ . . .+

1
bpmax︸ ︷︷ ︸

bpmax členů

(1.15)

Každý ze členů ve svorkách je roven jedné, exaktnı́ matematická suma je proto
pmax + 1. Počet sčı́tanců v sumě je

1 + b+ b2 + . . .+ bpmax =
bpmax − 1
b− 1

(1.16)

Vyzkoušejte program longsum, který vykonává sumaci (1.15) pro b = 10, pmax = 7 třemi způsoby:
v sestupném pořadí, ve vzestupném pořadí a s použitím Kahanovy sumační formule. Jak se chovají
optimalizované verze longsum-O1 a longsum-O2?

Typický výstup v single precision vypadá (GNU/Linux 2.4.20, GCC 3.3 20030226):
basis = 10, maximum_power = 7
number_of_terms_in_the_sum = 11111111
exact: 8.00000000, rel_error = 0.00000000 %
sort down: 6.95631695, rel_error = -13.04603815 %
sort up: 8.01876831, rel_error = 0.23460388 %
Kahan: 8.00000000, rel_error = 0.00000000 %

U optimalizované verze je poslednı́ řádek
Kahan: 6.95631695, rel error = -13.0460377 % Proč?
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1.3.6. Patologie, nástrahy a pasti

Konverze mezi binárnı́m a dekadickým formátem

Vyzkoušejte program storeprt, jehož první část pouze uloží číslo x = 1.0 × 10−4 a
poté jej vytiskne na terminál. Vysvětlete pozorovanou

’
anomálii‘.

Porovnávánı́ FP čı́sel

Vyzkoušejte opět program storeprt, jehož druhá část se větví podle výsledku srovnání
čísel 1.0× 108 × x2 a 1.0. Vysvětlete, proč se skutečnost liší od očekávání.

Vyzkoušejte upravený program storeprt2, jenž má upravenou podmínku větvení. Proč
tento program pracuje v souladu s očekáváním?

Vyzkoušejte programy quiz cor a quiz inc. Proč první z nich vybere
’
správnou‘ a

druhý
’
nesprávnou‘ větev?
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Zvláštnı́ konverze Někdy je nepřesnost v FP přenesena prostřednictvı́m kon-
verzı́ do celočı́selných typů.

Vyzkoušejte program convers a jeho optimalizovanou verzi convers-optcpu. Vysvět-
lete výsledky.

Jiný problém nastává při konverzi single do double precision. Taková konverze
nezlepšuje přesnost – bity registru jsou ’vycpány‘ nulami a čı́slo zůstává jinak
stejné jako v single.

Ověřte si uvedené tvrzení pomocí programu sing2dbl.

Operandy v paměti a v registrech Je-li tentýž výpočet prováděn s operandy
v registru (FP registry CPU Pentium majı́ rozšı́řenou dvojnásobnou přesnost,
80 bitů) a s operandy v paměti, může se výsledek lišit.

Tento jev demonstrujte pomocí programu mem reg-O0 a jeho optimalizované verzi (stu-
peň -O2) mem reg-O2.
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Neplatné čı́slice Odečteme-li v single precision 100000.1− 100000.0, oče-
káváme výsledek 0.1.

Jaký výsledek poskytne program insignid? Jak jej vysvětlíte?

Single precision zaručuje 7 decimálnı́ch čı́slic, a výše uvedené odečı́tánı́ zrušı́
nejvýznamnějšı́ch 6; výsledek obsahuje jen jednu. Připojené ’smetı́‘ jsou ne-
signifikantnı́ čı́slice, které pocházejı́ z nepřesné binárnı́ reprezentace operandů.

Na pořadı́ operacı́ záležı́! Matematicky ekvivalentnı́ výrazy mohou dávat
odlišné výsledky podle toho, v jakém pořadı́ se provádı́ vyčı́slovánı́ v FP.

Demonstrujte tuto skutečnost pomocí programu ordofop, případně jeho optimalizované
verze ordofop-optcpu.

Proč dává optimalizovaná verze jiné výsledky než neoptimalizovaná?
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Katastrofické vyrušenı́ (catastrophic cancellation, loss-of-significance errors).
Odečı́táme-li velmi blı́zká čı́sla, nejvýznamnějšı́ čı́slice operandů se rovnajı́ a vzá-
jemně se zrušı́. Pokud jsou operandy poškozeny zaokrouhlovacı́ chybou, může dojı́t
k úplnému zamaskovánı́ výsledku.

Řešı́me-li kvadratickou rovnici

ax2 + bx+ c = 0 (1.17)

s takovými koeficienty, že 4ac� b2, bude jeden z kořenů

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
(1.18)

podléhat katastrofickému vyrušenı́. Pro b > 0 to bude kořen x1 odpovı́dajı́cı́ +.
V takovém přı́padě rozšı́řı́me rovnici (1.18) výrazem −b−

√
b2 − 4ac:

x1 =
2c

−b−
√
b2 − 4ac

(1.19)

Vyzkoušejte program cancerr, který řeší kvadratickou rovnici s koeficienty a = 1.0, b =
c = 1.0× 108. Podmínka 4ac� b2 je splněna a kořen (1.18) odpovídající znaménku +
trpí katastrofickým vyrušením. Použitím (1.19) dostaneme podstatně přesnější výsledek.
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1.3.7. Stabilita

Někdy je zaokrouhlovacı́ chyba ’vmixována‘do výpočtu v jeho rané fázi a
zvětšuje se tak dlouho, až zcela překryje správný výsledek.

Přı́klad [Press et al., 1997a]: Kladným řešenı́m kvadratické rovnice

x2 = 1− x (1.20)

je ’Zlatý řez‘ (Golden Mean) ϕ = 1
2 (
√

5 − 1) ≈ 0.61803398875. Celočı́selné mocniny ϕn

lze počı́tat pomocı́ ϕn+1 = ϕϕn, n = 0, 1, . . ., nebo z rekurentnı́ formule

ϕn+1 = ϕn−1 − ϕn, ϕ0 = 1, ϕ1 = 0.61803398875, n = 1, 2, . . . (1.21)

jen pomocı́ odčı́tánı́. (Důkaz (1.21): ϕn+1 − ϕn−1 = ϕn−1(ϕ2 − 1) = −ϕn, protože podle
(1.20) je výraz v závorce roven −ϕ.)

Rovnice (1.20) má ještě jedno řešenı́: ψ = − 1
2 (
√

5 + 1) ≈ −1.61803398875. Toto řešenı́
splňuje stejnou rekurzivnı́ relaci (1.21). Jelikož (1.21) je lineárnı́, a |ψ| > 1, malá přı́měs
zavlečená zaokrouhlovacı́ chybou bude exponenciálně růst.

Tento příklad nestability je implementován v programech unstable single a
unstable double (varianty pro jednoduchou a dvojnásobnou přesnost).
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1.4. Havárie způsobené chybným použitı́m FP čı́sel
• Kolaps řı́zenı́ obranného protiraketového systému Patriot ve válce v Zálivu r. 1991.

Systém fungoval efektivně, ale v jednom přı́padě selhal: Identifikace střel Scud
probı́hala tak, že radarový systém po zachycenı́ podezřelého objektu předpověděl
jeho budoucı́ polohu po uplynutı́ nějakého časového intervalu, a jestliže v tom mı́stě
v přı́slušnou dobu objekt zjistil, dal signál k jeho zničenı́. Právě v předpovědi nové
polohy docházelo k nepřesnostem, a to tı́m většı́m, čı́m déle systém pracoval. Po 20
hodinách byla chyba v určenı́ polohy zhruba 137 metrů, po 100 hodinách 687 metrů.
Přı́čina: vnitřnı́ hodiny počı́tače uchovávaly čas v celých násobcı́ch 0.1 sec a program
je převáděl na FP čı́slo v sekundách. Při tom se dekadické čı́slo 0.1, které má v binárnı́
soustavě nekonečný rozvoj 0.0001100110011 . . ., zaokrouhlovalo.

• Převod FP čı́sla na celé čı́slo způsobil destrukci rakety Ariane 5 v ceně ∼ 1 G$
v červnu 1996. Přı́čina: třicet sedm vteřin po startu se program pokusil konvertovat
horizontálnı́ komponentu rychlosti rakety z double precision na krátké (16bitové) celé
čı́slo, které přeteklo, počı́tačový program ohlásil neplatnou operaci a řı́dicı́ systém
provedl samodestrukci rakety.

Vı́ce viz [Práger a Sýkorová, 2004] a
http://www.fas.org/starwars/gao/im92026.htm
http://www.siam.org/siamnews/general/patriot.htm
http://www.ima.umn.edu/˜arnold/disasters/

http://www.fas.org/starwars/gao/im92026.htm
http://www.siam.org/siamnews/general/patriot.htm
http://www.ima.umn.edu/~arnold/disasters/
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Shrnutı́ kapitoly: Prvnı́ kapitola měla úvodnı́ charakter a seznámila vás s principy vy-
užı́vaných ve výpočetnı́ technice při reprezentaci a manipulaci s čı́sly. Naučili jste se
rozumět problémům celočı́selné aritmetiky a hlavně aritmetiky reálných čı́sel. Seznámili
jste se s důležitými pojmy jako jsou FP čı́sla, normalizovaná a subnormálnı́ čı́sla; norma
ANSI/IEEE 754-1985; jednoduchá a dvojnásobná přesnost, strojové epsilon, zaokrouhlo-
vánı́ výjimky a stabilita výpočtu

Dalšı́ zdroje:
• Výklad nevyžadujı́cı́ zvláštnı́ předběžné znalosti je uveden např. v [Práger a Sý-

korová, 2004].
• Úvod do Fortranu 95 a numerických metod [Sandu, 2001]. Obsahuje kapitolu

o reprezentaci čı́sel a počı́tačové aritmetice. Dostupné na
http://www.cs.mtu.edu/˜asandu/Courses/CS2911/fortran˙notes/main.html

• Podrobnou analýzu s mnoha odkazy na původnı́ prameny podává např. člá-
nek [Goldberg, 1991].

• Sekce 1.3 (1.2) v [Press et al., 1997a]. Pro jazyk C dostupné na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c1-3.pdf,
pro Fortran na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/c1-2.pdf.

http://www.cs.mtu.edu/~asandu/Courses/CS2911/fortran_notes/main.html
http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c1-3.pdf
http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/c1-2.pdf
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7. Poznámky
7.1. Proč nesignalizuje prvnı́ bit mantisy speciálnı́ čı́slo?

V přı́padě báze β = 10 by mohla být použit pro signalizaci nuly nebo subnormálnı́ch
čı́sel nulovost prvnı́ho bitu mantisy. Tuto techniku však nelze použı́t v přı́padě β = 2
kvůli skrývánı́ prvnı́ho bitu normalizovaných čı́sel, který může být roven pouze 1.
Přı́znakem speciálnı́ho čı́sla je vyhrazená speciálnı́ hodnota exponentu, tj. 00 . . . 0
nebo 11 . . . 1.

7.2. Strojové ε−
Strojové ε− je definováno jako nejmenšı́ kladné FP čı́slo, pro které platı́ 1− ε− < 1,
nebo jinak, 1 − ε− je nejbližšı́ FP čı́slo menšı́ než 1. V binárnı́ IEEE aritmetice je
strojové epsilon ε− = 2−dm−1 = ε/2 (při použitı́ skrytého bitu) a ε− = 2−dm = ε/2
(bez použitı́ skrytého bitu).

Analogicky strojové epsilon na intervalu 〈2n, 2n+1) je 2nε, speciálně pro n = −1 je
na intervalu 〈1/2, 1) ε− = ε/2.
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9. Popisy a zdrojové texty přı́kladů
Krátké zdrojové texty jsou zobrazeny přı́mo; předcházı́ jim stručný popis a ’neonový box‘
s názvem, z něhož lze program kliknutı́m spustit, např. char2ascii nı́že. Někdy je vypuštěn
popis, spouštı́ se stejným způsobem, např. storeprt. Dlouhé zdrojové texty nejsou zobrazeny,
lze je prohlı́žet kliknutı́m na ’neonový box‘ s názvem a spouštět kliknutı́m na symbol ù vlevo
od názvu, např. longsum. Jakýkoli název v popisu v ’neonové barvě‘ je prohlı́žecı́ link.

9.1. Ke kapitole 1

char2ascii Program zobrazı́ ASCII kód zadaného znaku v decimálnı́, oktalové a hexade-
cimálnı́ soustavě.
#include <stdio.h>
int main(void)
{

char a;
printf("%s","\nPlease input character: ");
scanf("%c",&a);
printf("ASCII code of character \’%c\’ is %3u (decimal)\n",a,a);
printf(" %3o (octal)\n",a);
printf(" %2X (hexadecimal)\n",a);
return 0;

}
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charaddr Program zobrazı́ adresu (v hexadecimálnı́m tvaru), na kterou v době běhu umı́stil
zadaný znak.
#include <stdio.h>
int main(void)
{

char a;
printf("%s","\nPlease input character: ");
scanf("%c",&a);
printf("Character \’%c\’ is located at address %p\n",a,&a);
return 0;

}

straddr Program zobrazı́ hexadecimálnı́ adresy prvnı́ho a poslednı́ho znaku zadaného
řetězce. Je-li zadaný řetězec delšı́ než 8 znaků, bude ořı́znut.
#include <stdio.h>
#include <string.h>
int main(void)
{

char a[16];
unsigned int i;
printf("%s","\nPls input string of chars (will be truncated to 8 chars): ");
scanf("%8s",a);
printf("String length is: %u\n",(i=strlen(a)));
printf("Address of 1st/last char: %p / %p\n",a,a+i-1);
return 0;

}
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unsigover Program přičte zadané kladné celé čı́slo i k maximálnı́mu neznaménkovému
celému čı́slu zmenšenému o 3. Pro i > 3 dojde k přetečenı́.
#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)
{

unsigned int k=UINT_MAX-3,i;
printf("\nMaximum unsigned int is: m = %u\n",k+3);
printf("The same - 3 is: k = %u\n",k);
printf("Input small pos. integer i = ");
scanf("%u",&i);
printf("Sum k + i = %u\n",k+i);
return 0;

}

unsigunder Varianta předchozı́ho přı́kladu: program odečte zadané kladné celé čı́slo i od neznaménkové 3.
Pro i > 3 dojde k podtečenı́.
#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)
{

unsigned int k=3,i;
printf("\nMinimum unsigned int is: m = %u\n",k-3);
printf("The same + 3 is: k = %u\n",k);
printf("Input small pos. integer i = ");
scanf("%u",&i);
printf("Difference k - i = %u\n",k-i);
return 0;

}
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sigover Program přičte zadané kladné celé čı́slo i k maximálnı́mu znaménkovému celému
čı́slu zmenšenému o 3. Pro i > 3 dojde k přetečenı́.
#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)
{

signed int k=INT_MAX-3,i;
printf("\nMaximum signed int is: m = %d\n",k+3);
printf("The same - 3 is: k = %d\n",k);
printf("Input small pos. integer i = ");
scanf("%d",&i);
printf("Sum k + i = %d\n",k+i);
return 0;

}

sigunder Varianta předchozı́ho přı́kladu: program odečte zadané kladné celé čı́slo i od minimálnı́ho znamén-
kového celého čı́sla zvětšeného o 3. Pro i > 3 dojde k podtečenı́.
#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)
{

signed int k=INT_MIN+3,i;
printf("\nMinimum signed int is: m = %d\n",k-3);
printf("The same + 3 is: k = %d\n",k);
printf("Input small pos. integer i = ");
scanf("%d",&i);
printf("Difference k - i = %d\n",k-i);
return 0;

}
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unsig2sig Program přiřadı́ hodnotu zadaného neznaménkového celého čı́sla v proměnné
u do znaménkové celočı́selné proměnné s. Pozorujte chovánı́ programu v závislosti na tom,
jestli je v u hodnota nejvýše rovná nebo většı́ než maximálnı́ znaménkové celé čı́slo.
#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)
{

unsigned int u;
signed int s;
printf("\nInput pos. integer le/gt %d: u = ",INT_MAX);
scanf("%u",&u);
s=u;
printf("After conversion to signed: s = %d\n",s);
return 0;

}

byte sex Vypı́še endianitu systému v době běhu. Upraveno podle bytesex.c, c© 2001
Jan ”Yenya“ Kasprzak, ¡kas@fi.muni.cz¿).
#include <stdio.h>
int main(void)
{

union {int i; char c[sizeof(int)];} u;
u.i = 0; u.c[0] = 1;
puts(u.i == 1 ? "\nLittle Endian" : "\nBig Endian");
return 0;

}

<kas@fi.muni.cz>
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uintaddr Program vypı́še adresy, na něž v době běhu umı́stil neznaménkové celé čı́slo.

#include <stdio.h>
int main(void)
{

unsigned int a;
printf("%s","\nPlease input nonnegative number: ");
scanf("%u",&a);
printf("%u-bit number \’%u\’ occupies\naddresses "
"from %p to 0x%x\n",
8*sizeof(a),a,&a,((unsigned int)(&a+1))-1);
return 0;

}

sintaddr Program vypı́še adresy, na něž v době běhu umı́stil znaménkové celé čı́slo.

#include <stdio.h>
int main(void)
{

signed int a;
printf("%s","\nPlease input number: ");
scanf("%d",&a);
printf("%u-bit number \’%d\’ occupies\naddresses "
"from %p to 0x%x\n",
8*sizeof(a),a,&a,((unsigned int)(&a+1))-1);
return 0;

}
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epsilon Pro zadané kladné celé čı́slo p vypočte a zobrazı́ (1.0 ⊕ 2−p) 	 1.0 pro
jednoduchou a dvojnásobnou přesnost. Pro dostatečně veliké p je 2−p < ε a uvedený
výraz bude nulový. Metodou pokusu a omylu umožňuje stanovit strojové epsilon pro
obě přesnosti.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
int main(void)
{

float a;
double b;
int p;
printf("\n%s","Please provide exponent: ");
scanf("%d",&p);
a = 1.0f + (float)pow(2.0,-p);
printf("Single: %E\n",a-1.0);
b = 1.0 + pow(2.0,-p);
printf("Double: %E\n",b-1.0);
return 0;

}
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round Zadané čı́slo uložı́ do reálné proměnné v jednoduché přesnosti. Obsah proměnné pak zobrazı́. Vyzkou-
šejte čı́sla 1.0, 2.0, 1.1, 0.5, 0.0625, 0.6, 0.62 a podle vlastnı́ho výběru a pozorujte zaokrouhlovánı́.
#include <stdio.h>
int main(void)
{

float x;
printf("\n%s","Please provide a number: ");
scanf("%f",&x);
printf("Rounded to nearest FP: %.12f\n",x);
return 0;

}
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messy-c Ilustrace některých aritmetických ope-
racı́ s výsledky ±∞ a NaN; verze v C.

#include <stdio.h>
int main(void)
{

float a,b,c,d;
a=0.0;
b=-0.0;
printf("\na = %f, b = %f\n",a,b);
c=1.0/a;
d=1.0/b;
printf("1.0/a = %f, 1.0/b = %f\n",c,d);
printf("1.0/a + 1.0/b = %f\n",c+d);
printf("1.0/a - 1.0/b = %f\n",c-d);
printf("1.0/b - 1.0/a = %f\n",d-c);
printf("(1.0/a)/(1.0/b) = %f\n",c/d);
printf("(1.0/a)*(1.0/b) = %f\n",c*d);
printf("a*(1.0/a) = %f\n",a*c);
return 0;

}

messy-f Ilustrace některých aritmetických ope-
racı́ s výsledky ±∞ a NaN; verze ve Fortranu 90.

PROGRAM messy
IMPLICIT NONE
REAL :: a,b,c,d
a=0.0
b=-0.0
PRINT*
PRINT ’(a5,f9.6,a6,f9.6)’, &

" a = ", a, ", b = ", b
c=1.0/a
d=1.0/b
PRINT ’(a9,f9.6,a10,f10.6)’, &

" 1.0/a = ", c, ", 1.0/b = ", d
PRINT*, "1.0/a + 1.0/b = ", c+d
PRINT*, "1.0/a - 1.0/b = ", c-d
PRINT*, "1.0/b - 1.0/a = ", d-c
PRINT*, "(1.0/a)/(1.0/b) = ", c/d
PRINT*, "(1.0/a)*(1.0/b) = ", c*d
PRINT*, "a*(1.0/a) = ", a*c
STOP

END PROGRAM messy
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eps3single-optcpu Optimalizovaná verze (-O3) programu eps3single.

/* Code identical to eps3single.c. */

eps1double Verze programu eps1single ve dvojnásobné přesnosti.

/* Same as eps1single.c except of ’float’ -> ’double’. */

eps2double Verze programu eps2single ve dvojnásobné přesnosti.

/* Same as eps2single.c except of ’float’ -> ’double’. */

eps3double Verze programu eps3single ve dvojnásobné přesnosti.

/* Same as eps3single.c except of ’float’ -> ’double’. */

eps3double-optcpu Optimalizovaná verze (-O3) programu eps3double.

/* Same as eps3single.c except of ’float’ -> ’double’. */
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ù machar single Program pro diagnostiku FP parametrů systému v jednoduché
přesnosti podle [Press et al., 1997a]. Význam položek výstupu je uveden v rámečku
s popisem programu.

ù machar double Program pro diagnostiku FP parametrů systému ve dvojná-
sobné přesnosti podle [Press et al., 1997a]. Význam položek výstupu je uveden
v rámečku s popisem programu.

ù longsum Demonstrace dlouhé sumace při sestupném, vzestupném uspořádánı́
a při použitı́ Kahanovy sumačnı́ formule. Neoptimalizovaná verze (-O0).

ù longsum-O1 Demonstrace dlouhé sumace při sestupném, vzestupném uspořá-
dánı́ a při použitı́ Kahanovy sumačnı́ formule. Stupeň optimalizace -O1.

ù longsum-O2 Demonstrace dlouhé sumace při sestupném, vzestupném uspořá-
dánı́ a při použitı́ Kahanovy sumačnı́ formule. Stupeň optimalizace -O2.
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storeprt
PROGRAM storeprt
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4
PRINT*
PRINT*, x
IF ((1.0E+8 * x**2)==1.0) THEN
PRINT*, ’Correct’

ELSE
PRINT*, ’Incorrect’

END IF
STOP

END PROGRAM storeprt

storeprt2
PROGRAM storeprt2
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4, epsilon=1.0E-7, w
PRINT*
PRINT*, x
w=1.0E+8 * x**2
IF (ABS(w-1.0) .LE. 0.5*epsilon*(ABS(w)+ABS(1.0))) THEN
PRINT*, ’Correct’

ELSE
PRINT*, ’Incorrect’

END IF
STOP

END PROGRAM storeprt2

quiz cor
PROGRAM quiz_cor
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0/2.0
PRINT*
IF ((2.0*x) .EQ. 1.0) THEN
PRINT*, ’Correct’

ELSE
PRINT*, ’Incorrect’

END IF
STOP

END PROGRAM quiz_cor

quiz inc
PROGRAM quiz_inc
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0/3.0
PRINT*
IF ((3.0*x) .EQ. 1.0) THEN
PRINT*, ’Correct’

ELSE
PRINT*, ’Incorrect’

END IF
STOP

END PROGRAM quiz_inc
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convers

PROGRAM convers
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4
INTEGER :: i
i=10000*x
PRINT*
PRINT*, i
STOP

END PROGRAM convers

convers-optcpu

PROGRAM convers
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4
INTEGER :: i
i=10000*x
PRINT*
PRINT*, i
STOP

END PROGRAM convers

sing2dbl

#include <stdio.h>
int main(void)
{

float x=1.234567f;
double y,z=1.234567;
y=x;
printf("\nx = %.12f\n",x);
printf("y = %.12f\n",y);
printf("z = %.12f\n",z);
return 0;

}

insignid

PROGRAM insignid
IMPLICIT NONE
REAL :: x=100000.0,y=100000.1,z
z=y-x
PRINT*
PRINT*, ’z = ’, z
STOP

END PROGRAM insignid
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mem reg-O0

SUBROUTINE ratio(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s/r

END SUBROUTINE ratio

SUBROUTINE subtr(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s-r

END SUBROUTINE subtr

PROGRAM mem_reg
IMPLICIT NONE
REAL :: a,b,x,y,z,c,direct, bycall
DATA a /3.0/, b /10.0/
DATA x /3.0/, y /10.0/
direct=(y/x)-(b/a)
CALL ratio(x,y,z)
CALL ratio(a,b,c)
CALL subtr(c,z,bycall)
PRINT*
PRINT*, direct-bycall
STOP

END PROGRAM mem_reg

mem reg-O2

SUBROUTINE ratio(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s/r

END SUBROUTINE ratio

SUBROUTINE subtr(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s-r

END SUBROUTINE subtr

PROGRAM mem_reg
IMPLICIT NONE
REAL :: a,b,x,y,z,c,direct, bycall
DATA a /3.0/, b /10.0/
DATA x /3.0/, y /10.0/
direct=(y/x)-(b/a)
CALL ratio(x,y,z)
CALL ratio(a,b,c)
CALL subtr(c,z,bycall)
PRINT*
PRINT*, direct-bycall
STOP

END PROGRAM mem_reg
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ordofop
PROGRAM ordofop
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.23456789,y=4.56789123,z=9.999999,r1,r2
r1=(x*y)/z
r2=(1.0/z)*x*y
PRINT*
PRINT* ’r1 - r2 = ’,r1-r2
r1=(x*y)
r1=r1/z
r2=1.0/z
r2=r2*x
r2=r2*y
PRINT* ’r1 - r2 = ’,r1-r2
STOP

END PROGRAM ordofop

ordofop-optcpu
PROGRAM ordofop
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.23456789,y=4.56789123,z=9.999999,r1,r2
r1=(x*y)/z
r2=(1.0/z)*x*y
PRINT*
PRINT* ’r1 - r2 = ’,r1-r2
r1=(x*y)
r1=r1/z
r2=1.0/z
r2=r2*x
r2=r2*y
PRINT* ’r1 - r2 = ’,r1-r2
STOP

END PROGRAM ordofop
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unstable single
#include <stdio.h>
#include <math.h>
#define DBL 0
#if (DBL==1)
#define MAX 46
#define REAL double
#else /* DBL */
#define MAX 26
#define REAL float
#endif /* DBL */
int main(void)
{

REAL g=(sqrt(5.0)-1.0)/2.0,m=g,s=g,prevs=1.0,ss;
int i;
printf("\n%s\n",

" i s_(i+1) = s_1 * s_i s_(i+1) ="
" s_(i-1) - s_i frac.err.[%]");

printf("%s\n",
"-------------------------------------"
"-----------------------------");

for (i=0;i<=MAX;i++) {
if (i==0)

printf("%2d %+.16f %+.16f %+9.2f\n",
i,1.0,1.0,0.0);

else {
printf("%2d %+.16f %+.16f %+9.2f\n",
i,m,s,100.*(s-m)/m);
m=m*g;
ss=s;
s=prevs-s;
prevs=ss;

}
}
return 0;

}

unstable double
#include <stdio.h>
#include <math.h>
#define DBL 1
#if (DBL==1)
#define MAX 46
#define REAL double
#else /* DBL */
#define MAX 26
#define REAL float
#endif /* DBL */
int main(void)
{

REAL g=(sqrt(5.0)-1.0)/2.0,m=g,s=g,prevs=1.0,ss;
int i;
printf("\n%s\n",

" i s_(i+1) = s_1 * s_i s_(i+1) ="
" s_(i-1) - s_i frac.err.[%]");

printf("%s\n",
"-------------------------------------"
"-----------------------------");

for (i=0;i<=MAX;i++) {
if (i==0)

printf("%2d %+.16f %+.16f %+9.2f\n",
i,1.0,1.0,0.0);

else {
printf("%2d %+.16f %+.16f %+9.2f\n",
i,m,s,100.*(s-m)/m);
m=m*g;
ss=s;
s=prevs-s;
prevs=ss;

}
}
return 0;

}
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cancerr

PROGRAM cancerr
IMPLICIT NONE
REAL :: a=1.0,b=1.0E+8,c=1.0E+8,d,x1,x2
d=SQRT(b**2-4.0*a*c)
x1=(-b-d)/(2.0*a) ! this is ok
x2=(-b+d)/(2.0*a) ! suffers from cancellation
PRINT*
PRINT*, ’x1 = ’, x1, ’, x2 = ’, x2
x2=(2.0*c)/(-b-d) ! this is much better
PRINT*, ’x1 = ’, x1, ’, x2 = ’, x2
STOP

END PROGRAM cancerr
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Programátorské poklesky.
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