16/263 Zéklady pocitacové fyziky

1. Pocitacova reprezentace cCisel a aritmetika

Rychly nahled kapitoly: V této kapitole budou vysvétleny principy ukladani a
manipulace s Cisly v pocitaci, a to jak celych, tak realnych. Standardni pocitacova
reprezentace Cisel a pocitacova aritmetika obsahuji dilezité body, jichz bychom si
pfi tvorbé pocitacovych modeli méli byt védomi. USetiime si tak dlouhé hodiny
premysleni, pro¢ néco funguje jinak, neZ se domnivame, Ze by mélo fungovat.

Cile kapitoly:

° Naucit se pracovat s bindrni, oktalovou a hexadecimalni reprezentaci ¢isel.

° Porozumét reprezentaci celych ¢isel v pocitaci a vyhnout se pfipadnym
problémuim s pfete¢enim nebo podteéenim.

° Porozumét reprezentaci redlnych cisel s pohyblivou desetinnou ¢arkou a
jeji implementaci normou ANSI/IEEE 754-1985.

° Porozumét aritmetice v pohyblivou desetinné ¢arce a jejim dskalim.

Klicova slova kapitoly: Cela ¢isla, znaménkova, neznaménkova; redlnd Cisla;
bit; byte, bajt; bindrni, oktalovd, hexadecimélni reprezentace; pohybliva desetinnd
¢arka; FP Cisla, normalizovand, subnormdlni; norma ANSI/IEEE 754-1985; jedno-
duch4, dvojndsobnd presnost; strojové epsilon; zaokrouhlovani; vyjimky; stabilita
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17/263 Zaklady pogitadové fyziky

Motto: 10.0 x 0.1 se zridkakdy rovnd 1.0

Cela cisla (integers) véetné znaku (characters) a redlna Cisla (real)
maji odli$ny zptisob pocitatové reprezentace a provadéni aritmetic-
kych operaci. Pocita¢ disponuje kone¢nym prostorem pro uskladnéni
¢islic; proto je nutné jak spocetnou mnoZinu celych &isel, tak redlné
kontinuum vhodné reprezentovat. e

1.1. Binarni cisla
— baze (basis) 10, deset Cislic (digits) 0,...,9:
(109.375)10 = | x 10240 x 101 +9x10° + 3 x 1071 +7 x 1072 45 x 1073

Technologie hardwaru predurcuje vyjadieni ¢isel ve (binary sys-
tem) — baze 2, dvé Cislice (bit = binary digit) 0, 1:

(109.375)10 = | x 20 + 1 x 29+ 0 x 24 + 1 x 22+ 1 x 22+ 0 x 21 + 1 x 2°
+0x2 41 x2241x273
= (1101101.011)5

1 1.0 1 1 0 1|0 1 1 = least significant bit
MSB LSB | MSB LSB = most significant bit
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18/263 Zaklady pogitadové fyziky

1.1.1. Aritmetické operace s bindrnimi ¢isly
Analogicky jako v dekadické soustavé:

14+0= 1, 1+1= (10)2 = (2)10, (10)2 +1= (11)2 = (3)10, atd.

1 1.1 1 0 1 1 1
+ 1 1 0 1 X 1 1 0
1 01 0 1 1 0 0 O
1 1 1
1 1 1
1 01 0 1 0
1.1.2. Konverze z dekadické do dvojkové soustavy
Celociselnd ¢4st: Zlomkova ¢ast:
109 Kvocient 54 27 13 6 3 1 0 0375 Zlomek 075 05 0
2 Zbytek 10 1 1 0 1 1 x2 Celé&. 0 1 1
LSB MSB MSB LSB

Opacné pofadi: LSB — MSB.
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19/263 Zaklady pogitatové fyziky
1.1.3. Oktalova a hexadecimdlni reprezentace

Oktalova: baze 8, osm Cislic 0, . . . , 7, pokryto skupinou tfi bitd. Binarni ¢islo
se rozd€li na skupiny ti{ biti od tecky doleva a doprava (a ptidaji se
nulové vycpavky, je-li tfeba). Kazda trojice se pak prepise jako jedina
oktalova Cislice 0, ..., 7:

(109.375)10 = ((001]101[101][011 )5 = (155.3)s

Hexadecimalni: baze 16, Sestnact ¢islic0,...,9,A =10,B = 11,
C=12,D =13,E = 14, F = 15, pokryto skupinou ¢tyf biti. Binarni
¢islo se rozd€li na skupiny Ctyf bitli od tecky doleva a doprava (a pridaji
se nulové vycpdvky, je-li tfeba). Kazda ctvefice se pak prepiSe jako
jedind hexadecimalni ¢islice 0,...,9,A, ... F:

(109.375)10 = ((0110]1101][0110 )5 = (6D.6)16
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20/263 Zaklady pocitacové fyziky

1.2. Reprezentace dat

Data a programy jsou v paméti uklddany v binarnim formatu. Pamét je or-
ganizovana do skupin po 8 bitech (b) — (byte, bytes, B) — nejmensi
adresovatelnd jednotka: 1 B = 8b.

1KB | 1024B 210B
1 MB | 1024 KB = 1048576 B 220 B
1 GB | 1024 MB = 1073741824 B 2350 B
1 TB | 1024 GB = 1099511627776 B | 210 B

Riizné druhy fyzické paméti (hierarchie paméti):

Typ paméti Velikost Pristupova doba
Registry CPU 8B 1 clock cycle
Cache, Level 1 126 KB-512 KB 1ns
Cache, Level 2 512 KB-8 MB 10ns
Hlavni pamét’ (RAM) 8 MB-4 GB 60ns
Pevny disk (HDD) 2 GB-100 GB 10ms

Nékolik baijtii (obvykle 4, tj. 32 b) tvoii

(word).
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21/263 Zaklady pocitacové fyziky

1.2.1. Znaky (characters)

Pismena abecedy (velkd i mald), interpunkce, rizné dal$i symboly.
(American Standard Code for Information Interchange): 7 bitti pro 1 znak =
27 = 128 reprezentovatelnych znak@ (0—~127: ,dolni polovina ASCII tabulky*).

Zbylé pozice do 1 B: 128-255 (piip. (—128)—(—1) v pfipadé

): ,horni polovina‘, obvykle pro znaky narodnich abeced, neni dodrZzovéan
standard ISO 8859-2 = problémy s kodovanim ceStiny (dal$i cp1250, PC-
latin2, Kamenickych, Mac OS, .. .).

Vyzkousejte program char2ascii (zobrazi ASCIl kéd zadaného znaku).

Umisténi znaku v RAM (chdpané jako dlouhd sekvence
bajtd): jednoznacné uréeno . Napt. mame-li k dispozici 512 MB RAM,
tj. 239 B, adresy pokryvaji 0, ...,2% — 1 = (3FFFFFFF) .

Vyzkousejte program charaddr (zobrazi adresu, na niz je ulozen zadany znak).
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Pro uloZeni posloupnosti znaki (

, character string) ,Ahoj!*

potifebujeme alokovat pét po sobé jdoucich bajt, napf.:

Adresa | Obsah | Poznamka
BFFFF260 A prvni bajt
BFFFF261 ’h’

BFFFF262 0’
BFFFF263 T
BFFFF264 P posledni bajt

Pro pristup potfebujeme znat adresu prvniho znaku (zde BFFFF260) a délku

fet€zce (zde 5).

Vyzkousejte program straddr (zobrazi adresy, na nichz zalind a kon¢i zadany

znakovy Fetézec).
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23/263 Zaklady pogitadové fyziky

1.2.2. Cela ¢isla (integers)

2z Y7

1 B miiZe reprezentovat celd &isla 0, ..., 28 —1 =
255, pro bézné aplikace malo. Standardni datové typy obvykle rezervuji pro
celé ¢islo 2, 4, 8 po sobé jdoucich bajta. Napf. v Unixu

7 vs

je unsigned int v jazyce C 4-bajtové celé ¢islo, v MS DOS 2-bajtové.

2 w2

4-bajtové (32 bitové) neznaménkové celé ¢islo 37 je zobrazeno jako

[ 00000000 [ 00000000 | 00000000 [ 00100101 |

Rozsah 32 bitovych neznaménkovych celych ¢isel je od 0

00000000 [ 00000000 | 00000000 [ 00000000 |
do 232 — 1 = 4294967295

[t o o [ |

Rozsah p-bitového neznaménkového celého ¢islaje 0,1, ...,27 — 1.

Pro demonstraci (overflow/underflow) neznaménkovych celych &i-
sel vyzkousejte programy unsigover a unsigunder [Sandu, 2001].
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24/263 Zaklady pogitadové fyziky

Pouzivaji (two’s complement). p-
bitové znaménkové celé &slo v rozsahu —2°~1 ... —1,0,1,...,2°"t — 1
je reprezentovdno nejmensim celym kladnym c¢islem, s nimZ je kongruentni
modulo 27,

(¢islo)19 | (dvojkovy doplnék);o (dvojkovy doplnék)o
—2147483648 2147483648 0000000 00000000 00000000 00000000
—2147483647 2147483649 0000000 00000000 00000000 00000001
—2147483646 2147483650 0000000 00000000 00000000 00000010

—2 4294967294 1111111 11111111 11111111 11111110

—1 4294967295 1111111 11111111 11111111 111111111

0 0 0000000 00000000 00000000 00000000

1 1 0000000 00000000 00000000 00000001

2 2 0000000 00000000 00000000 00000010
2147483645 2147483645 1111111 11111111 11111111 11111101
2147483646 2147483646 1111111 11111111 11111111 11111110
2147483647 2147483647 1111111 11111111 11111111 11111111

Je-li k reprezentovano ur¢itym bitovym vzorkem, pak —(k + 1) je reprezen-
tovano inverznim bitovym vzorkem s 0 — 1, 1 — 0.
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25/263 Zaklady pogitadové fyziky

Dtivod pro uZivani dvojkového dopliiku pro znaménkova celd ¢isla: od¢itani
a operace se zapornymi ¢isly jsou nahrazeny operacemi jen s kladnymi &isly.
Jiné zptsoby ( a ) viz [Sandu, 2001].

Pro demonstraci znaménkovych celych Cisel vyzkousejte pro-
gramy sigover a sigunder [Sandu, 2001].

Pozor na pfifazovani napt. hodnoty neznaménkové celociselné proménné do
znaménkové celociselné proménné, jako napt. v tomto fragmentu:

unsigned int u;
signed int s;
s=u;

Pro demonstraci konverze neznaménkové celociselné proménné do znaménkové
vyzkousSejte program unsig2sig.
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26/263 Zaklady pocitacové fyziky

Jak je napf. uloZeno né&jaké 32-bitové (ne)znaménkové celé
&islo, tieba (37)10 = (00000000 || 00000000 || 00000000 || 00100101 |)5?

~~

Bo B1 B> B3

Potiebujeme alokovat ¢tyfi po sobé jdouci bajty By, . .., Bs.

Poradi ukladani bajti vicebajtovych datovych typl (tj. cokoli kromé
znak), tak feCena (endianity, byte sex) zavisi na systému. Napt. IBM a Sun
uZzivaji adresovani , Intel adresovani Little Endian.

— vzrast adresy —

[ Bs [ Bs | Bi | Bo |

Podle Gulliverovych cest — Liliputdni se délili na dvé skupiny, které se piely o to, na
kterém konci se maji naklepdvat vajicka (Little Endians a Big Endians). Pro pfistup
potfebujeme znét nejnizsi adresu (bajtu By pro Big Endian, bajtu Bj pro Little Endian)
a velikost datového typu (zde 4 B).

Prostudujte zdrojovy kéd programu byte_sex [Kasprzak, 2004], jenZ vypi$e endianitu vaseho systému
v dobé béhu.

Vyzkousejte programy uintaddr/sintaddr (zobrazi po&iteéni a koncovou adresu zadaného
(ne)znaménkového celého é&isla).
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Aritmetika pocitacovych celych Cisel (s vyjimkou
celociselného déleni) je, az na situace pre/podtecent,
, . numericky vysledek = matematicky
vysledek v Z!! (Spocetnd mnozina je ,oseknuta‘ na

konec¢nou.)

Realna ¢isla R tvori kontinuum (mohutnost N), které
musi v pocitaci byt reprezentovano a

pomoci poctu Cisel. Lze
reprezentovat jen Cisla do urcité meze, a v tomto
rozsahu jen vhodné rozlozenou kone¢nou
podmnozinu F C R.
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28/263 Zaklady pogitadové fyziky

1.2.3. Realn4 ¢isla

Obvykle reprezentovédna (floating-point
numbers, FP). Historicky: (fixed-point num-
bers) = volba méfitka v rukou programatora (John von Neumann).

Pro jednoduchost volime bazi 5 = 10.

Kazdé ¢islo x € R 1ze psat v
 do &
“e
T = o X m x 10 (1.1)
—~— —~—~
+1 1<m<10
1b  dn .

Napf. 109.375 = +1 x 1.09375 x 102. Nerovnost omezujici mantisu zajistuje
jedinou nenulovou ¢islici pied jeji desetinnou teCkou (proto pohyblivd, =
jednoznacnost); nelze tfeba +1 x 0.109375 x 10% nebo +1 x 0.00109375 x 10°.

Mgjme pro uloZeni 6 dekadickych cifer: [0 [ /711maoms [ eres| = [+]109]02]
Zde d,, = 3,d, = 2, . Takovych FP ¢isel je jiz konecné mnoho.
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29/263 Zaklady pogitadové fyziky

Lze v naSem hrackovém modelu uloZit x = 0.000123? Ne: , upln4 ztrita
informace! Exponent je totiz ! Co s tim?

Pouzit : jsou-li jako exponent uloZeny cifry e ea, skutecny exponent je e;ega — 49

(49 je bias). Skute¢ny exponent ma rozsah —49 az 50, ale je uloZzen jako 00 az

99. Nemusime pak uklddat znaménko exponentu, za cenu zmenseni rozsahu. Cislo

z = 0.000123 = 41 x 1.23 x 10~ je tedy uloZeno jako [+] 123 |45]. Obvykle

se nejmensi/nejvétsi hodnota exponentu (zde 00 a 99) rezervuje pro reprezentaci

specidlni Cisel jako 4co, 0, subnormdlni cisla, NaN (viz sekci 1.2.3), tj. ejes €

{01,...,98}. Volba biasu je ur¢ena podminkou 1/z iy < Tmax a opacné.

Mazx. absolutni hodnota normalizovaného FP &isla: pro mymoms = 999, ejeq =
98 je Tmax = 9.99 x 10%°.

Min. absolutni hodnota normalizovaného FP &isla: pro mimaoms = 100, ejes =
01 je Zmin = 1.00 x 10748,

Nula je reprezentovdna mimems = 000, e;es = 00. Ob& (£0) ekvivalentni.

Subnormalni ¢isla: upustime-li od normalizovaného tvaru (m; # 0), 1ze reprezen-
tovat &isla men$f nez xpin: mimams = 010, ejeq = 00 davd x = 10749,
mimams = 001, ejez = 00 ddvd x = 10759,

Subnormdlni ¢isla zlepsSuji pfesnost v okoli 0: uvazujme fragment kédu if (x!=y) z=1.0/(x-y);,ax = 1.02 X

10748,y = 1.01 x 10~*8. Podminka je v rdmci normalizovanych FP spln&na, ale rozdil z — y je pod rozsahem
normalizovanych FP (= déleni nulou!), nikoli viak subnormélnich FP, z — y = 10~50,
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Volime-li bdzi 3 = 2, mame normalizovany tvar

, de bit
(&
T = o X m X 2 (1.2)
~~ ~~
0=+,1=- 1<m<2
, 1 bit , d bitl

Napft. (109.375)19 = (1101101.011)5 = +1 x 1.101101011 x 2°. M&me pro
uloZeni 11 bitt: d,, = 6, d. = 4, jeden bit pro znaménko. FP reprezentace
je (zatim bez biasu) [ [ 17 mamamamsing |e1ezezeq| = 0] 110110[0110].
Pozadavek na normalizaci ve dvojkové soustavé ( ) znamena ,
je tedy zbytecné m, uklddat a misto toho ulozit dalsi,

, navic. Toto se nazyva (hidden bit technique): FP
reprezentace je pak |0 101101 [0110].

Standardizuje FP Cisla, jak provadét aritmetické operace,
aoSetfeni vyjimek (exceptions handling). Vyvinut v 80 letech 20. stoleti (IEEE,
W. Kahan), nyni respektovan vSemi vyrobci CPU.

ANSI/IEEE 754-1985 (pro 8 = 2), ANSI/IEEE 854-1987 (pro obecné 3)
ISO standard: IEC 559: 1989
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Cislo 2 € F je bindrné reprezentovéno jako

de-bitovy bias
’ E
T = o X m x 2 € - (1.3)
~— ~—~
1-bitové dm-bitova

(single precision)

4 B (podléhaji endianite) 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro zdporné
do = 8, bias E = (127)19 dm = 23, technika skrytého bitu
1.18 x 10738, 3.40 x 1038 1.1921 x 1077, 5.9605 x 108

’ g ‘ €1€2€3 - €8 ‘ mimoms - - -1Ma3 ‘

[ eieses---es | Hodnota | Poznamka ]

(00000000)2 = (0)10 +(0.mq - -maz)2 x 27128 [ mq = -+ = ma3 = 0: nula (£0)
+(0.mq -+ -mag)a x 27126 | aspoii jedno m; # 0: subnormalni

(00000001)2 = (1)10 +(1.mq - -maz)2 x 2725 | normalizované &islo

(01111111)2 = (127)10 | (1.m1 -+ ma3)2 x 2° normalizované &islo

(10000000)2 = (128)10 | %(1.m7 ---maz)2 x 2! normalizované &islo

(11111110)2 = (254)10 | £(1.m1 ---mag)2 x 227 normalizované &islo

(11111111)9 = (255)10 | ,*inf‘a,-inf° mp = -+ =ma3 = 0: oo
,NaN* aspoii jedno m; # 0: not a number
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(double precision)

8 B (podléhaji endianite) 1 bit; O pro kladné, 1 pro zap.
de = 11, bias E = (1023)1¢ dm = 52, technika skrytého bitu
2.23 x 107398,1.79 x 1038 2.22 x 10716, 1.11 x 10716

[ o0 | ereges---e1n | mymams---msy |

[ eiese3---en | Hodnota | Poznimka ]

(00000000000)2 = (0)10 +£(0.m1 - -ms2)2 x 271022 T my = ... = mse = 0: nula (£0)

+(0.mq -+ -ms2)2 X 271022 | a5poit jedno m; # 0: subnormdlni
(00000000001)2 = (1)10 +(1.mq ---ms2)2 x 271922 | normalizované &fslo
(01111111111)9 = (1023)10 | £(l.mq ---ms2)a x 2° normalizované ¢islo
(10000000000)2 = (1024)19 | £(1.m7---ms2)a x 2! normalizované &islo
(11111111110)2 = (2046)10 | £(1.m1 ---msa2)2 x 21023 normalizované &fslo
(I1111111111)5 = (2047)10 | +inf‘ a -inf® m1 = --- = mgg = 0: 200

,NaN* aspon jedno m; # 0: not a number

E Jaké &islo reprezentuje v jedn. pies. |0|10000000|00110000000000000000000|7% =& X (p—C+e-C+T1)

Jak je zobrazeno z = 5 jako 4 B integer?  [T0T00000000000000000000000000000|
Jak je zobrazeno = = 5.0 jako single prec.? [00000000000000000000010|1000000T[0] = 7@ X (z—T + T)
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(double-extended precision)
Doporuceno normou ANSI/IEEE 754-1985 (maji registry mikroprocesort Intel).

10 B (podléhaji endianite) 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro zap.
de = 15, bias E = (16383)1¢ dn = 64, skrytého bitu

’ g \ €1€2€3 - - €15 \ Mm1maing - - - Meq ‘

[ eieze3---e1s | Hodnota | Poznamka ]
(000000000000000)2 = (0)10 +(m1.ma---mga)a X 2710362 T mq = ... = mgq = 0: nula (£0)
(000000000000001)2 = (1)10 +(m1.ma---me4)2 x 2716362 | normalizované &islo
(011111111111111)2 = (16383)10 | £(m1.m2---mea)2 X 20 normalizované &islo
(100000000000000)2 = (16384)19 | E£(m1.m2---Mmea)2 X 21 normalizované &islo
(111111111111110)9 = (32766)10 | £(m1.ma - mea)a x 216363 normalizované &fslo
(111111111111111)2 = (32767)10 | ,+inf‘a,-inf" my1 = --- = mgq = 0: £00

,NaN* aspoil jedno m; # 0: not a number

Uzite¢né pro docasné uchovani mezivysledkt (v registrech). Existuje také
(single-extended precision). Podrobné viz [Goldberg, 1991].

Co predstavuje |0]10000000|10000000000000000000000 jako single prec. FP &slo a co jako 4 B integer?
8TI9E6LLOT B O'E

Jak jsou v single prec. zobrazena &isla 27126 a (2 — 2723) x 21279
[TTTTITITITITITITITIITIITIOTTTITTIIT(Ol ® [00000000000000000000000/T0000000]0)
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Jak probihd napt. secteni dvou FP ¢&isel? Pokud nejsou
exponenty stejné, zvétsi se exponent mensiho ¢isla na hodnotu vétsiho ¢isla,
a zaroven se zmenSuje mantisa posunem cifer o potfebny pocet mist doprava
(j. d€lenim S, right-shifting ).

Napt. v hrackovém modelu s&ftdme 1 = 1.00 x 10° a 0.01 = 1.00 x 1072,
Upravime druhy sé¢itanec na 0.01 x 10° a se¢teme: 1.00 x 10° +0.01 x 10° =
1.01 x 10°.

Kdyby byl druhy s&itanec nejblizsi mensi FP &islo nez 0.01, tj. 9.99 x 1073,
dostaneme srovnanim jeho exponentu a posunem mantisy o tfi pozice 1.00 x
10° 4 0.00999 x 10° = 1.00 x 10°!

Cislo 0.01 je nejmensi kladné FP &islo e, pro které plati 1 4+ ¢ > 1, nebo jinak,
1 + ¢ je nejblizsi FP ¢islo vétsi nez 1. Nazyva se (machine
epsilon). V naSem hrackovém modelu € = 0.01.

Analogicky v binarni IEEE aritmetice je strojové epsilon ¢ = 279 (pii pou-
7iti skrytého bitu) a e = 27 (bez pouziti skrytého bitu). (Lze definovat
rovnéz strojové epsilon €_ pro od1.)

| ST ' ' ' ' ' ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



35/263 Zaklady pogitadové fyziky

Demonstrace pro single precision:
1.0 = |0/01111111|00000000000000000000000|
e = 1001101000 |00000000000000000000000|
(104)10
Zvétsime-li exponent € o 1, musime mantisu délit dvojkou, ¢imz se skryty bit
posune na prvni misto v mantise (ted uz ale zadny dal$i skryty bit u £ neni!):
e = [0/01101001 | 10000000000000000000000)|
—_—
(105)10
Dalsim zvétSenim exponentu o 1 a posunem mantisy doprava mame:
e =10[01101010 |01000000000000000000000|
—_—
(106)10
Po 127 — 104 = 23 = d,,, takovych operacich je mantisa srovndna a skryty bit
vytladen na pravou krajni pozici:
e =[0/01111111|00000000000000000000001 |
(127)
10
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Vezmeme-li misto ¢isla 1.0 libovolné FP &islo z s obecnym exponentem e — E a
mantisou m nejvyse |111. .. 10|, bude pfislu$né strojové epsilon mit exponent mensi
o dy,, a v mantise samé nuly, tj. nejblizsi FP &islo bude 0 & x 2¢~F vétii. Pro 1 < x < 2
jee—E =0,pro2 < x <4jee— FE =1 (mezeramezi FP ¢isly 2¢), pro0.5 <z < 1
je e — E = —1 (mezera mezi FP &isly £/2), apod. Cim V&t je FP &islo, tim vetii je
mezera mezi nimi; FP ¢isla maji vysokou hustotu v blizkosti nuly a ¢im vice se od
nuly vzdalujeme, tim se stdvaji fid$imi — viz obrdzek na nésledujici strané.

[ Jaki je mezera mezi 1024 a nejblizsim vétsim IEEE single precision FP &islem?
Z1000°0 ~ 3201

Uvazujte &islo (0.1)1¢. Jakd je jeho single precision FP reprezentace?
0t(gzr)
—
[00TT00TTO0TTO0TTO0TTO0T| TTOTTLIO 0] =
p—C X (- + 1g-C+ 0g-C+ s1-C+ g1-C+ g1-C+ g1-G+ -8+ g0+ g-CF -+ -T+T)

NP2

Ma technika skrytého bitu v tomto pfipad€ za dusledek presnéjsi reprezentaci? N

Program epsilon [Sandu, 2001] po zadani exponentu p se¢te 1 + 277 a od vysledku
odette 1 (pro single i double precision). Je-li 277 < &, vysledek bude nula. Spustte pro-
gram pro p € {20,...,60} a experimentalné zjistéte strojové epsilon pro jednoduchou
i dvojnasobnou presnost.
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4e

Gap between successive FP numbers
[\®)
o™
T
I

€2 B

[ B
1 1 1 1 1 1 1 1 1

-8 -4 -2 -1-050051 2 4 8

Grafické znazornéni rozloZeni FP &isel. V kazdém intervalu (27, 2"1) lezi
stejny pocet FP Cisel, takZe mezera mezi nimi se zvétSuje a hustota zmensuje.

Mnozina FP &isel: F = {£0, normalni, subnormalni, £00}.

| ' ' ' ' ' ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



38/263 Zaklady pocitacové fyziky

Pomoci programi machar single a machar double [Press et al., 1997a] diagnosti-
kujte FP parametry vaseho systému. Polozky na vystupu znamenaji:
= (3, baze pouzivané Ciselné soustavy.
= dm + 1 (pfi pouziti skrytého bitu), dy, bez néj; polet cifer mantisy.

Vraci 0, ...,5 informujici o zpisobu zaokrouhlovani pfi scitani a jak je oSetreno
podteceni. 2, 5: vas systém zaokrouhluje podle IEEE standardu. 1, 4: vas systém
provadi zaokrouhlovani, ale ne podle IEEE standardu. 0, 3: nezaokrouhluje,
usekava. 0, 1, 2: bez subnormalnich cisel, 3, 4, 5: uziva subnormalnich cisel.

Pocet ,guard digits'.
Nejmensi (nejzaporn&jsi) exponent e — E baze 3 takovy, ze 1 + 3¢~ F > 1.
Nejmensi (nejzaporn&jsi) exponent e — E baze 3 takovy, ze 1 — 3¢~ F < 1.
= d,, pocet bitll exponentu.
Nejmensi (nejzdpornéjsi) exponent e — E baze [ konzistentni s normalizova-
nymi Cisly.
Nejvétsi (kladny) exponent e — E baze §.
= ¢, strojové epsilon.
= e¢_, strojové epsilon ¢_.
= [3minexP nejmendi kladné normalizované FP é&islo.
= (1 — e_)[™>**P nejvétsi normalizované FP ¢islo.
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Neni-li x € R a zdroveil * ¢ F, musime je reprezentovat
vhodnym FP ¢islem — (rounding). ANSI/IEEE definuje ¢tyfi
typy zaokrouhlovani: nahoru, dold, k nule, k nejbliz§imu FP &islu.

Oznaéme x_ (7 ) nejbliz§{ menSi nebo rovné
(vétsi nebo rovné) FP ¢islo, a definujme

9= 77 b mrouonimapos 1= a9
Zaokrouhleni reprezentuje urcitou (roundoff error).
Relativni zaokrouhlovaci chybu ¢ definujeme

[z] = (1 +0) (1.5)
ProtoZe |[x] — x| < |z; —x_| azdrovei x > z_, je

8] < '“l;_f" = ;22_2 <e (1.6)

Naleznéte v naSem hrackovém FP modelu pfiklad ¢éisla takového, Ze pii zaokrouhleni doli § =~ e.
66660 =
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Zahozeni (odseknuti) bitd nenulovych které se
nevejdou do mantisy. Zfejmé 0 < z_ < z prokladnd z az < z; < ( pro zdporna
x. Zaokrouhlené ¢islo neni ddle od nuly neZ zaokrouhlované ¢&islo. Zaokrouhlovaci
chyba

—e < 6ch0pping <0 (L.7)

Pouziva vétsina procesort; pod
(rounding) budeme déle rozumét tento zpdsob.

_fa jedi am <z < (zy —zo)

= - 1.
=] { xy jeli x>z > %(m —x_) (1.8)
Ziejmé
_%5 < 5r0unding < %5 (1.9)
Chyby maji obé znaménka, takZe se pravdépodobné zrusi a nebudou se akumulovat
jako u zaokrouhleni k nule. Je-li x = %(az+ + x_), IEEE standard vyZaduje vybrat
zaokrouhleni se sudym (nulovym) poslednim bitem. Napf. pro Sestibitovou mantisu
x = 1.0000001 mize byt zaokrouhleno na z_ = 1.000000 nebo na xz = 1.000001;
v tomto ptipadé x_. To garantuje polovinu zaokrouhleni nahoru a polovinu dold.
Podrobné viz [Goldberg, 1991, Prager a Sykorova, 2004].
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FP Cisla jsou pfesnd az na faktor (1 £ £/2). Pro jednoduchou pfesnost to
znamen4 141077, tj. cca 7 desetinnych mist pro &fsla f4du jednotek, u &isel Fadu
107 jsou nepfesnosti ,postizeny* jednotky, u ¢isel mensich neZ 1 je nepiesnosti
,postizena‘ sedma cifra po prvni nenulové ¢islici.

Podobné pro dvojndsobnou piesnost je presnych cca 16 desetinnych mist pro
¢isla fadu jednotek.

E Jaké jsou v IEEE single precision zaokrouhlené hodnoty téchto ¢isel:
=442 T = [2] ORI (gp-C+T)eT =7
r=8+272 T = [z] OISR dd o (gz-C+ 1)l =7
z=164+2"20 (19 '150d £p1S) “(gp T+ T)pe = TT 50 = ~2 = [2] QIIOU(, T+ 1);8 =7
r=32+2"2 —x = [z] opyer ‘—z Yol ol & g JuRU (gp T+ 1) T =7

Vyzkougejte program round s &sly 1.0,2.0,1.1,0.5,0.0625, 0.6,0.62 a podle vlastniho
vybéru. Vysvétlete ziskané vysledky.

| ' ' ' ' ' ' ' ' ®Pryni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



42/263 Zaklady pogitadové fyziky

1.3. Aritmetické operace

Hodnoty operandd jsou naéteny z paméti do registri OP 1
CPU, (ALU) provede OP 2
operaci, vysledek vrati do tfetiho registru, poté je | REG 1] | REG 2]

hodnota uloZena do paméti.

Operandy: FP &isla. Ale vysledek aritmetické ope- \ ALU

race byt FP Cislo! Bude zaokrouhleno =-
vysledek aritmetické operace je obecné poskozen Result

zaokrouhlovaci chybou.

V nasem hratkovém modelu mé&jme dvé FP ¢&isla @ = 97.2 = 9.72 x 10! a b = 6.43 =
6.43 x 10°. Mantisa druhého se posune tak, aby se exponenty rovnaly.

1
9.72  x10 Vysledek 1.0363 x 102 neni FP &islo! Bude zaokrouhlen na 1.04 x 102 =
0.643 x10! 104. Matematicky vysledek se 1i§{ od numerického! Oznacme FP aritmetické
10.363 X 101 operace @, O, ®, @; obecné napt. a ® b # a + b.

FP s&itani neni asociativni! Pro ¢ = 0.999 = 9.99 x 10! je (a ®b) © ¢ = 1.04 x 10% = 104,
alea® (b®c) = 1.05 x 10% = 105.

E Ukazte, ze FP scitani je komutativni.
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1.3.1. IEEE aritmetika

Nejprve exaktné, pak zaokrouhlit na nejbliZsi:

adb=la+b acb=[a—b a®b=[axb a@b=][a/d] (1.10)

TotéZ plati pro druhou odmocninu, zbytek, a konverzi mezi celociselnym a FP
typem. Operace provadéné timto zpiisobem se nazyvaji
(exactly rounded) nebo (correctly rounded).

Hardware kompatibilni s IEEE FP aritmetikou zlepSuje portabilitu programu.

Pozadavek na exaktné zaokrouhlené operace se jevi jako pfirozeny, ale je
obtizné hardwarové jej implementovat. Divodem je, Ze pro implementaci
korektni IEEE aritmetiky potfebujeme dodate¢né hardwarové zdroje (registry
dostatecné Sitky).

— na rozdil od zaokrouhlovaci chyby plné pod kontrolou
programatora.
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1.3.2. Specidlni aritmetické operace

Obé legélni, ale zcela ekvivalentni. Je-li x = +0,
y = —0 (ve smyslu FP reprezentace single, double a extended double), pak
(x==y) vraci logickou pravdu.

Konzistence s obéma nekone¢ny: podle IEEE 1/(40) = 400 a 1/(—0) =
—o00. Kdyby byla jen jedna nula a 1/0 = +oo, pak 1/(1/(—00)) = 1/0 =
+00.

Napf. pro tg(m/2 — x) miZeme konzistentné definovat funkéni hodnotu pro
x = +£0 jako Foo.

Nevyhoda: pro x = +0, y = —0 sice (x==y) vraci logickou pravdu, ale
(1/x==1/y) logickou nepravdu.

(a<b) .0R. (a==b) .0R. (a>b) True, jsou-li a,b € FF. False, je-li jedno NaN.
+0==-0 True
+inf==-inf False
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Nekonecna poskytuji moZnost pokracovat ve vy-
poctu, objevi-li se preteCeni rozsahu normalizovanych FP Cisel.

{ 0 a konecné FP
ajoo =

NaN a = o0
400 a>0
a X oo = -0 a<0

NaN a=0

+o0o a konecné FP
oo+ a= +oo a==o0
NaN a = Foo

Jakékoli operace, jejimZ aspon jednim operandem je NaN,
mad vysledek NaN. Navic je NaN vysledkem: oo + (—00), 0 X oo, 0/0, 0o/ 00,

v/ —|z|, x mod 0, oo mod z.
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1.3.3.  Vyjimky, ndvésti, zachycovani

(exceptions, flags, exception trapping)

IEEE definuje 5 vyjimek: , (overflow), (underflow),
(invalid operation), (inexact operation).

jsou uzite¢né pro zpétnou kompatibilitu programu.

Je-li a € T, IEEE vyZaduje:

400 je-li a>0
a/0.0 =< —oo je-li a<0 (1.11)
NaN je-li a=0

Kdyz je vysledek aritmetické operace konec¢ny, ale vétsi co do velikosti
neZ nejvétsi reprezentovatelné FP ¢islo. Standardni IEEE oSetfeni: vysledek oo
(round to nearest) nebo nejveétsi reprezentovatelné FP Cislo (round toward 0). Nékteré
kompilatory preteceni zachyti a ukonci vykondvéni programu s chybovou hldskou.
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[Press et al., 1997a] poskytuje knihovnu complex.c,
v némz jsou definovany funkce pro praci s komplexnimi Cisly, mj. funkci Cabs pro
vypocet absolutni hodnoty. Pro datovy typ fcomplex definovany jako
typedef struct FCOMPLEX {float r,i;} fcomplex;

float Cabs(fcomplex z) float Cabs(fcomplex z)
{ {
return sqrt(z.r*z.r+z.i*z.i); float x,y,ans,temp;
} x=fabs(z.r);
y=fabs(z.1i);
if (x == 0.0)
ans=y;
else if (y == 0.0)
ans=x;
else if (x > y) {
temp=y/x;
ans=x*sqrt (1.0+temp*temp) ;
} else {
temp=x/y;
ans=y*sqrt (1.0+temp*temp) ;
}

return ans;
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Kdyz je vysledek aritmetické operace mensi neZ nejmensi normalizované FP
¢islo. Podle IEEE je vysledek subnormalni ¢islo (tzv. , gradual under-
Jlow) nebo 0, je-li vysledek dostatecné maly. Subnormadlni ¢isla maji mensi pfesnost nez
normalizovand, takZe vedou ke ztraté presnosti. To je ale lepsi neZ bez jejich pouziti.

Priklad ztraty pfesnosti: v naS§em hrackovém modelu x = 1.99 x 1040, y = 1.00 x 10~ 11,
z = 1.00 x 10*! spoctéme (z x y) x z. Matematicky vysledek je roven teyact = 2. Podle
teorie zaokrouhlovacich chyb o¢ekdvame

trp = (2@ Y) @ 2 = (1 + 0)lexact, |0 =e (1.12)

(Pro kazdé FP nésobeni je relativni chyba |dg| < €/2.) V hrackovém modelu je £ = 0.01,
takZe oCekdavame

trp € (1 — 26)texact; (1 4 28)texact) = (1.98 x 10749,2.00 x 1074°) (1.13)

Avsak soudin z ® y = 1.99 x 107°! podtékd, a md v subnormdlnich &islech reprezentaci
0.01x 10749, coZ vyndsobeno se z dd tpp = 1.00x 10~4°. Relativni chyba je pak |Jsubnorm| =
0.99 = 99¢.

Vysledkem je NaN.
Vysledkem je hodnota zaokrouhlend podle IEEE.

VyzkousSejte program messy-c.
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1.3.4.  Systémové aspekty

Design pocitacovych systémt vyzaduje hluboké znalosti FP ¢isel. Moderni procesory maji
specidlni FP instrukce, kompilatory musi generovat takové FP instrukce, a operacni systémy
mus{ oSetfit vyjimky generované FP instrukcemi.

Zde uvedeme pouze vybrané aspekty, podrobnd diskuse je uvedena napt. v [Goldberg, 1991,
Sandu, 2001].

Optimalizace Nésledujici kédy jsou matematicky ekvivalentnf:

epslsingle eps2single eps3single

#include <stdio.h> #include <stdio.h> #include <stdio.h>

int main(void) int main(void) int main(void)

{ { {
float eps=1.0; float eps=1.0; float eps=1.0,x;
do { do { do {

eps /= 2.0; eps /= 2.0; eps /= 2.0; x=1.0+eps;

} while (1.0+eps>1.0); } while (eps>0.0); } while (x>1.0);
printf("\n%.12e\n",eps); printf("\n%.12e\n",eps); printf("\n%.12e\n",eps);
return O; return 0; return 0;

¥ } }

Spoustéjte demonstraéni programy epsXsingle, X = 1,2,3 a optimalizovanou verzi
eps3single-optcpu, a pokuste se vysvétlit vysledky. (Double varianty epsXdouble a
eps3double-optcpu se li$i jen zdménou float za double.)
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1.3.5. Dlouhé sumace

Problém s dlouhymi sumacemi: kaZda individualni sumace vnasi do ¢dste¢ného souctu
urcitou chybu, takZe celkova suma miize byt

Polozime-1i v sumé E?:l Tji81 = (1—1—51)33‘1, Sy = (1—1—52)(81 —|—l’2) = (1—|—52)[(1—|—

(51)1’1 + xz], S3 = (1 + 53)(82 + 1’3) = (1 + 53){(1 + 52)[(1 + (51)1’1 + LL’Q] + xg} =

(1 + 01 + 09 + 53)1‘1 + (1 + 09 + 53)1’2 + (1 + 53)1‘3 + 0(62), atd.

° Vypocet ve vyssi presnosti (napf. zadame-li s, v single, po¢itame v double).
Problém nastdva, Zddame-li vysledek v double.

° Vhodné setadit Cleny — ziejmé je vyhodnéjsi seradit s¢itance vzestupné.
° Pouzit [Goldberg, 1991]:
sun=x(1) Pak vypo&itand suma
c=0.0
DO j=2,n n n
y=x(j)-c Sn :ij(1+5j)+(’)(n€2)2|xj| (1.14)
t=sum+y j=1 j=1
c=(t-sum) -y
sum=t kde |§;| < 2¢. Dikaz viz [Goldberg, 1991].
END DO
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Uvazujme sumu (b € N)

UL TR
S = - e - b . - e
b b b2 b2

b ¢lent b2 &lentt bpmax ¢lend

bPmax T bHPmax

(1.15)

Kazdy ze ¢lend ve svorkdch je roven jedné, exaktni matematickd suma je proto
Pmax + 1. PoCet s¢itanct v sumé je

max_l
b—1

Vyzkousejte program longsum, ktery vykondvd sumaci (1.15) pro b = 10, pmax = 7 tfemi zplsoby:
v sestupném poradi, ve vzestupném poradi a s pouzitim Kahanovy sumacni formule. Jak se chovaji
optimalizované verze longsum-01 a longsum-027

14+b+b%+... + bPmax = (1.16)

Typicky vystup v single precision vypadd (GNU/Linux 2.4.20, GCC 3.3 20030226):
basis = 10, maximum_power = 7
number_of_terms_in_the_sum = 11111111

exact: 8.00000000, rel_error = 0.00000000 %
sort down: 6.95631695, rel_error = -13.04603815 7,
sort up: 8.01876831, rel_error = 0.23460388 %
Kahan: 8.00000000, rel_error = 0.00000000 %

U optimalizované verze je posledni fadek
Kahan: 6.95631695, rel_error = -13.0460377 % Proc¢?
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1.3.6. Patologie, nastrahy a pasti

Vyzkousejte program storeprt, jehoz prvni &ast pouze ulozi &islo 2 = 1.0 x 10~* a
poté jej vytiskne na terminal. Vysvétlete pozorovanou ,anomalii‘.

7 w7

VyzkousSejte opét program storeprt, jehoz druha ¢ast se vétvi podle vysledku srovnani
disel 1.0 x 10% x 22 a 1.0. Vysvétlete, pro¢ se skutecnost lisi od ocekavani.

VyzkousSejte upraveny program storeprt2, jenZ ma upravenou podminku vétveni. Pro¢
tento program pracuje v souladu s oéekavanim?

VyzkousSejte programy quiz cor a quiz_inc. Pro¢ prvni z nich vybere ,spravnou’ a
druhy ,nespravnou’ vétev?
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Nékdy je nepresnost v FP pfenesena prostiednictvim kon-
verzi do celociselnych typt.

VyzkousSejte program convers a jeho optimalizovanou verzi convers-optcpu. Vysvét-
lete vysledky.

Jiny problém nastava pfi konverzi single do double precision. Takova konverze
nezlepsuje pfesnost — bity registru jsou ,vycpany‘ nulami a ¢islo ziistava jinak
stejné jako v single.

Ovérte si uvedené tvrzeni pomoci programu sing2dbl.
Je-li tentyZ vypocet provadén s operandy
v registru (FP registry CPU Pentium maji rozsifenou dvojnasobnou piesnost,

80 bitll) a s operandy v paméti, miZe se vysledek lisit.

Tento jev demonstrujte pomoci programu mem reg-00 a jeho optimalizované verzi (stu-
peil -02) mem reg-02.
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Odecteme-li v single precision 100000.1 — 100000.0, oce-
kavame vysledek 0.1.

Jaky vysledek poskytne program insignid? Jak jej vysvétlite?

Single precision zarucuje 7 decimalnich ¢islic, a vySe uvedené odecitani zrusi
nejvyznamnéjsich 6; vysledek obsahuje jen jednu. Pfipojené ,smeti‘ jsou ne-
signifikantni ¢islice, které pochazeji z nepfesné bindrni reprezentace operanda.

Matematicky ekvivalentni vyrazy mohou davat
odlisné vysledky podle toho, v jakém potadi se provadi vycislovani v FP.

Demonstrujte tuto skutecnost pomoci programu ordofop, pfipadné jeho optimalizované
verze ordofop-optcpu.

E Pro¢ dava optimalizovana verze jiné vysledky nez neoptimalizovana?
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(catastrophic cancellation, loss-of-significance errors).
Odecitame-li velmi blizka ¢isla, nejvyznamnéjsi Cislice operandd se rovnaji a vza-
jemné se zrusi. Pokud jsou operandy poskozeny zaokrouhlovaci chybou, mize dojit

k dplnému zamaskovani vysledku.
Resime-li kvadratickou rovnici
ar? +br+c=0 (1.17)

s takovymi koeficienty, Ze 4ac < b?, bude jeden z kofenii

—b £ Vb2 — 4ac
Tr12 = 2% (118)

podléhat katastrofickému vyruSeni. Pro b > 0 to bude kofen x; odpovidajici +.
V takovém piipadé rozsitime rovnici (1.18) vyrazem —b — /b2 — 4dac:
2c

YT S VB — dac (1.19)

VyzkousSejte program cancerr, ktery fesi kvadratickou rovnici s koeficienty a = 1.0, b =
¢ = 1.0 x 10%. Podminka 4ac < b? je spInéna a koten (1.18) odpovidajici znaménku +
trpi katastrofickym vyrusenim. Pouzitim (1.19) dostaneme podstatné presnéjsi vysledek.

| ——— ' ' ' ' ' ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



56/263 Zaklady pogitadové fyziky

1.3.7. Stabilita

Nékdy je zaokrouhlovaci chyba ,vmixovédna‘do vypoctu v jeho rané fazi a
zvétSuje se tak dlouho, az zcela prekryje spravny vysledek.

Press et al., 1997a]: Kladnym feSenim kvadratické rovnice

2?=1—z (1.20)
je ,Zlaty Yez* (Golden Mean) ¢ = %(\/5 — 1) ~ 0.61803398875. Celociselné mocniny ™
1ze poéitat pomoci @™ = @™, n =0,1,..., nebo z rekurentni formule

ettt =Tt _pon 0 =1, ! =0.61803398875, n=1,2,... (1.21)

jen pomoci od¢&itani. (Dikaz (1.21): ¢! — o=t = = 1(p? — 1) = —", protoze podle
(1.20) je vyraz v zavorce roven —¢.)

Rovnice (1.20) m4 jest& jedno fesenf: ¢y = —1(V/5 + 1) ~ —1.61803398875. Toto fesen{
spliiuje stejnou rekurzivni relaci (1.21). Jelikoz (1.21) je lineédrni, a |¢»| > 1, mald pfimés
zavleCend zaokrouhlovaci chybou bude exponencidlng rust.

Tento priklad nestability je implementovian v programech unstable single a
unstable_double (varianty pro jednoduchou a dvojndsobnou presnost).
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1.4. Havarie zpusobené chybnym pouzitim FP Cisel

° Kolaps fizeni obranného protiraketového systému Patriot ve valce v Zalivu r. 1991.
Systém fungoval efektivné, ale v jednom pripadé selhal: Identifikace stfel Scud
probihala tak, Ze radarovy systém po zachyceni podezielého objektu predpovédél
jeho budouci polohu po uplynuti néjakého ¢asového intervalu, a jestlize v tom misté
v prislusnou dobu objekt zjistil, dal signal k jeho zniCeni. Pravé v pfedpovédi nové
polohy dochdzelo k nepfesnostem, a to tim vétsim, ¢im déle systém pracoval. Po 20
hodinéch byla chyba v uréeni polohy zhruba 137 metrti, po 100 hodinach 687 metr.

vnitini hodiny pocitace uchovavaly Cas v celych ndsobcich 0.1 sec a program
je prevadél na FP &islo v sekunddch. Pfi tom se dekadické ¢islo 0.1, které ma v bindrni
soustavé nekonecny rozvoj 0.0001100110011 .. ., zaokrouhlovalo.

° Prevod FP ¢&isla na celé &islo zpusobil destrukci rakety Ariane 5 v cené ~ 1G$
v Cervnu 1996. tficet sedm vtefin po startu se program pokusil konvertovat
horizontdlni komponentu rychlosti rakety z double precision na kratké (16bitové) celé
¢islo, které preteklo, pocitacovy program ohlésil neplatnou operaci a fidici systém
provedl samodestrukci rakety.

Vice viz [Prager a Sykorova, 2004] a

http://www.fas.org/starwars/gao/im92026.htm

http://www.siam.org/siamnews/general /patriot.htm

http://www.ima.umn.edu/"arnold /disasters/
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Shrnuti kapitoly: Prvni kapitola méla ivodni charakter a sezndmila vés s principy vy-

uzivanych ve vypocetni technice pfi reprezentaci a manipulaci s ¢isly. Naudili jste se
rozumét problémim celociselné aritmetiky a hlavné aritmetiky redlnych ¢isel. Seznamili
jste se s dilezitymi pojmy jako jsou FP &isla, normalizovana a subnormalni ¢isla; norma
ANSI/IEEE 754-1985; jednoduchd a dvojndsobnd pfesnost, strojové epsilon, zaokrouhlo-
vani vyjimky a stabilita vypoctu

Dalsi zdroje:

) Vyklad nevyzadujici zvlastni predbézné znalosti je uveden napt. v [Prager a Sy-
korova, 2004].
° Uvod do Fortranu 95 a numerickych metod [Sandu, 2001]. Obsahuje kapitolu

o reprezentaci ¢isel a pocitacové aritmetice. Dostupné na
http://www.cs.mtu.edu/~asandu/Courses/CS2911 /fortran’notes/main.html

° Podrobnou analyzu s mnoha odkazy na puvodni prameny podava napi. ¢la-
nek [Goldberg, 1991].
° Sekce 1.3 (1.2) v [Press et al., 1997a]. Pro jazyk C dostupné na

http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c1-3.pdf,
pro Fortran na

http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/c1-2.pdf.
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7. Poznamky
7.1. Proc nesignalizuje prvni bit mantisy specialni ¢islo?

V piipadé baze 3 = 10 by mohla byt pouZit pro signalizaci nuly nebo subnormalnich
¢isel nulovost prvniho bitu mantisy. Tuto techniku vSak nelze pouZit v piipadé § = 2
kvuli skryvani prvniho bitu normalizovanych ¢isel, ktery miize byt roven pouze 1.
Priznakem specidlniho ¢isla je vyhrazend specidlni hodnota exponentu, tj. 00...0
nebo 11...1.

7.2. Strojové c_

Strojové e_ je definovdno jako nejmensi kladné FP Cislo, pro které plati 1 —e_ < 1,
nebo jinak, 1 — £_ je nejbliz8i FP ¢islo mensi neZ 1. V bindrni IEEE aritmetice je
strojové epsilon e - = 279~ = £ /2 (pfi pouziti skrytého bitu) ae_ = 27 = ¢/2
(bez pouZiti skrytého bitu).

Analogicky strojové epsilon na intervalu (2", 2"*1) je 2"¢, specidlné pro n = —1 je
naintervalu (1/2,1) e_ =¢/2.
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9. Popisy a zdrojové texty prikladu

Kratké zdrojové texty jsou zobrazeny piimo; pfedchdzi jim stru¢ny popis a ,neonovy box*
s ndzvem, z néhoz lze program kliknutim spustit, napt. char2ascii niZe. Nékdy je vypusStén
popis, spousti se stejnym zplisobem, napf. storeprt. Dlouhé zdrojové texty nejsou zobrazeny,
Ize je prohliZet kliknutim na ,neonovy box‘ s nizvem a spoustét kliknutim na symbol 4" vlevo
od ndzvu, napt. longsum. Jakykoli nidzev v popisu v , ¢ je prohliZect link.

9.1. Ke kapitole 1

m Program zobrazi ASCII kéd zadaného znaku v decimdlni, oktalové a hexade-
cimalni soustave.

#include <stdio.h>
int main(void)

{
char a;
printf("%s","\nPlease input character: ");
scanf ("%c",&a) ;
printf ("ASCII code of character \’%c\’ is %3u (decimal)\n",a,a);
printf (" %30 (octal)\n",a);
printf (" %2X (hexadecimal)\n",a);
return 0;
}
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Program zobrazi adresu (v hexadecimdlnim tvaru), na kterou v dobé béhu umistil
zadany znak.

#include <stdio.h>
int main(void)

{
char a;
printf ("%s","\nPlease input character: ");
scanf ("%c",&a) ;
printf ("Character \’%c\’ is located at address %p\n",a,&a);
return O;
}

SRR Program zobrazi hexadecimdlni adresy prvniho a posledniho znaku zadaného
retézce. Je-li zadany fetézec delsi nez 8 znaku, bude ofiznut.

#include <stdio.h>

#include <string.h>

int main(void)

{
char a[16];
unsigned int i;
printf("%s","\nPls input string of chars (will be truncated to 8 chars): ");
scanf ("%8s",a) ;
printf ("String length is: %u\n", (i=strlen(a)));
printf ("Address of 1st/last char: Y%p / %p\n",a,a+i-1);
return 0;
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OEEERIEE  Program pricte zadané kladné celé ¢islo ¢ k maximalnimu neznaménkovému
celému ¢islu zmenSenému o 3. Pro 7 > 3 dojde k pfeteceni.
#include <stdio.h>

#include <limits.h>
int main(void)

{
unsigned int k=UINT_MAX-3,i;
printf ("\nMaximum unsigned int is: m = %u\n",k+3);
printf ("The same - 3 is: k = %u\n",k);
printf ("Input small pos. integer i = ");
scanf ("%u",&i);
printf ("Sum k + i = %u\n",k+i);
return O;

}

Varianta pfedchoziho piikladu: program odecte zadané kladné celé ¢islo ¢ od neznaménkové 3.
Pro ¢ > 3 dojde k podteceni.

#include <stdio.h>

#include <limits.h>

int main(void)

{
unsigned int k=3,i;
printf("\nMinimum unsigned int is: m = %u\n",k-3);
printf("The same + 3 is: k = %u\n",k);
printf("Input small pos. integer i = ");
scanf ("/u",&i);
printf("Difference k -
return 0;

= Ju\n",k-1);

[
1
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SR Program pricte zadané kladné celé ¢islo ¢ k maximalnimu znaménkovému celému
¢islu zmenSenému o 3. Pro 7 > 3 dojde k pfeteceni.
#include <stdio.h>

#include <limits.h>
int main(void)

{
signed int k=INT_MAX-3,i;
printf("\nMaximum signed int is: m = %d\n",k+3);
printf ("The same - 3 is: k = %d\n",k);
printf ("Input small pos. integer i = ");
scanf ("%d",&i);
printf ("Sum k + i = %d\n",k+1i);
return O;

}

Varianta predchoziho piikladu: program odecte zadané kladné celé ¢islo 7 od minimdlniho znamén-
kového celého ¢isla zvétseného o 3. Pro ¢ > 3 dojde k podteceni.

#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)

{
signed int k=INT_MIN+3,i;
printf("\nMinimum signed int is: m = %d\n",k-3);
printf("The same + 3 is: k = %d\n",k);
printf("Input small pos. integer i = ");
scanf ("/d",&i);
printf("Difference k - i = %d\n",k-i);
return 0;

s
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8 Program prifadi hodnotu zadaného neznaménkového celého ¢&isla v proménné
u do znaménkové celociselné proménné s. Pozorujte chovani programu v zdvislosti na tom,

z X7

jestli je v u hodnota nejvyse rovna nebo vétsi nez maximalni znaménkové celé ¢islo.

#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)
{
unsigned int u;
signed int s;
printf ("\nInput pos. integer le/gt Jd: u = ",INT_MAX);
scanf ("ju",&u) ;
s=u;
printf ("After conversion to signed: s = Jd\n",s);
return O;

}
Vypise endianitu systému v dobé€ béhu. Upraveno podle bytesex.c, (© 2001
Jan ,Yenya™ Kasprzak, jkas@fi.muni.cz; ).

#include <stdio.h>
int main(void)

{
union {int i; char c[sizeof(int)];} u;
u.i = 0; u.c[0] = 1;
puts(u.i == 1 ? "\nLittle Endian" : "\nBig Endian");
return O;
}
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s w7

8 Program vypiSe adresy, na néz v dobé béhu umistil neznaménkové celé ¢islo.

#include <stdio.h>
int main(void)
{
unsigned int a;
printf ("%s","\nPlease input nonnegative number: ");
scanf ("%u",&a) ;
printf ("%u-bit number \’%u\’ occupies\naddresses "
"from %p to Ox%x\n",
8xsizeof (a),a,&a, ((unsigned int) (&a+1))-1);
return O;

}
~ L Program vypiSe adresy, na néz v dobé béhu umistil znaménkové celé ¢islo.

#include <stdio.h>
int main(void)
{
signed int a;
printf("%s","\nPlease input number: ");
scanf ("%d",&a);
printf ("%u-bit number \’%d\’ occupies\naddresses "
"from %p to Ox%x\n",
8+sizeof(a),a,&a, ((unsigned int) (Za+1))-1);
return O;
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B Pro zadané kladné celé Eislo p vypocte a zobrazi (1.0 @ 277) & 1.0 pro
jednoduchou a dvojndsobnou piesnost. Pro dostatecné veliké p je 277 < € a uvedeny
vyraz bude nulovy. Metodou pokusu a omylu umoZiiuje stanovit strojové epsilon pro
obé pfesnosti.

#include <stdio.h>

#include <math.h>
int main(void)

{
float a;
double b;
int p;
printf ("\n¥s","Please provide exponent: ");
scanf ("%d",&p) ;
a = 1.0f + (float)pow(2.0,-p);
printf("Single: %E\n",a-1.0);
b =1.0 + pow(2.0,-p);
printf ("Double: %E\n",b-1.0);
return O;

}
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- Zadané ¢islo ulozi do redlné proménné v jednoduché piesnosti. Obsah proménné pak zobrazi. Vyzkou-
Sejte ¢isla 1.0, 2.0, 1.1,0.5,0.0625, 0.6, 0.62 a podle vlastniho vybéru a pozorujte zaokrouhlovani.

#include <stdio.h>
int main(void)

{
float x;
printf("\n%s","Please provide a number: ");
scanf ("%f",&x) ;
printf ("Rounded to nearest FP: %.12f\n" ,x);
return O;

}
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Tlustrace nékterych aritmetickych ope- Ilustrace nékterych aritmetickych ope-

raci s vysledky +-co a NaN; verze v C. raci s vysledky +oo a NaN; verze ve Fortranu 90.

#include <stdio.h> PROGRAM messy

int main(void) IMPLICIT NONE

{ REAL :: a,b,c,d
float a,b,c,d; a=0.0
a=0.0; b=-0.0
=-0.0; PRINT*
printf("\na = %f, b = %f\n",a,b); PRINT ’(a5,f9.6,a6,f9.6)’, &
c=1.0/a; "a=",a,",b=",b
d=1.0/b; c=1.0/a
printf("1.0/a = %f, 1.0/b = %f\n",c,d); d=1.0/b
printf("1.0/a + 1.0/b = Jf\n",c+d); PRINT ’(a9,f9.6,a10,f10.6)’, &
printf("1.0/a - 1.0/b = %f\n",c-d); "1.0/a=",¢c, ", 1.0/b=",4d
printf("1.0/b - 1.0/a = %f\n",d-c); PRINT*, "1.0/a + 1.0/b =", c+d
printf("(1.0/a)/(1.0/b) = %f\n",c/d); PRINT*, "1.0/a - 1.0/b =", c-d
printf("(1.0/a)*(1.0/b) = %f\n",c*d); PRINT*, "1.0/b - 1.0/a =", d-c
printf("a*(1.0/a) = %f\n",a*c); PRINT*, "(1.0/a)/(1.0/b) =", c/d
return 0; PRINT#*, "(1.0/a)*(1.0/b) = ", c*d

¥ PRINT*, "ax(1.0/a) =", axc

STOP

END PROGRAM messy
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PRI Optimalizovand verze (-03) programu eps3single.

/* Code identical to eps3single.c. */

IR Verze programu eps1single ve dvojndsobné piesnosti.

/* Same as epslsingle.c except of ’float’ -> ’double’. */

PR Verze programu eps2single ve dvojndsobné piesnosti.

/* Same as eps2single.c except of ’float’ -> ’double’. */

IR Verze programu eps3single ve dvojndsobné piesnosti.

/* Same as eps3single.c except of ’float’ -> ’double’. */

EEEEEE  Optimalizovand verze (-03) programu eps3double.

/* Same as eps3single.c except of ’float’ -> ’double’. */
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BB EEEEEEE Program pro diagnostiku FP parametrii systému v jednoduché
presnosti podle [Press et al., 1997a]. Vyznam polozek vystupu je uveden v rdmecku

S popisem programu.

BB EEEEEEE Program pro diagnostiku FP parametrii systému ve dvojné-
sobné presnosti podle [Press et al., 1997a]. Vyznam poloZek vystupu je uveden

v rdmecku s popisem programu.

BB Demonstrace dlouhé sumace pii sestupném, vzestupném usporadani
a pri pouziti Kahanovy sumacni formule. Neoptimalizovana verze (-00).

EW RSN Demonstrace dlouhé sumace pii sestupném, vzestupném uspoid-
danfi a pfi pouziti Kahanovy sumacni formule. Stupeil optimalizace -01.

BB IEEIEEE Demonstrace dlouhé sumace pii sestupném, vzestupném uspoid-
ddnf a pfi pouziti Kahanovy sumacni formule. Stupeni optimalizace —02.
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PROGRAM storeprt
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4
PRINT*
PRINT*, x
IF ((1.0E+8 * x*%2)==1.0) THEN
PRINT*, ’Correct’
ELSE
PRINT*, ’Incorrect’
END IF
STOP
END PROGRAM storeprt

PROGRAM quiz_cor
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0/2.0
PRINT*
IF ((2.0%x) .EQ. 1.0) THEN
PRINT*, ’Correct’
ELSE
PRINT*, ’Incorrect’
END IF
STOP
END PROGRAM quiz_cor

Zaklady pocitacové fyziky

PROGRAM storeprt2
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4, epsilon=1.0E-7, w
PRINT*
PRINT*, x
w=1.0E+8 * x**2
IF (ABS(w-1.0) .LE. 0.5%epsilon*(ABS(w)+ABS(1.0))) THEN
PRINT*, ’Correct’
ELSE
PRINT*, ’Incorrect’
END IF
STOP
END PROGRAM storeprt2

PROGRAM quiz_inc
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0/3.0
PRINT*
IF ((3.0%x) .EQ. 1.0) THEN
PRINT*, ’Correct’
ELSE
PRINT*, ’Incorrect’
END IF
STOP
END PROGRAM quiz_inc
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convers convers-optcpu

PROGRAM convers PROGRAM convers
IMPLICIT NONE IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4 REAL :: x=1.0E-4
INTEGER :: i INTEGER :: i
i=10000%*x i=10000%*x
PRINT* PRINT*
PRINT*, i PRINT*, i
STOP STOP
END PROGRAM convers END PROGRAM convers
#include <stdio.h> PROGRAM insignid
int main(void) IMPLICIT NONE
{ REAL :: x=100000.0,y=100000.1,z
float x=1.234567f; Z=y-X
double y,z=1.234567; PRINT=*
y=x; PRINT*, ’z = ’, z
printf("\nx = %.12f\n",x); STOP
printf("y = %.12f\n",y); END PROGRAM insignid
printf("z = %.12f\n",z);
return 0;
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SUBROUTINE ratio(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s/r

END SUBROUTINE ratio

SUBROUTINE subtr(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s-r

END SUBROUTINE subtr

PROGRAM mem_reg
IMPLICIT NONE
REAL :: a,b,x,y,z,c,direct, bycall
DATA a /3.0/, b /10.0/
DATA x /3.0/, y /10.0/
direct=(y/x)-(b/a)
CALL ratio(x,y,z)
CALL ratio(a,b,c)
CALL subtr(c,z,bycall)
PRINT*
PRINT*, direct-bycall
STOP

END PROGRAM mem_reg
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SUBROUTINE ratio(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s/r

END SUBROUTINE ratio

SUBROUTINE subtr(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s-r

END SUBROUTINE subtr

PROGRAM mem_reg
IMPLICIT NONE
REAL :: a,b,x,y,z,c,direct, bycall
DATA a /3.0/, b /10.0/
DATA x /3.0/, y /10.0/
direct=(y/x)-(b/a)
CALL ratio(x,y,z)
CALL ratio(a,b,c)
CALL subtr(c,z,bycall)
PRINT*
PRINT*, direct-bycall
STOP

END PROGRAM mem_reg
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PROGRAM ordofop PROGRAM ordofop
IMPLICIT NONE IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.23456789,y=4.56789123,2=9.999999,r1,r2 REAL :: x=1.23456789,y=4.56789123,2=9.999999,r1,r2
ri=(x*y)/z ri=(x*y)/z
r2=(1.0/z)*x*y r2=(1.0/z)*xxy
PRINT* PRINT*
PRINT* ’rl1 - r2 = ’,ri-r2 PRINT* ’rl - r2 = ’,r1-r2
ri=(x*y) ri=(x*y)
ri=ri/z ri=ri/z
r2=1.0/z r2=1.0/z
r2=r2*x r2=r2*X
r2=r2*y r2=r2%y
PRINT* ’rl1 - r2 = ’,ri-r2 PRINT* ’r1 - r2 = ’,r1-r2
STOP STOP
END PROGRAM ordofop END PROGRAM ordofop
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unstable_single

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#define DBL 0
#if (DBL==1)
#define MAX 46
#define REAL double
#else /* DBL */
#define MAX 26
#define REAL float
#endif /x DBL */
int main(void)
{
REAL g=(sqrt(5.0)-1.0)/2.0,m=g,s=g,prevs=1.0,ss;
int i;
printf("\n%s\n",
"i s_(i+1) = s_1 * s_i  s_(i+1) ="
" s_(i-1) - s_i frac.err.[%]");
printf("%s\n",

" ");
for (i=0;i<=MAX;i++) {
if (i==0)
printf ("%2d %+.16f %+.16f %+9.2f\n",
i,1.0,1.0,0.0);
else {
printf ("%2d %+.16£ %+.16£ %+9.2f\n",

i,m,s,100.%(s-m)/m);
m=m*g;
ss=s;
S=prevs-s;
prevs=ss;
}
}

return 0;

Zaklady pocitacové fyziky

unstable_double

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#define DBL 1
#if (DBL==1)
#define MAX 46
#define REAL double
#else /* DBL */
#define MAX 26
#define REAL float
#endif /% DBL */
int main(void)
{
REAL g=(sqrt(5.0)-1.0)/2.0,m=g,s=g,prevs=1.0,ss;
int i;
printf("\n%s\n",
" s_(i+1) = s_1 * s_i s_(i+1) ="
" s_(i-1) - s_i frac.err.[%]1");
printf ("%s\n",
" "
" u);
for (i=0;i<=MAX;i++) {
if (i==0)
printf ("%2d %+ . 165 %+.16£
i,1.0,1.0,0.0);

%+9.2f\n",

else {
printf("%2d h+.16£ %+.16f
i,m,s,100.%(s-m)/m);
m=m*g;
ss=s;
s=prevs-s;
prevs=ss;

%+9.2f\n",

¥
}
return 0;

}
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PR

EN.

OGRAM cancerr

IMPLICIT NONE

REAL :: a=1.0,b=1.0E+8,c=1.0E+8,d,x1,x2
d=SQRT (b**2-4.0*a*c)

x1=(-b-d)/(2.0*a) ! this is ok
x2=(-b+d)/(2.0*a) ! suffers from cancellation
PRINT=*

PRINT*, ’x1 = ’, x1, ’, x2 =7, x2
x2=(2.0*c)/(-b-d) ! this is much better
PRINT*, ’x1 =, x1, ’, x2 =, x2

STOP

D PROGRAM cancerr

Zaklady pocitacové fyziky
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